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Ââåäåíèå

Ïåðâûå ïðèìåðû êâàíòîâûõ ìàòðè÷íûõ àëãåáð âîçíèêëè â îñíîâîïîëàãàþùèõ ðà-

áîòàõ Â. Äðèíôåëüäà [9] è Í. Ðåøåòèõèíà, Ë. Òàõòàäæÿíà è Ë. Ôàääååâà [83], ãäå

ðàññìàòðèâàëèñü àëãåáðû êâàíòîâûõ ôóíêöèé íà ãðóïïàõ (â äàëüíåéøåì êðàòêî

èìåíóåìûå RTT àëãåáðàìè). Âñêîðå ïîñëå ýòîãî áûë ââåäåí â ðàññìîòðåíèå äðóãîé

âàæíûé êëàññ êâàíòîâûõ ìàòðè÷íûõ àëãåáð (ñì., íàïðèìåð, [57, 56]) � òàê íàçûâà-

åìûå àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèÿ (êðàòêî, RE àëãåáðû èëè REA îò àíãëèéñêîãî

òåðìèíà �re�ection equation algebra�). Îáùåå îïðåäåëåíèå êâàíòîâîé ìàòðè÷íîé àë-

ãåáðû âîçíèêëî ïðè ïîïûòêå äàòü RTT è RE àëãåáðàì åäèíîå îïèñàíèå [42]. Íà

ïåðâûé âçãëÿä òàêàÿ èäåÿ íå êàæåòñÿ åñòåñòâåííîé, ïîñêîëüêó òåîðèè ïðåäñòàâ-

ëåíèé RTT è RE àëãåáð ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íû. Îäíàêî, ïðîâåäåííûå íåçàâèñèìî

èññëåäîâàíèÿ RTT [20, 98, 47] è RE àëãåáð [71, 79, 32] îáíàðóæèëè çàìå÷àòåëüíîå

ñõîäñòâî ñòðóêòóðû ýòèõ àëãåáð è êëàññè÷åñêîé ìàòðè÷íîé àëãåáðû. Êàê âûÿñ-

íèëîñü, è äëÿ RE, è äëÿ RTT àëãåáð ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü íåêîììóòàòèâíîå

îáîáùåíèå òåîðåìû Êýëè-Ãàìèëüòîíà. Êðîìå òîãî, â îáîèõ ñëó÷àÿõ îêàçàëîñü âîç-

ìîæíûì îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ñïåêòðà äëÿ íåêîììóòàòèâíîé ìàòðèöû ãåíåðàòîðîâ

àëãåáðû. Íà îñíîâå ýòèõ íàáëþäåíèé îïðåäåëåíèå êâàíòîâîé ìàòðè÷íîé àëãåáðû

íåçàâèñèìûì îáðàçîì âîñïðîèçâîäèëîñü â ðàáîòå [45]. Òàì æå íåêîììóòàòèâíàÿ

âåðñèÿ òåîðåìû Êýëè-Ãàìèëüòîíà áûëà äîêàçàíà äëÿ îáùèõ àëãåáð GL(m) òèïà

(ñì. [44, 45, 46]).

Îïûò èññëåäîâàíèÿ êâàíòîâûõ ìàòðè÷íûõ àëãåáð GL(m) òèïà ÿâèëñÿ õîðî-

øåé îñíîâîé äëÿ äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèé. Â èññëåäîâàíèè äðóãèõ ñåðèé êâàíòî-

âûõ ìàòðè÷íûõ àëãåáð ìîæíî âûäåëèòü äâà íàïðàâëåíèÿ � èññëåäîâàíèå ñåìåéñòâ

àëãåáð Ãåêêåâñêîãî òèïà è ñåìåéñòâ àëãåáð òèïà Áèðìàí-Ìóðàêàìè-Âåíöëÿ (êðàò-

êî ÁÌÂ àëãåáð). Îòëè÷èå ýòèõ ñåìåéñòâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè

êâàíòîâîé ìàòðè÷íîé àëãåáðû èñïîëüçóþòñÿ R-ìàòðè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ðàçëè÷-

íûõ ôàêòîð-àëãåáð ãðóïïîâîé àëãåáðû ãðóïïû êîñ (ñîîòâåòñòâåííî, àëãåáðû Ãåêêå

èëè àëãåáðû Áèðìàí-Ìóðàêàìè-Âåíöëÿ).

Ñåìåéñòâî àëãåáð ÁÌÂ òèïà ñîäåðæèò ñåðèè îðòîãîíàëüíûõ è ñèìïëåêòè÷å-

ñêèõ êâàíòîâûõ ìàòðè÷íûõ àëãåáð è èõ ñóïåðñèììåòðè÷íûå îáîáùåíèÿ. Èçó÷åíèå

ÁÌÂ ñëó÷àÿ íà÷àòî â ðàáîòå [74], ãäå äîêàçûâàåòñÿ òîæäåñòâî Êýëè-Ãàìèëüòîíà

è îïðåäåëÿåòñÿ ñïåêòð êâàíòîâûõ ìàòðèö äëÿ àëãåáð îðòîãîíàëüíîé è ñèìïëåêòè-

÷åñêîé ñåðèé.

Ñåìåéñòâî àëãåáð Ãåêêåâñêîãî òèïà âêëþ÷àåò îáùèå ëèíåéíûå àëãåáðû à òàêæå
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èõ ñóïåðñèììåòðè÷íûå àíàëîãè � êâàíòîâûå ìàòðè÷íûå àëãåáðû GL(m|n) òèïà.
Ñåðèÿ àëãåáð GL(m|n) òèïà ðàññìàòðèâàëèñü â ñòàòüå [33], ãäå, ïîìèìî îïðåäå-

ëåíèÿ, áûëî äîêàçàíà òåîðåìà Êýëè-Ãàìèëüòîíà äëÿ äàííîé ñåðèè. Ðàáîòà [33]

îáîáùàåò, ñ îäíîé ñòîðîíû, ðåçóëüòàòû È. Êàíòîðà è È. Òðèøèíà [59, 60] ïî

õàðàêòåðèñòè÷åñêèì òîæäåñòâàì äëÿ êëàññè÷åñêèõ ñóïåðìàòðèö (èíâàðèàíòíîå

òîæäåñòâî Êýëè-Ãàìèëüòîíà ïî òåðìèíîëîãèè àâòîðîâ), ñ äðóãîé ñòîðîíû, èññëå-

äîâàíèÿ Ã. Ãðèíà è Ï. Äæàðâèñà [50], ïî õàðàêòåðèñòè÷åñêèì òîæäåñòâàì äëÿ

ëèíåéíûõ ñóïåðàëãåáð Ëè.

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ ñïåöèàëüíîãî êëàññà êâàíòî-

âûõ ìàòðè÷íûõ àëãåáð � àëãåáð óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé, çàäàâàåìûõ R-ìàòðèöàìè

GL(m|n) òèïà. Ñâîèì ïðîèñõîæäåíèåì àëãåáðà óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé îáÿçàíà òåî-

ðèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ñ ãðàíèöåé. Îíà ïîëó÷èëà ñâîå íàçâàíèå îò óðàâíåíèÿ,

îïèñûâàþùåãî ôàêòîðèçîâàííîå ðàññåÿíèå ÷àñòèö íà ïîëóïðÿìîé (ñì. ðàáîòó [6],

â êîòîðîé âïåðâûå ïîÿâèëîñü óðàâíåíèå îòðàæåíèé, çàâèñÿùåå îò ñïåêòðàëüíîãî

ïàðàìåòðà).

Ñîãëàñíî îïåðåäåëåíèþ (ñì. [57]), àëãåáðîé óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé íàçûâàåò-

ñÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé íàä ïîëåì1 K, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòàìè lji ,

1 ≤ i, j ≤ N , êîòîðûå ïîä÷èíÿþòñÿ ñëåäóþùèì êâàäðàòè÷íûì ïåðåñòàíîâî÷íûì

ñîîòíîøåíèÿì

R12L1R12L1 = L1R12L1R12.

Çäåñü L1 = L ⊗ I, ãäå L = ∥lji∥ ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé, ñîñòàâëåííîé èç ãåíåðàòîðîâ

àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé. Ëèíåéíûé îïåðàòîð R : V ⊗2 → V ⊗2 ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé îáðàòèìîå ðåøåíèå êâàíòîâîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà (òâèñò)

R12R23R12 = R23R12R23 ,

ãäå V åñòü êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K, dimK V = N . Èí-

äåêñû îïåðàòîðà R íóìåðóþò ïðîñòðàíñòâî (èëè ïðîñòðàíñòâà), â êîòîðûõ äàí-

íûé îïåðàòîð íåòðèâèàëüíî äåéñòâóåò. Íàïðèìåð, R12 è R23 â âûøåïðèâåäåííîì

ðàâåñòâå îáîçíà÷àþò òàêèå îïåðàòîðû â òåíçîðíîé ñòåïåíè V ⊗3: R12 = R ⊗ I,

R23 = I ⊗R.
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíû ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè àëãåáðû óðàâíåíèÿ îò-

ðàæåíèé (ñì. [57]), èìåþùèå ïðèëîæåíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå è íåêîììóòà-

òèâíîé ãåîìåòðèè. Àëãåáðà óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé, ñâÿçàííàÿ ñ êâàíòîâîé ãðóïïîé
1Â îñíîâíîì ìû áóäåì ðàáîòàòü ñ ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë K = C, íî íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû

ñïðàâåäëèâû è â ñëó÷àå âåùåñòâåííîãî ïîëÿ K = R.
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Uq(sl(m)), âîçíèêàåò, íàïðèìåð, ïðè ïîñòðîåíèè q-àíàëîãà äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ-

÷èñëåíèÿ íà ãðóïïàõ GL(m) è SL(m) (ñì. [22]). Â ýòîé êîíñòðóêöèè îíà òðàêòóåò-

ñÿ êàê àëãåáðà êîíå÷íûõ ñäâèãîâ, ïîðîæäåííûõ q-àíàëîãàìè ýêñïîíåíöèðîâàííûõ

ëåâîèíâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïå.

Â ïðèìåðå, ñâÿçàííîì ñ êâàíòîâîé ãðóïïîé Uq(g), ãäå g åñòü àëãåáðà Ëè íåêî-

òîðîé êëàññè÷åñêîé ãðóïïû Ëè G, íàäëåæàùèé ôàêòîð àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðà-

æåíèé èãðàåò ðîëü äåôîðìàöèè (êâàíòîâàíèÿ) êîîðäèíàòíîãî êîëüöà K[G]. Ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ ñêîáêà Ïóàññîíà áûëà ââåäåíà Ì. Ñåìåíîâûì-Òÿíü-Øàíñêèì2.

Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà, óäîâëåòâîðÿþùèå

äîïîëíèòåëüíîìó ñîîòíîøåíèþ

(R− q I)(R + q−1 I) = 0 ,

ãäå íåíóëåâîé ÷èñëîâîé ïàðàìåòð q ∈ K ïðåäïîëàãàåòñÿ ôèêñèðîâàííûì â îáùåì

ïîëîæåíèè. Ïî îïðåäåëåíèþ, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çíà÷åíèå q íå ïðèíàäëåæèò ñ÷åò-

íîìó ìíîæåñòâó íåòðèâèàëüíûõ êîðíåé èç åäèíèöû, òî åñòü qk ̸= 1, k ∈ N, íî

çíà÷åíèå q = 1 íå çàïðåùåíî. Êàê ñëåäñòâèå ýòîãî âûáîðà, q-àíàëîãè âñåõ íàòó-

ðàëüíûõ ÷èñåë îòëè÷íû îò íóëÿ

kq :=
qk − q−k

q − q−1
̸= 0, ∀ k ∈ N .

Â äàëüíåéøåì ëþáàÿ R-ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ âûøåïðèâåäåííîìó óñëîâèþ,

áóäåò íàçûâàòüñÿ Ãåêêåâñêîé R-ìàòðèöåé (Ãåêêåâñêèì òâèñòîì).

Îñîáûé èíòåðåñ äëÿ íàñ áóäóò ïðåäñòàâëÿòü ñåìåéñòâà Ãåêêåâñêèõ R-ìàòðèö

Rq, àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà q â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè åäèíèöû

÷èñëîâîãî ïîëÿ 1 ∈ K, è òàêèõ, ÷òî ïðè q = 1 ñîîòâåòñòâóþùàÿ R-ìàòðèöà R = R1

ÿâëÿåòñÿ èíâîëþòèâíûì îïåðàòîðîì R2 = I.

Õîðîøî èçâåñòíûé ïðèìåð òàêîãî ñåìåéñòâà äàåòñÿ R-ìàòðèöåé Äðèíôåëüäà-

Äæèìáî, âîçíèêàþùåé èç êâàíòîâîé ãðóïïû Uq(sl(m))

Rq = q
m∑
i=1

hii ⊗ hii +
m∑
i̸=j

hji ⊗ hij + (q − q−1)
m∑
i<j

hii ⊗ h
j
j, (0.1)

2Çàìåòèì, ÷òî â àëãåáðå ôóíêöèé ëþáîé êëàññè÷åñêîé ãðóïïû Ëè G ñóùåñòâóåò äðóãàÿ ñêîáêà

Ïóàññîíà, îòêðûòàÿ Å. Ñêëÿíèíûì. Êâàíòîâàíèå àëãåáðû ôóíêöèé ñ ýòîé ñêîáêîé äàåò ôàêòîð-

àëãåáðó àëãåáðû RTT (ñì. [83]). Ýòè äâà êâàíòîâûõ àíàëîãà ïðîñòðàíñòâà K[G] ñâÿçàíû äðóã ñ

äðóãîì ïðåîáðàçîâàíèåì (�ïðîöåäóðîé òðàíñìóòàöèè�), ââåäåííûì Ø. Ìàäæèäîì (ñì. ìîíîãðà-

ôèþ [64] è ñîäåðæàùèåñÿ òàì ññûëêè).
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ãäå ýëåìåíòû hji îáðàçóþò åñòåñòâåííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ýíäîìîðôèçìîâ End (V )

hji (xk) = δjk xi ,

ñîîòâåòñòâóþùèé äàííîìó áàçèñó {xk} ïðîñòðàíñòâà V . Çàìåòèì, ÷òî ïðè q = 1

ïðèâåäåííûé âûøå òâèñò Rq ïåðåõîäèò â îáû÷íóþ ïåðåñòàíîâêó P .

Ïðîèëëþñòðèðóåì îñíîâíûå ñâîéñòâà àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé íà ïðèìå-

ðå àëãåáðû, îòâå÷àþùåé Uq(sl(m)) R-ìàòðèöå Äðèíôåëüäà-Äæèìáî (0.1). Ó ýòîé

àëãåáðû èìåþòñÿ íåêîòîðûå î÷åíü âàæíûå ñâîéñòâà, îòëè÷àþùèå åå îò àëãåáð,

ñâÿçàííûõ ñ äðóãèìè êâàíòîâûìè ãðóïïàìè Uq(g), g ̸= sl(m).

Ïðåæäå âñåãî, ðàññìàòðèâàåìàÿ àëãåáðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé q-äåôîðìàöèþ

êîììóòàòèâíîé àëãåáðû Sym (gl(m)) = K[gl(m)∗]. Âî-âòîðûõ, âûïîëíÿÿ ëèíåéíûé

ñäâèã íà åäèíèöó (ïðîïîðöèîíàëüíûé íîâîìó ïàðàìåòðó ~) íåêîòîðûõ ãåíåðàòî-

ðîâ àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé, ìû ïðèõîäèì ê êâàäðàòè÷íî-ëèíåéíûì ñîîò-

íîøåíèÿì äëÿ ñäâèíóòîãî íàáîðà ãåíåðàòîðîâ. Ïîýòîìó â òàêîì áàçèñå àëãåáðà

óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé ìîæåò òðàêòîâàòüñÿ êàê �äâîéíàÿ äåôîðìàöèÿ� èñõîäíîé

êîììóòàòèâíîé àëãåáðû K[gl(m)∗], ïàðàìåòðèçóåìàÿ q è ~. Ýòó ôîðìó ìû áóäåì íà-

çûâàòü ìîäèôèöèðîâàííîé àëãåáðîé óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé è îáîçíà÷àòü L(Rq, ~).

Ïîëàãàÿ ïàðàìåòð ñäâèãà ~ = 0, ìû âîçâðàùàåìñÿ ê íåìîäèôèöèðîâàííîé àëãåáðå

óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé L(Rq).

Ôèêñàöèÿ ïàðàìåòðà q = 1 ïåðåâîäèò àëãåáðó L(Rq, ~) â óíèâåðñàëüíóþ îáåð-

òûâàþùóþ àëãåáðó U(gl(m)~), ãäå îáîçíà÷åíèå g~ îòðàæàåò çàìåíó ñêîáêè Ëè [ , ]

àëãåáðû g íà ñêîáêó ~[ , ]. Èñõîäíàÿ êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà K[gl(m)∗] ïîëó÷àåòñÿ

ïðè äâîéíîé ñïåöèàëèçàöèè ïàðàìåòðîâ àëãåáðû L(Rq, ~) â òî÷êàõ ~ = 0 è q = 1.

Àëãåáðà L(Rq, ~) (êàê è L(Rq)) ìîæåò áûòü ïðåâðàùåíà â ìîäóëü íàä Uq(sl(m)).

Ïðè ýòîì àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà L(Rq, ~) îêàçûâàåòñÿ Uq(sl(m))-ýêâèâàðèàíò-

íîé (êîâàðèàíòíîé). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äåéñòâèå êâàíòîâîé ãðóïïû ïåðåñòàíîâî÷íî

ñ óìíîæåíèåì â àëãåáðå óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé

M(x · y) =M(1)(x) ·M(2)(y) , ∀M ∈ Uq(sl(m)) , ∀x, y ∈ L(Rq, ~),

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü îáîçíà÷åíèÿìè Ñâèäëåðà äëÿ êîóìíîæåíèÿ â êâàíòîâîé

ãðóïïå: ∆(M) =M(1) ⊗M(2).

Â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðåäåëå óïîìÿíóòàÿ âûøå äâîéíàÿ äåôîðìàöèÿ àëãåáðû

K[gl(m)∗] ïîðîæäàåò ïó÷îê ñêîáîê Ïóàññîíà ñëåäóþùåãî âèäà

{ , }PL,r = a { , }PL + b { , }r , a, b ∈ K, (0.2)
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ãäå { , }PL ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ñêîáêîé Ïóàññîíà-Ëè, îïðåäåëÿåìîé àëãåáðîé gl(m),

à { , }r ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åñòåñòâåííîå ðàñøèðåíèå ñêîáêè Ñåìåíîâà-Òÿíü-Øàí-

ñêîãî íà ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî gl(m)∗.

Ïóàññîíîâû ñòðóêòóðû (0.2) äåòàëüíî ðàññìàòðèâàþòñÿ â ðàçäåëå äèññåðòà-

öèè, ïîñâÿùåííîì êâàíòîâûì ìíîãîîáðàçèÿì è ïîñòðîåíèþ �êâàíòîâûõ îðáèò�

O ⊂ gl(m)∗. Îáùèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïîäîáíûõ êâàíòîâûõ îðáèò ìû èëëþñòðè-

ðóåì íà ïðèìåðå äâóìåðíîé ñôåðû. Â îòëè÷èå îò äðóãèõ îïðåäåëåíèé êâàíòîâûõ

îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ, â íàøåì ïîäõîäå êâàíòîâûå îðáèòû çàäàþòñÿ êàê íåêî-

òîðûå ôàêòîðû àëãåáðû L(Rq, ~) è ïî ñâîèì ñâîéñòâàì âî ìíîãîì àíàëîãè÷íû òàê

íàçûâàåìîé �ïñåâäî�-ñôåðå � êâàíòîâîìó ìíîãîîáðàçèþ, îòâå÷àþùåìó êâàíòîâà-

íèþ ñêîáêè Ïóàññîíà-Ëè ( a = 1, b = 0 â ïó÷êå (0.2)):

SLc(~) = U(su(2)~)/⟨C − c⟩,

ãäå C åñòü êâàäðàòè÷íûé ýëåìåíò Êàçèìèðà îáåðòûâàþùåé àëãåáðû U(su(2)~).

Íàïðèìåð, êàê õîðîøî èçâåñòíî èç òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé, ñóùåñòâóåò äèñêðåò-

íûé íàáîð çíà÷åíèé ck ∈ K ïàðàìåòðà c, òàêîé, ÷òî ëþáàÿ èç àëãåáð SLck(~)

èìååò êîíå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå Vk, à îòîáðàæåíèå

SLck(~) → End (Vk) ÿâëÿåòñÿ su(2)-ìîðôèçìîì. Àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî èìååòñÿ è

ó óïîìÿíóòûõ âûøå ôàêòîð-àëãåáð àëãåáðû L(Rq, ~), ñ òåì îòëè÷èåì, ÷òî ñîîò-

âåòñòâóþùèå ïðîñòðàíñòâà Vk ÿâëÿþòñÿ îáúåêòàìè êâàçèòåíçîðíîé êàòåãîðèè.

Â êâàçèòåíçîðíûõ êàòåãîðèÿõ îáúåêòû õàðàêòåðèçóþòñÿ èõ êâàíòîâîé ðàçìåðíî-

ñòüþ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç êàòåãîðíûé (êâàíòîâûé) ñëåä. Íåîáõîäèìîñòü

äåôîðìàöèè îáû÷íîãî ñëåäà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ îñîáåííîñòåé ïðåäëàãà-

åìîãî ïîäõîäà ê îïèñàíèþ êâàíòîâûõ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Â îáùèõ ÷åðòàõ, îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé, ïðåäñòàâëåííûå â äèñ-

ñåðòàöèè, ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ïåðâîì ðàçäåëå èçó÷àåòñÿ ñòðóê-

òóðà êâàíòîâûõ ìàòðè÷íûõ àëãåáð GL(m|n) òèïà. Ãëàâíûé ðåçóëüòàò ýòèõ èñ-

ñëåäîâàíèé çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè ìàòðè÷íîãî òîæäåñòâà Ãàìèëüòîíà-Êýëè

äëÿ êâàíòîâîé ìàòðèöû è çàïèñü åãî â ôàêòîðèçîâàííîé ôîðìå. Ýòî ïîçâîëÿåò

ââåñòè èíâàðèàíòíîå îïðåäåëåíèå ñïåêòðà êâàíòîâîé ìàòðèöû è âûðàçèòü â òåð-

ìèíàõ ñïåêòðàëüíûõ çíà÷åíèé ëèíåéíûé áàçèñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîäàëãåáðû

� êâàíòîâûå ôóíêöèè Øóðà, à òàêæå ñëåäû ñòåïåíåé êâàíòîâîé ìàòðèöû. Ýòè

âûðàæåíèÿ èãðàþò êëþ÷åâóþ ðîëü â ïîñëåäóþùåì îïðåäåëåíèè êâàíòîâûõ îðáèò.

Âòîðîé ðàçäåë ïîñâÿùåí òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé.

Îñîáåííîñòüþ ýòîé àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî êàòåãîðèÿ åå êîíå÷íîìåðíûõ
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ìîäóëåé ÿâëÿåòñÿ êâàçèòåíçîðíîé, â îòëè÷èå îò, íàïðèìåð, êàòåãîðèè êîíå÷íî-

ìåðíûõ ìîäóëåé íàä óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé U(gl(m)).

Ñòðóêòóðà àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ êîíêðåòíîé

Ãåêêåâñêîé R-ìàòðèöåé, ïîýòîìó åñòåñòâåííî íà÷àòü ñ êëàññèôèêàöèè âñåõ êîñîîá-

ðàòèìûõ (ïîäðîáíîñòè ñì. Ïðèëîæåíèå À) Ãåêêåâñêèõ R-ìàòðèö R : V ⊗2 → V ⊗2.

Êëþ÷åâîé îáúåêò â ðåøåíèè ýòîé ïðîáëåìû � ðÿä Ãèëüáåðòà-Ïóàíêàðå P−(t),

îòâå÷àþùèé òàê íàçûâàåìîé �R-âíåøíåé àëãåáðå� ïðîñòðàíñòâà V . Õîòÿ èñ÷åð-

ïûâàþùàÿ êëàññèôèêàöèÿ âñåõ âîçìîæíûõ ôîðì ýòîãî ðÿäà ïîêà íå ïîñòðîåíà,

òåì íå ìåíåå, èçâåñòíî, ÷òî ðÿä Ãèëüáåðòà-Ïóàíêàðå P−(t) ëþáîé Ãåêêåâñêîé R-

ìàòðèöû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ3 [77, 19]. Óïîðÿäî÷åííóþ

ïàðó öåëûõ ÷èñåë (m|n), ãäå m (ñîîòâåòñòâåííî n) åñòü ñòåïåíü ïîëèíîìà N(t) â

÷èñëèòåëå P−(t) (ñîîòâåòñòâåííî ïîëèíîìà D(t) â çíàìåíàòåëå P−(t)), ìû áóäåì

íàçûâàòü áè-ðàíãîì ìàòðèöû R

Ïîñòðîåíèå êàòåãîðèè êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðà-

æåíèé (äàííàÿ êàòåãîðèÿ áóäåò â äàëüíåéøåì íàçûâàòüñÿ êàòåãîðèåéØóðà-Âåéëÿ

SW(V(m|n)), ãäå ïàðà (m|n) ñîîòâåòñòâóåò áè-ðàíãó R-ìàòðèöû) ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëü-
íîé ïðîáëåìîé, ðàññìàòðèâàåìîé âî âòîðîì ðàçäåëå äèññåðòàöèè. Îáúåêòàìè ýòîé

êàòåãîðèè ñëóæàò ïðÿìûå ñóììû âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ Vλ⊗V ∗
µ . Çäåñü V åñòü èñ-

õîäíîå (áàçèñíîå) âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ñâÿçàííîå ñ êîñîîáðàòèìîé Ãåêêåâñêîé

R-ìàòðèöåé, V ∗ � ïðîñòðàíñòâî äóàëüíîå ê V , ñèìâîëû λ è µ îáîçíà÷àþò ïðîèç-

âîëüíûå ðàçáèåíèÿ (äèàãðàììû Þíãà) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Îòîáðàæåíèå V → Vλ

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêòîðØóðà, îòâå÷àþùèé ìàòðèöå R (åãî êëàññè÷åñêàÿ âåð-

ñèÿ îáñóæäàåòñÿ â ðàáîòå [21]). Îòîáðàæåíèå V ∗ → V ∗
µ îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Îòìåòèì, ÷òî ìîíîèäàëüíàÿ êâàçèòåíçîðíàÿ æåñòêàÿ êàòåãîðèÿ SW(V(m|n)) (ñì.

îïðåäåëåíèå â [7]) íå ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé.

Ìû âû÷èñëÿåì íåêîòîðûå ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè îáúåêòîâ êàòåãîðèè Øó-

ðà-Âåéëÿ, â ÷àñòíîñòè, èõ ðàçìåðíîñòè (êàê êëàññè÷åñêèå, òàê è êâàíòîâûå). Êëàñ-

ñè÷åñêèå ðàçìåðíîñòè ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò êîíêðåòíîé ôîðìû Ãåêêåâñêîé R-

ìàòðèöû è ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò êîðíåé ïîëèíîìîâ N(t) è D(t), îïðåäåëåííûõ

3Åñëè ðÿä P−(t) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì, ìû áóäåì íàçûâàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ R-ìàòðèöó ÷åò-

íîé. Ýòîò ïîëèíîì ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò êëàññè÷åñêîãî ïîëèíîìà (1+t)n, n = dimV , îòâå÷àþùåãî

ñëó÷àþ, êîãäà R ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé ïåðåñòàíîâêîé. Íàïðèìåð, â ðàáîòå [23] êëàññèôèöèðîâàíû

âñå êîñîîáðàòèìûå Ãåêêåâñêèå R-ìàòðèöû ñ ðÿäîì P−(t) = 1+nt+ t2. Êðîìå òîãî, â ýòîé ðàáîòå

ïðåäëîæåí ìåòîä �ñêëåèâàíèÿ� òàêèõ R-ìàòðèö, êîòîðûé äàåò âîçìîæíîñòü ñòðîèòü êîñîîáðà-

òèìûå Ãåêêåâñêèå R-ìàòðèöû ñ äðóãèìè íåñòàíäàðòíûìè ðÿäàìè Ãèëüáåðòà-Ïóàíêàðå.
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âûøå. Êâàíòîâûå æå ðàçìåðíîñòè çàâèñÿò òîëüêî îò çíà÷åíèÿ áè-ðàíãà (m|n). Â
íåêîòîðîì ñìûñëå, êàòåãîðèÿ SW(V(m|n)) ïîõîæà íà òåíçîðíóþ êàòåãîðèþ êîíå÷-

íîìåðíûõ U(gl(m|n))-ìîäóëåé.
Òðåòüÿ ïðîáëåìà, ðåøåíèþ êîòîðîé ïîñâÿùåí âòîðîé ðàçäåë, çàêëþ÷àåòñÿ â

ïîñòðîåíèè òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ îòðà-

æåíèé L(Rq, ~) â êàòåãîðèè SW(V(m|n)). Ïîñêîëüêó äëÿ q ̸= 1 àëãåáðû L(Rq, ~)

è L(Rq) èçîìîðôíû (ôàêòè÷åñêè, ìû èìååì îäíó è òó æå àëãåáðó, çàïèñàííóþ

â äâóõ ðàçëè÷íûõ íàáîðàõ áàçèñíûõ ãåíåðàòîðîâ), ìû àâòîìàòè÷åñêè ïîëó÷àåì

òåîðèþ ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé4 L(Rq).

Îòìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå òèïû ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé

óæå èçó÷åíû, ãëàâíûì îáðàçîì äëÿ ñëó÷àÿ ÷åòíûõ R-ìàòðèö (áè-ðàíã (m|0)) [51,
67, 39, 84]. Â îòëè÷èå îò ïðîöèòèðîâàííûõ ðàáîò, â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåò-

ñÿ ìîäèôèöèðîâàííàÿ àëãåáðà óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé L(Rq, ~), àññîöèèðîâàííàÿ ñ

êîñîîáðàòèìîé Ãåêêåâñêîé R-ìàòðèöåé îáùåãî âèäà (òî åñòü, èìåþùåé áè-ðàíã

(m|n)). Âî âòîðîì ðàçäåëå îïðåäåëÿåòñÿ äåéñòâèå àëãåáðû L(Rq, ~) íà îáúåêòàõ

êàòåãîðèè SW(V(m|n)) òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ îêàçû-

âàþòñÿ ýêâèâàðèàíòíûìè.

Â ÷àñòíîñòè, ðàçáèðàåòñÿ âàæíûé ïðèìåð �ïðèñîåäèíåííîãî� ïðåäñòàâëåíèÿ

ρad àëãåáðû L(Rq, ~) â ëèíåéíîé îáîëî÷êå åå ãåíåðàòîðîâ. Â ñëó÷àå, êîãäà Ãåêêåâ-

ñêàÿ R-ìàòðèöà ñîâïàäàåò ñ ñóïåð-ïåðåñòàíîâêîé â Z2-ãðàäóèðîâàííîì ëèíåéíîì

ïðîñòðàíñòâå V

R : V ⊗2 → V ⊗2 , R(x⊗ y) = (−1)x yy ⊗ x ,

ãäå x è y åñòü ïðîèçâîëüíûå îäíîðîäíûå ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà V è ñèìâîë z̄

îáîçíà÷àåò ÷åòíîñòü (ãðàäóèðîâêó) îäíîðîäíîãî ýëåìåíòà z, ìîäèôèöèðîâàííàÿ

àëãåáðà óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé ñîâïàäàåò ñ óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðîé

U(gl(m|n)). Ïðè ýòîì ïðåäñòàâëåíèå ρad ñòàíîâèòñÿ òîæäåñòâåííî îáû÷íîìó ïðè-

ñîåäèíåííîìó ïðåäñòàâëåíèþ. Ýòîò ôàêò ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ïðè÷èí, ïî êîòîðîé

àëãåáðà L(Rq, ~) ðàññìàòðèâàåòñÿ â êà÷åñòâå ïîäõîäÿùåãî àíàëîãà îáåðòûâàþùåé

àëãåáðû. Áîëåå òîãî, â ñëó÷àå èíâîëþòèâíîé R-ìàòðèöû Ãåêêå, ñîîòâåòñòâóþùàÿ

ìîäèôèöèðîâàííàÿ àëãåáðà óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé ïðåâðàùàåòñÿ â îáåðòûâàþùóþ

àëãåáðó îáîáùåííîé àëãåáðû Ëè End (V ). Ïîäîáíûå îáîáùåííûå àëãåáðû áûëè

4Â òî÷êå q = 1 èçîìîðôèçì L(Rq, ~) ∼= L(Rq) ðàçðóøàåòñÿ, ïîýòîìó ìû ïðåäïî÷èòàåì ðàñ-

ñìàòðèâàòü àëãåáðû L(Rq, ~) è L(Rq) îòäåëüíî è èñïîëüçîâàòü äëÿ íèõ ðàçëè÷íûå íàèìåíîâàíèÿ.
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ââåäåíû â ðàáîòå [24], õîðîøî èçâåñòíûì ïðèìåðîì îáîáùåííîé àëãåáðû Ëè ÿâ-

ëÿåòñÿ ñóïåð-àëãåáðà Ëè.

Äðóãèì ñâîéñòâîì, óêàçûâàþùèì íà ñõîäñòâî ìîäèôèöèðîâàííîé àëãåáðû óðàâ-

íåíèÿ îòðàæåíèé è îáåðòûâàþùåé àëãåáðû îáîáùåííîé àëãåáðû Ëè, ÿâëÿåòñÿ

ñòðóêòóðà òâèñòîâàííîé áèàëãåáðû. Äàííàÿ ñòðóêòóðà îïðåäåëÿåòñÿ êîóìíîæåíè-

åì∆ è êîåäèíèöåé ε. Äåéñòâèå êîóìíîæåíèÿ íà ãåíåðàòîðàõ lji ìîäèôèöèðîâàííîé

àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì ïðàâèëîì

∆(L) = L⊗ 1 + 1⊗ L− (q − q−1)L⊗ L , L = ∥lji∥.

Ïðè q = 1 ïðèâåäåííîå âûøå êîóìíîæåíèå ñîâïàäàåò ñ êîóìíîæåíèåì íà ãåíåðà-

òîðàõ óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû (îáîáùåííîé) àëãåáðû Ëè. Çàìåòèì,

÷òî õîòÿ ìû è íå îïðåäåëÿåì îòîáðàæåíèå àíòèïîäà â àëãåáðå L(Rq, ~), êàòåãîðèÿ

SW(V(m|n)) åå ïðåäñòàâëåíèé îêàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé.

Â äîïîëíåíèå ê ñòðóêòóðå L(Rq, ~)-ìîäóëÿ, íà îáúåêòàõ êàòåãîðèèØóðà-Âåéëÿ,

îòâå÷àþùåé ñòàíäàðòíîé Ãåêêåâñêîé R-ìàòðèöå (0.1), ìîæíî îïðåäåëèòü äåéñòâèå

êâàíòîâîé ãðóïïû Uq(sl(m)). Êðîìå òîãî, q-àíàëîãè ñóïåð-ãðóïï (ñì. [58]) òàêæå

ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â ñîîòâåòñòâóþùåé êàòåãîðèè Øóðà-Âåéëÿ5. Îäíàêî

äëÿ êîñîîáðàòèìîé Ãåêêåâñêîé R-ìàòðèöû îáùåãî âèäà àëãåáðà êâàíòîâîãðóïïî-

âîãî òèïà îòñóòñòâóåò, òîãäà êàê (ìîäèôèöèðîâàííàÿ) àëãåáðà óðàâíåíèÿ îòðàæå-

íèé ìîæåò áûòü ââåäåíà äëÿ ëþáîé òàêîé R-ìàòðèöû.

Àëãåáðà ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé îáëàäàåò åùå îäíèì ïðå-

èìóùåñòâîì ïî ñðàâíåíèþ ñ êâàíòîâîé ãðóïïîé è åå ñóïåð-àíàëîãàìè. Îíà áîëåå

óäîáíà äëÿ ÿâíîãî ïîñòðîåíèÿ ïðîåêòèâíûõ ìîäóëåé íàä êâàíòîâûìè îðáèòàìè,

âîçíèêàþùèìè â ðàìêàõ ìåòîäà, ïðåäëîæåííîãî â ðàáîòàõ [39, 41].Ðàññìîòðåíèþ

ýòèõ âîïðîñîâ ïîñâÿùåí òðåòèé ðàçäåë äèññåðòàöèè. Â íåì ðàçáèðàåòñÿ ìåòîä ïî-

ñòðîåíèÿ êâàíòîâûõ ìíîãîîáðàçèé è êâàíòîâûõ ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé íà íèõ.

×åòâåðòûé ðàçäåë äèññåðòàöèè ïîñâÿùåí ïîñòðîåíèþ íåêîììóòàòèâíîãî äèô-

ôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ íà àëãåáðå óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé è íà åå ôàêòîð-

àëãåáðàõ � êâàíòîâàííûõ îðáèòàõ êîïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû Ëè GL(m)

íà ïðîñòðàíñòâå gl(m)∗ � äóàëüíîì ê ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåáðå Ëè gl(m). Â ÷àñò-

íîñòè, ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ íåêîììóòàòèâíûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, è èíâàðèàíò-

íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñòàðøèõ ïîðÿäêîâ. Íà ýòîé îñíîâå ìîæíî ââî-

äèòü àíàëîãè óðàâíåíèé íåêîòîðûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ìîäåëåé (òèïà

5Â ðàáîòå [99] ïðåäëîæåí äðóãîé ïóòü ïîñòðîåíèÿ ïðåäñòàâëåíèé q-äåôîðìèðîâàííûõ àëãåáð

U(gl(m|n)), îñíîâàííûé íà òðåóãîëüíîì ðàçëîæåíèè.
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óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà èëè Êëåéíà-Ãîðäîíà) â íåêîììóòàòèâíîì ïðîñòðàíñòâå è

èññåäîâàòü èõ ðåøåíèÿ.

1 Ñòðóêòóðà àëãåáðû

Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ îïðåäåëåíèå êâàíòîâîé ìàòðè÷íîé àëãåáðû (è àëãåá-

ðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé êàê ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ), ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîéñòâà ìàêñè-

ìàëüíîé êîììóòàòèâíîé ïîäàëãåáðû è åå ëèíåéíîãî áàçèñà � êâàíòîâûõ ñèììåò-

ðè÷åñêèõ ôóíêöèé (ôóíêöèé Øóðà), à òàêæå ââîäèòñÿ òîæäåñòâî Ãàìèëüòîíà-

Êýëè äëÿ êâàíòîâûõ ìàòðèö è îïðåëåëÿåòñÿ èõ ñïåêòð. Êðîìå òîãî, ïðèâîäèò-

ñÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ êâàíòîâûõ ôóíêöèé Øóðà â òåðìèíàõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

êâàíòîâûõ ìàòðèö. Âñïîìîãàòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà òàê íàçûâàåìûõ ãåê-

êåâñêèõ R-ìàòðèö GL(m|n) òèïà ñîáðàíû â Ïðèëîæåíèè À.

1.1 Êâàíòîâàÿ ìàòðè÷íàÿ àëãåáðà: îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû

Ïóñòü V êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë,

dimV = N . Ëþáîìó ýëåìåíòó X ∈ End(V ⊗p), p = 1, 2, . . . , ñîïîñòàâèì ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ýíäîìîðôèçìîâ Xi ∈ End(V ⊗k), k = p, p+ 1, . . . , ïî ïðàâèëó

Xi = Idi−1
V ⊗X ⊗ Idk−p−i+1

V , 1 ≤ i ≤ k − p+ 1, (1.1)

ãäå IdV � òîæäåñòâåííûé àâòîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà V .

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî MatN(W ) è çàäàäèì ñåðèþ îòîáðàæåíèé

ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ MatN(W )⊗k → MatN(W )⊗(k+1), k ≥ 1, ñëåäóþùèìè ðåêóð-

ðåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè

M1 :=M, Mk 7→Mk+1 := FkMkF
−1
k , Mk ∈ MatN(W )⊗k, (1.2)

ãäåM � íåêîòîðûé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâàMatN(W ), F � ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò

èç Aut(V ⊗ V ).

Âûáåðåì â êà÷åñòâåW àññîöèàòèâíóþ àëãåáðóA íàä C, ñâîáîäíî ïîðîæäåííóþ

åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì è N2 ãåíåðàòîðàìè M j
i

A = C⟨M j
i ⟩ 1 ≤ i, j ≤ N.

Îïðåäåëåíèå 1 Ïóñòü {R,F} � ñîâìåñòèìàÿ ïàðà ñòðîãî êîñîîáðàòèìûõ R-

ìàòðèö (ñì. Ïðèëîæåíèå À), ïðè÷åì R-ìàòðèöà Rf = F−1R−1F êîñîîáðàòèìà.
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Êâàíòîâîé ìàòðè÷íîé àëãåáðîéM(R,F ) íàçîâåì ôàêòîð àëãåáðû A ïî äâóñòî-

ðîííåìó èäåàëó, ïîðîæäåííîìó ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè ñîîòíîøåíèÿ

R1M1M2 −M1M2R1 = 0, (1.3)

ãäå M = ∥M j
i ∥ ∈ MatN(A) è ýëåìåíòû Mk ñòðîÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.2) ïî

R-ìàòðèöå F .

Çàìå÷àíèå 2 Ïðèâåäåííîå îïðåäåëåíèå êâàíòîâîé ìàòðè÷íîé àëãåáðû îòëè÷àåò-

ñÿ îò äàííîãî â ðàáîòå [45], îäíàêî ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ñâîéñòâàõ R è

F îáà îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíû. Êàê ïîêàçàíî â [46], ìàòðèöà M̃ = (DF )−1MDR

óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì, íàêëàäûâàåìûì íà ãåíåðàòîðû êâàíòîâîé ìàòðè÷-

íîé àëãåáðû â [45].

Ëåììà 3 Ìàòðèöà M ãåíåðàòîðîâ êâàíòîâîé ìàòðè÷íîé àëãåáðûM(R,F ) óäî-

âëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

RkMkMk+1 =MkMk+1Rk, (1.4)

ãäå ýëåìåíòû Mk, Mk+1 çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè (1.2) ïî R-ìàòðèöå F .

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû èçëîæåíî â ðàáîòå [45].

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ íàèáîëåå øèðîêî èçâåñòíûõ êâàíòîâûõ ìàòðè÷-

íûõ àëãåáð. Ïóñòü P : V ⊗2 → V ⊗2 � îïåðàòîð ïåðåñòàíîâêè

P (v1 ⊗ v2) = v2 ⊗ v1,

à R-ìàòðèöà R ñòðîãî êîñîîáðàòèìà. Ïàðà {R,P} ÿâëÿåòñÿ ñîâìåñòèìîé è îïðåäå-
ëÿåò êâàíòîâóþ ìàòðè÷íóþ àëãåáðóM(R,P ). Îáîçíà÷èì ìàòðèöó åå ãåíåðàòîðîâ

áóêâîé T . Â äàííîì ñëó÷àå Tk = Tk (ñì. îïðåäåëåíèÿ (1.1) è (1.2)), è ïåðåñòàíî-

âî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ (1.3) èìåþò âèä

R1T1T2 − T1T2R1 = 0. (1.5)

Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî R åñòü R-ìàòðèöà GL(m) òèïà. Ñòàíäàðòíûé

ïðèìåð òàêîé R-ìàòðèöû � R-ìàòðèöà Äðèíôåëüäà-Äæèìáî, ïîëó÷àåìàÿ êâàí-

òîâàíèåì êëàññè÷åñêèõ ãðóïï ñåðèè Am. Ïðè m = N (íàïîìíèì, ÷òî N = dimV )

cîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðà M(R,P ) ÿâëÿåòñÿ êâàíòîâàíèåì àëãåáðû ôóíêöèé íà

ëèíåéíîé ãðóïïå � Funq(GL(N)) (ñì. [83]). Îäíàêî, âîîáùå ãîâîðÿ, ïàðàìåòðû m
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è N íå îáÿçàíû ñîâïàäàòü. Ïðèìåðû N2 × N2 R-ìàòðèö GL(m) òèïà, òàêèõ ÷òî

m ̸= N , ïîñòðîåíû â ðàáîòå [23].

Ðàññìîòðèì äðóãîé ïðèìåð ñîâìåñòèìîé ïàðû: {R,R}, ãäå R � ñòðîãî êîñîîá-

ðàòèìàÿ R-ìàòðèöà. Ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ (1.3) äëÿ êâàíòîâîé ìàòðè÷-

íîé àëãåáðûM(R,R) èìåþò âèä

R1M1R1M1 −M1R1M1R1 = 0, (1.6)

ãäåM1 =M⊗IdV , àM = ∥M j
i ∥ åñòü ìàòðèöà ãåíåðàòîðîâ àëãåáðû. Äàííàÿ àëãåáðà

íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé óðàâíåíèÿ îòðàæåíèÿ [56]. Âïåðâûå âîçíèêíóâ â òåîðèè èíòå-

ãðèðóåìûõ ñèñòåì ñ ãðàíèöåé, îíà çàòåì íàøëà ïðèìåíåíèå â äèôôåðåíöèàëüíîé

ãåîìåòðèè êâàíòîâûõ ãðóïï (ñì., íàïðèìåð, [48, 22, 38, 40]). Ñòåïåíü êâàíòîâîé

ìàòðèöû â äàííîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé ìàòðè÷íîé ñòåïåíüþ Mk =Mk.

Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî R � ãåêêåâñêàÿ R-ìàòðèöà, ñîâåðøèì âM(R,R) ëèíåé-

íóþ çàìåíó ãåíåðàòîðîâ

M 7→ L =M +
~

q − q−1
IdV ,

ãäå ~ íåíóëåâîé ÷èñëîâîé ïàðàìåòð. Ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèÿ (1.6) ïðåîáðàçóþòñÿ ê

êâàäðàòè÷íî-ëèíåéíîìó âèäó

R1L1R1L1 − L1R1L1R1 = ~(R1L1 − L1R1). (1.7)

Òàêîé áàçèñ ãåíåðàòîðîâ ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè êâàíòîâûõ àíàëîãîâ îðáèò

êîïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ ãðóïï Ëè. Ñîîòâåòñòâóþùóþ êâàíòîâóþ ìàòðè÷íóþ

àëãåáðó áóäåì íàçûâàòü ìîäèôèöèðîâàííîé àëãåáðîé óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé è îáî-

çíà÷àòü ñèìâîëîì L(Rq, ~). Ýòà àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì îáúåêòîì, èçó÷àåìûì

â äàííîé äèññåðòàöèè. Çàìåòèì, ÷òî ïðè q ̸= 1, àëãåáðà L(Rq, ~) î÷åâèäíî èçî-

ìîðôíà àëãåáðå óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé, ïîðîæäàåìîé ãåíåðàòîðàìè (1.6).

Ïóñòü Pm|n � îïåðàòîð ïåðåñòàíîâêè íà ñóïåðïðîñòðàíñòâå (m|n) òèïà

Pm|n(v1 ⊗ v2) = (−1)|v1||v2|v2 ⊗ v1, (1.8)

ãäå vi åñòü îäíîðîäíûå ýëåìåíòû ñóïåðïðîñòðàíñòâà è |vi| � ñîîòâåòñòâóþùàÿ èì

ãðàäóèðîâêà. Ñëó÷àé àëãåáðûM(R,R) c R = Pm|n áûë ðàññìîòðåí â ðàáîòàõ [59,

60]. Çàìåòèì, ÷òî ìàòðè÷íàÿ ñóïåðàëãåáðà M(Pm|n, Pm|n) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì

ñëó÷àåì ïðè q → 1 êâàíòîâîé ìàòðè÷íîé àëãåáðû M(Rm|n, Rm|n) (1.6), ãäå Rm|n

åñòü R-ìàòðèöà Äðèíôåëüäà-Äæèìáî, ïîëó÷àåìàÿ ïðè êâàíòîâàíèè êëàññè÷åñêîé
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ñóïåðãðóïïû GL(m|n) (ÿâíûé âèä ýòîé R-ìàòðèöû ïðèâåäåí â ðàáîòàõ [17, 43]).

Ïðè ýòîì òàê íàçûâàåìîå èíâàðèàíòíîå òîæäåñòâî Ãàìèëüòîíà-Êýëè, íàéäåííîå

â ðàáîòàõ [59, 60], ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì ñëó÷àåì ïðèâåäåííîãî íèæå òîæäåñòâà

Ãàìèëüòîíà-Êýëè äëÿ êâàíòîâûõ ìàòðè÷íûõ àëãåáð GL(m|n) òèïà.

1.2 Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäàëãåáðà è ôóíêöèè Øóðà

Äàëåå â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìàòðèâàåì êâàíòîâûå ìàòðè÷íûå àëãåáðû M(R,F ),

çàäàâàåìûå ñ ïîìîùüþ ãåêêåâñêîé R-ìàòðèöû R (ñì. Ïðèëîæåíèå À, óñëîâèå

(A.23)). Ìû íàçûâàåì èõ ìàòðè÷íûìè àëãåáðàìè ãåêêåâñêîãî òèïà.

Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî Char(R,F ) ⊂ M(R,F ), ÿâëÿþùååñÿ ëèíåéíîé

îáîëî÷êîé åäèíèöû è ýëåìåíòîâ âèäà

y(x(k)) = Tr
R(1 . . . k)(M1 . . .Mk ρR(x

(k))) k = 1, 2, . . . , (1.9)

ãäå x(k) � âñåâîçìîæíûå ýëåìåíòû àëãåáðû Hk(q). Ñèìâîëîì Tr
R(1 . . . k) çäåñü îáî-

çíà÷åíà îïåðàöèÿ âçÿòèÿ R-ñëåäà ïî ïðîñòðàíñòâàì ñ ïåðâîãî ïî k-å.

Óòâåðæäåíèå 4 Ïóñòü M(R,F ) � êâàíòîâàÿ ìàòðè÷íàÿ àëãåáðà ãåêêåâñêîãî

òèïà. Ïðîñòðàíñòâî Char(R,F ) ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé ïîäàëãåáðîé àëãåáðû

M(R,F ). Ýòó ïîäàëãåáðó ìû áóäåì íàçûâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïðèâîäèòñÿ â ðàáîòå [45] è îñíîâàíî, â ÷àñòíî-

ñòè, íà ñëåäóþùåì òåõíè÷åñêîì ðåçóëüòàòå.

Ëåììà 5 Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x(k) àëãåáðûHk(q). Ñèìâîëîì x(k)↑i

îáîçíà÷èì ýëåìåíò àëãåáðû Hk+i(q), ÿâëÿþùèéñÿ îáðàçîì x(k) ïðè âëîæåíèè àë-

ãåáðû Hk(q) ↪→ Hk+i(q), çàäàâàåìîì ôîðìóëàìè (A.20). Ïóñòü {R,F} � ñîâìå-

ñòèìàÿ ïàðà R-ìàòðèö, ïðè÷åì ãåêêåâñêàÿ R-ìàòðèöà R êîñîîáðàòèìà. Òîãäà

âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

Tr
R(i+ 1, . . . , i+ k)(Mi+1 . . .Mi+k ρR(x

(k)↑i)) = IdV ⊗i y(x(k)). (1.10)

Ôîðìóëà (1.10) íàìè áóäåò íåîäíîêðàòíî èñïîëüçîâàíà â äàëüíåéøåì. Îíà ñëåäóåò

íåïîñðåäñòâåííî èç ñâîéñòâà (A.35) ñîâìåñòèìûõ ïàð {R,F}, è åå äîêàçàòåëüñòâî
òàêæå ïðèâåäåíî â ðàáîòå [45].
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Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå äâà íàáîðà ýëåìåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîäàëãåáðû:

{pk(M)} è {sλ(M)}, ýëåìåíòû êîòîðûõ áóäåì íàçûâàòü, ñîîòâåòñòâåííî, ñòåïåí-

íûìè ñóììàìè è ôóíêöèÿìè Øóðà. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî k ≥ 1 îáîçíà÷èì

pk(M) := Tr
R(1 . . . k)(M1 . . .Mk Rk−1 . . . R1). (1.11)

Â ñëó÷àå, åñëè R � R-ìàòðèöà ãåêêåâñêîãî òèïà, äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ λ ⊢ k,
k = 1, 2, . . . , îáîçíà÷èì

s0(M) := 1, sλ(M) := Tr
R(1 . . . k)(M1 . . .Mk ρR(E

λ
α)). (1.12)

Âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè (1.12) íå çàâèñèò îò âûáîðà èíäåêñà α ìàòðè÷íîé åäè-

íèöû. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ñîîòíîøåíèé (1.4), äëÿ âñÿêîãî x(k) ∈ Hk(q) ìàòðèöû

ρR(x
(k)) è (M1 . . .Mk) â ôîðìóëå (1.9) ïåðåñòàíîâî÷íû. Ïîýòîìó, ñ ó÷åòîì öèêëè-

÷åñêîãî ñâîéñòâà R-ñëåäà, èìååì

y
(
σk(ℓ)E

λ
α σ

−1
k (ℓ)

)
= y(Eλ

α) , y(Eλ
πk(α)α

) = w(ℓ) y
(
Eλ

πk(α)
σk(ℓ)E

λ
α

)
= 0, (1.13)

ãäå ℓ := ℓk{λα}. Äàëåå, ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë (A.8), (A.10), (A.17), (A.18) ñîîò-

íîøåíèÿ (A.13) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Eλ
πk(α)

= σk(ℓ)E
λ
α σ

−1
k (ℓ) − (q − q−1)w(−ℓ)Eλ

πk(α)α
, (1.14)

îòêóäà çàêëþ÷àåì y(Eλ
πk(α)

) = y(Eλ
α). Íàêîíåö, öèêëè÷íîñòü äåéñòâèÿ ñèììåòðè÷å-

ñêîé ãðóïïû íà ìíîæåñòâå ñòàíäàðòíûõ òàáëèö ãàðàíòèðóåò íåïðîòèâîðå÷èâîñòü

îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé Øóðà.

Óòâåðæäåíèå 6 Äëÿ âñÿêîé êâàíòîâîé ìàòðè÷íîé àëãåáðûM(R,F ) ãåêêåâñêîãî

òèïà

à) åå õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäàëãåáðà Char(R,F ) ïîðîæäàåòñÿ åäèíèöåé è

ñòåïåííûìè ñóììàìè pk(M), k = 1, 2, . . . ;

á) íàáîð ôóíêöèé Øóðà sλ(M), λ ⊢ k, k = 0, 1, . . . , ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì

áàçèñîì Char(R,F ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ äîêàçàíà â [45]. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

âòîðîé ÷àñòè çàìåòèì, ÷òî èç ðàññóæäåíèé, ïðèâåäåííûõ â îáîñíîâàíèå ôîðìóë

(1.12), ñëåäóþò ðàâåíñòâà

y(Eλ
αβ) = δαβ y(E

λ
α), y(Eλ

α) = y(Eλ
β ), ∀ α, β. (1.15)
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Ïîýòîìó óòâåðæäåíèå î ëèíåéíîì áàçèñå ôóíêöèé Øóðà ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

íàáîðû ìàòðè÷íûõ åäèíèö {Eλ
αβ |λ ⊢ k} îáðàçóþò ëèíåéíûå áàçèñû â àëãåáðàõ

Hk(q).

1.3 Ñòåïåíè êâàíòîâûõ ìàòðèö

Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå MatN(M(R,F )) ëèíåéíóþ îáîëî÷êó Pow(R,F ), ïî-

ðîæäåííóþ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé è ìàòðèöàìè âèäà

M (x(k)) := Tr
R(2 . . . k)(M1 . . .Mk ρR(x

(k))) k = 1, 2, . . . , (1.16)

ãäå x(k) âñåâîçìîæíûå ýëåìåíòû àëãåáðû Hk(q). Ìàòðèöó M (x(k)) áóäåì íàçûâàòü

x(k)-é ñòåïåíüþ ìàòðèöû M , à ñàìî ïðîñòðàíñòâî Pow(R,F ) � ïðîñòðàíñòâîì

ìàòðè÷íûõ ñòåïåíåé.

Óòâåðæäåíèå 7 Ïðîñòðàíñòâî Pow(R,F ) ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì ìîäóëåì íàä õàðàê-

òåðèñòè÷åñêîé ïîäàëãåáðîé Char(R,F ).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïðîâîäèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû (1.10)

è àíàëîãè÷íî âûêëàäêàì, ïðîâîäèìûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå êîììóòàòèâíîñòè õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîäàëãåáðû Char(R,F ) (ñì. [45]).

Â ïðîñòðàíñòâå ìàòðè÷íûõ ñòåïåíåé Pow(R,F ) ðàññìîòðèì ñïåöèàëüíûé íàáîð

ìàòðèö, à èìåííî, ïî âñÿêîé ñòàíäàðòíîé òàáëèöå Þíãà
{
λ

α

}
ðàçáèåíèÿ λ ⊢ k,

k = 1, 2, . . . , ïîñòðîèì ìàòðèöó

M ((1);1) :=M, M (λ;i) := Tr
R(2 . . . k)(M1 . . .Mk ρR(E

λ
α)), k = 2, 3, . . . , (1.17)

ãäå èíäåêñ i â îáîçíà÷åíèèM (λ;i) ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîâûì íîìåðîì (ïðè ñ÷åòå ñâåðõó

âíèç) ñòðîêè òàáëèöû
{
λ

α

}
, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ k � íàèáîëüøåå èç çàïîëíÿþùèõ

òàáëèöó ÷èñåë. Íàïðèìåð, äëÿ ñòàíäàðòíîé òàáëèöû

1 3 4 6

2 7

5

íàèáîëüøåå èç çàïîëíÿþùèõ åå ÷èñåë k = 7 ðàñïîëîæåíî â ñòðîêå ñ íîìåðîì i = 2.

ÌàòðèöàM (λ;i), îïðåäåëåííàÿ â (1.17), íå çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ ÷èñåë ìåíü-

øèõ k â êëåòêàõ òàáëèöû
{
λ

α

}
. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà â öåëîì ïîâòîðÿåò ðàñ-

ñóæäåíèÿ ïðèâåäåííûå â îáîñíîâàíèå îäíîçíà÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé Øóðà
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(ñì. àáçàö ñëåäóþùèé çà ôîðìóëîé (1.12)). Ñëåäóåò ëèøü äîïîëíèòåëüíî ó÷åñòü,

÷òî öåïî÷êà ïðåîáðàçîâàíèé, ñâÿçûâàþùèõ ìàòðè÷íûå åäèíèöû Eλ
α è Eλ

β , λ ⊢ k,
ó êîòîðûõ íàèáîëüøåå ÷èñëî k â ñîîòâåòñòâóþùèõ èì òàáëèöàõ ñòîèò íà îäíîì

è òîì æå ìåñòå, îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòîâ x(k−1) ïîäàëãåáðû Hk−1(q).

Èìåííî ïî îòíîøåíèþ ê îáðàçàì ρR(x
(k−1)) ∈ IdV ⊗Aut(V ⊗(k−1)) òàêèõ ýëåìåíòîâ

îïåðàöèÿ Tr
R(2 . . . k) îáëàäàåò ñâîéñòâîì öèêëè÷íîñòè.

Ïîìèìî M (λ;i), ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñåðèþ ìàòðèö Mk:

M1 :=M, Mk := Tr
R(2 . . . k)(M1 . . .Mk Rk−1 . . . R1), k = 2, 3, . . . (1.18)

Ìàòðèöû M (λ;i) è Mk íàçîâåì, ñîîòâåòñòâåííî, (λ; i)-é è k-é ñòåïåíÿìè ìàòðèöû

M .

Óòâåðæäåíèå 8 Äëÿ âñÿêîé êâàíòîâîé ìàòðè÷íîé àëãåáðûM(R,F ) ãåêêåâñêî-

ãî òèïà

à) åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà è ñåìåéñòâî ìàòðèö Mk, k = 1, 2, . . . , ÿâëÿþòñÿ

íàáîðîì îáðàçóþùèõ ïðàâîãî Char(R,F )-ìîäóëÿ Pow(R,F );

á) åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà è ñåìåéñòâî ìàòðèö M (λ;i), λ ⊢ k, k = 1, 2, . . . , ãäå

èíäåêñ i ïðîáåãàåò âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ äëÿ êàæäîãî ðàçáèåíèÿ λ ⊢ k,
ÿâëÿþòñÿ áàçèñîì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà Pow(R,F ).

Äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòîâ à) è á) ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ âïîëíå î÷åâèä-

íûì îáîáùåíèåì äîêàçàòåëüñòâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïóíêòîâ óòâåðæäåíèÿ 6.

Â çàêëþ÷åíèå ðàçäåëà ïðèâåäåì äðóãóþ ôîðìóëó äëÿ k-îé ñòåïåíè ìàòðèöû

M . Ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâà (A.35) ñîâìåñòèìûõ ïàð {R,F} ìîæíî óáåäèòüñÿ,
÷òî îïðåäåëåíèå (1.18) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùèì èòåðàòèâíûì ôîðìóëàì

M0 = IdV , Mk =M · ϕ(Mk−1), (1.19)

ãäå îòîáðàæåíèå ϕ çàäàíî ôîðìóëîé (A.36), à òî÷êà ñèìâîëèçèðóåò îáû÷íîå ìàò-

ðè÷íîå óìíîæåíèå. Ñîîòíîøåíèÿ (1.19) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ðåçóëüòàò

ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ êâàíòîâîãî óìíîæåíèÿ ∗ ìàòðèö M :

Mk =M · ϕ(Mk−1) ≡M ∗Mk−1 =M ∗M ∗ · · · ∗M︸ ︷︷ ︸
k ìíîæèòåëåé

. (1.20)
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Ýòî óìíîæåíèå áûëî ââåäåíî â ðàçäåëå 4.4 ðàáîòû [74]. Îíî ÿâëÿåòñÿ àññîöèà-

òèâíûì ([74], ïðåäëîæåíèå 4.12) è êîììóòàòèâíûì (ïðåäëîæåíèÿ 4.13 è 4.14). Ïî-

ñëåäíåå ñâîéñòâî íå óäèâèòåëüíî, ïîñêîëüêó âñå ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà Pow(R,F )

ïîðîæäåíû îäíîé è òîé æå êâàíòîâîé ìàòðèöåé M . Êðîìå òîãî, êâàíòîâîå óìíî-

æåíèå (1.20) ñîãëàñóåòñÿ ñî ñòðóêòóðîé ïðàâîãî Char(R,F )-ìîäóëÿ íà Pow(R,F )

è îáëàäàåò ñâîéñòâîì:

(I ch(M)) ∗Mk =Mk ∗ (I ch(M)) , ∀ ch(M) ∈ Char(R,F ) .

1.4 Òîæäåñòâî Ãàìèëüòîíà-Êýëè äëÿ êâàíòîâîé ìàòðè÷íîé

àëãåáðû

Â êëàññè÷åñêîì ìàòðè÷íîì àíàëèçå õîðîøî èçâåñòíà òåîðåìà Ãàìèëüòîíà-Êýëè,

êîòîðàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ëþáîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû M ñ ìàòðè÷íûìè ýëå-

ìåíòàìè èç ïîëÿ K, âûïîëíåíî òîæäåñòâî

∆(M) ≡ 0, (1.21)

ãäå ∆(x) = det(M − xI) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ìàòðèöû M . Åñëè ïîëå K

àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, òî êîýôôèöèåíòû ýòîãî ïîëèíîìà ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàð-

íûìè ñèììåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé M . Â äàëüíåéøåì äëÿ

ïðîñòîòû ìû ïîëàãàåì K ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C.

Â ðàáîòàõ [71, 79, 32, 47, 44] òåîðåìà Ãàìèëüòîíà-Êýëè áûëà ïîñëåäîâàòåëüíî

îáîáùåíà íà ñëó÷àé êâàíòîâûõ ìàòðè÷íûõ àëãåáð GL(m) òèïà. Âñÿêàÿ òàêàÿ àë-

ãåáðà ñòðîèòñÿ ïðè ïîìîùè òàê íàçûâàåìûõ R-ìàòðè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé àëãåáð

Ãåêêå GL(m) òèïà.

Â ñòàòüÿõ [59, 60] òîæäåñòâî Ãàìèëüòîíà-Êýëè áûëî íàéäåíî äëÿ ìàòðè÷íûõ

ñóïåðàëãåáð. Îäíèì èç ðåçóëüòàòîâ, ïðåäñòàâëÿåìûõ â äàííîé äèññåðòàöèè, ÿâëÿ-

åòñÿ îáîáùåíèå ýòîãî òîæäåñòâà íà ñëó÷àé êâàíòîâûõ ìàòðè÷íûõ ñóïåðàëãåáð.

Òåîðåìà 9 Ïóñòü M = ∥M j
i ∥Ni,j=1 � ìàòðèöà îáðàçóþùèõ êâàíòîâîé ìàòðè÷-

íîé àëãåáðû M(R,F ), çàäàâàåìîé ïî ïàðå ñîâìåñòèìûõ, ñòðîãî êîñîáðàòèìûõ

R-ìàòðèö R è F , ïðè÷åì R åñòü R-ìàòðèöà GL(m|n) òèïà (ñì. ðàçäåëû 1.1-1.3

è Ïðèëîæåíèå À). Â àëãåáðå M(R,F ) òîæäåñòâåííî âûïîëíÿåòñÿ ìàòðè÷íîå

ñîîòíîøåíèå
n+m∑
i=0

Mm+n−iCi ≡ 0 , (1.22)
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ãäå M ī åñòü i-ÿ ñòåïåíü êâàíòîâîé ìàòðèöû (ñì. îïðåäåëåíèå (1.18)), à êîýôôè-

öèåíòû Ci ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ôóíêöèé Øóðà (ñì. îïðåäåëåíèå

(1.12)).

Ôóíêöèè Øóðà, âõîäÿùèå â ôîðìóëó äëÿ êîýôôèöèåíòà Ci, ÿâëÿþòñÿ îäíî-

ðîäíûìè ïîëèíîìàìè ñòåïåíè (mn+ i) ïî ìàòðè÷íûì êîìïîíåíòàì M j
i . Òàêèì

îáðàçîì, ëþáîé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ëåâîé ÷àñòè òîæäåñòâà (1.22) ÿâëÿåòñÿ

îäíîðîäíûì ïîëèíîìîì ñòåïåíè (mn+m+ n) ïî M j
i .

Âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ci â òåðìèíàõ ôóíêöèé Øóðà ãðàôè÷åñêè

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Ci =

min{i,m}∑
k=max{0,(i−n)}

(−1)kq(2k−i)

n êëåòîê︷ ︸︸ ︷

(i − k) êëåòîê
︸ ︷︷ ︸

m


. . .

......
. . .

. . .

}
k

(1.23)

ãäå ïîä êàæäîé èç äèàãðàìì Þíãà ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ôóíê-

öèÿ Øóðà.

Â ñëó÷àå, åñëè F è R ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè ïåðåñòàíîâêè íà ñóïåðïðîñòðàí-

ñòâå òèïà (m|n), àëãåáðà M(R,F ) ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íîé ñóïåðàëãåáðîé. Ïðè ýòîì

òîæäåñòâî (1.22) èäåíòè÷íî èíâàðèàíòíûì ñîîòíîøåíèÿì Ãàìèëüòîíà-Êýëè, ïî-

ëó÷åííûì â [59, 60]. Îòìåòèì, ÷òî â ñóïåðñëó÷àå ëèíåéíûé ðàçìåð N ìàòðèöû

M ñâÿçàí ñ ïàðàìåòðàìè m è n ñîîòíîøåíèåì N = m + n. Êàê ïîêàçàíî â [23], â

êâàíòîâîì ñëó÷àå ýòî ñîîòíîøåíèå âîîáùå ãîâîðÿ íå âûïîëíÿåòñÿ. Íàøå äîêàçà-

òåëüñòâî òîæäåñòâà (1.22) íå òðåáóåò íàëè÷èÿ òàêîé ñâÿçè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì ïàðó íàòóðàëüíûõ ÷èñåëm ≥ 1, n ≥ 1, è îáîçíà÷èì

A := (m+ 1)(n+ 1).

Ââåäåì ñïåöèàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ðàçáèåíèé ñëåäóþùèõ òèïîâ

Λ(r, s) :=
(
(n+ 1)r, n(m−r), s

)
, r = 0, . . . ,m, s = 0, . . . , n, (1.24)

Λ+(r, s) :=
(
n+ 2, (n+ 1)(r−1), n(m−r), s

)
, r = 1, . . . ,m, s = 0, . . . , n, (1.25)

Λ+(r, s) :=
(
(n+ 1)r, n(m−r), s, 1

)
, r = 0, . . . ,m, s = 1, . . . , n. (1.26)
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Íèæå èçîáðàæåíû ñîîòâåòñòâóþùèå òàêèì ðàçáèåíèÿì äèàãðàììû Þíãà

n êëåòîê n êëåòîê
n êëåòîê︷ ︸︸ ︷ ︷ ︸︸ ︷ ︷ ︸︸ ︷

s êëåòîê s êëåòîê
(s − 1)︸ ︷︷ ︸ ︸ ︷︷ ︸ ︸︷︷︸

Λ(r, s) =
m


. . .

...
...

. . .

. . .

}
r

Λ+(r, s) =
m


. . .

...
...

. . .

. . .

}(r − 1)

Λ+(r, s) =

m


. . .

...
...

. . .

. . .

.

}
r

Ñèìâîëîì E
Λ(r,s)
row , s ≥ 1, (ñîîòâåòñòâåííî, EΛ(r,s)

col , r ≥ 1, EΛ+(r,s), EΛ+(r,s)) îáî-

çíà÷èì îäíó èç äèàãîíàëüíûõ ìàòðè÷íûõ åäèíèö, îòâå÷àþùèõ ñòàíäàðòíîé òàá-

ëèöå ôîðìû Λ(r, s) (ñîîòâ., Λ(r, s), Λ+(r, s), Λ+(r, s)) è ñîäåðæàùèõ ñòàíäàðòíóþ

òàáëèöó ôîðìû Λ(r, s − 1) (ñîîòâ., Λ(r − 1, s), Λ(r, s), Λ(r, s)). Èíûìè ñëîâàìè,

â äèàãîíàëüíûõ ìàòðè÷íûõ åäèíèöàõ EΛ(r,s)
row , EΛ(r,s)

col , EΛ+(r,s) è EΛ+(r,s) ôèêñèðî-

âàíî ðàñïîëîæåíèå êëåòêè ñ íàèáîëüøèì íîìåðîì S (S ðàâíî, ñîîòâåòñòâåííî,

mn+ r+ s, mn+ r+ s, mn+ r+ s+1 è mn+ r+ s+1), êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñóíêå

EΛ(r,s)
row =

...
. . .

. . . S

E
Λ(r,s)
col =

...
. . . S

. . .

EΛ+(r,s)=

S

. . .
...

. . .

EΛ+(r,s)=

.... . .

. . .

S

.

(1.27)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî äàëüíåéøèå âûêëàäêè íå áóäóò çàâèñåòü îò âûáîðà íóìåðàöèè

îñòàëüíûõ êëåòîê â ìàòðè÷íûõ åäèíèöàõ (1.27).

Íàêîíåö, ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñëåäóþùèõ ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâàMatN(M(R,F ))

Prow(r, s) := Tr
R(2 . . . A)

(
M2 . . .MA ρR(E

Λ(r,s)
row )RtRt−1 . . . R1

)
, (1.28)

Pcol(r, s) := Tr
R(2 . . . A)

(
M2 . . .MA ρR(E

Λ(r,s)
col )RtRt−1 . . . R1

)
, (1.29)

P+(r, s) := Tr
R(2 . . . A)

(
M2 . . .MA ρR(E

Λ+(r,s))Rt−1Rt−2 . . . R1

)
, (1.30)

P+(r, s) := Tr
R(2 . . . A)

(
M2 . . .MA ρR(E

Λ+(r,s))Rt−1Rt−2 . . . R1

)
, (1.31)

ãäå t := (m− r)+ (n− s)+ 1. Ðàññìîòðèì ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ýòèõ ìàòðèö âèäà

Φi :=

min{i−1,m}∑
k=max{0,i−n}

(−1)k (i− k)q(m+ n− i+ k + 2)q
(m+ n− i+ 2)q

Prow(k, i− k)

−
min{i,m}∑

k=max{1,i−n}

(−1)k kq(m+ n− k + 2)q
(m+ n− i+ 2)q

Pcol(k, i− k) , (1.32)
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ãäå èíäåêñ i ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ îò 1 äî (m+n). Íàøåé áëèæàéøåé çàäà÷åé ÿâëÿ-

åòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñîîòíîøåíèé

Φi+1−Φi = ϕ(Mm+n−i)

min{i,m}∑
k=max{0,i−n}

(−1)k q2k−i sΛ(k,i−k)(M) , i = 1, 2, . . . ,m+n− 1.

(1.33)

Ñ ýòîé öåëüþ ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå äëÿ Φi ê âèäó

Φi =
min{i−1,m}∑

k=max{0,i−n}
(−1)k (i−k)q(m+n−i+k+2)q

(m+n−i+2)q

{
q(m+n+k−i+2)

(m+n+k−i+2)q
P+(k, i− k)

− q−(i−k)

(i−k)q
P+(k, i− k) + qProw(k, i− k + 1) + q(m+n−i+1)

(m+n−i+1)q
Pcol(k + 1, i− k)

}
−

min{i,m}∑
k=max{1,i−n}

(−1)k kq(m+n−k+2)q
(m+n−i+2)q

{
qk

kq
P+(k, i− k)− q−(m+n−k+2)

(m+n−k+2)q
P+(k, i− k)

− q−(m+n−i+1)

(m+n−i+1)q
Prow(k, i− k + 1)− q−1Pcol(k + 1, i− k)

}
. (1.34)

Çäåñü ìû äîîïðåäåëèëè çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ (1.28)-(1.31) íà ãðàíèöàõ îáëàñòåé èç-

ìåíåíèÿ èõ èíäåêñîâ, òî åñòü â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà èñïîëüçóåìûå ïðè èõ ïîñòðîåíèè

ìàòðè÷íûå åäèíèöû íå îïðåäåëåíû:

Prow(k, n+ 1) = Pcol(m+ 1, k) = P+(k, 0) = P+(0, k) = 0, k = 0, 1, . . . .

Ïðè âûâîäå âûðàæåíèé (1.34) ìû ïðèìåíèëè ôîðìóëû (A.21) ê ìàòðè÷íûì åäè-

íèöàì (1.27)

E
Λ(r,s)
row/col = EΛ(r,s+1)

row + E
Λ(r+1,s)
col + EΛ+(r,s) + EΛ+(r,s) , (1.35)

è, çàòåì, ôîðìóëû (A.14) â âèäå

ρR(E
λ
α)Rk = ω−1(ℓk) ρR(E

λ
α,πk(α)

) − q−ℓk

(ℓk)q
ρR(E

λ
α) , ãäå λ ⊢ (k + 1) è ℓk ≡ ℓk{λα}

(1.36)

äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ÷ëåíîâ ρR(E
Λ(r,s)
row/col)Rt â âûðàæåíèÿõ äëÿ Prow/col(k, i−k). Ïðè

ýòîì, ïðîâîäÿ âûêëàäêó àíàëîãè÷íóþ (1.15), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ÷ëåí ñ íåäèà-

ãîíàëüíîé ìàòðè÷íîé åäèíèöåé â ïðàâîé ÷àñòè (1.36) íå äàåò âêëàäà â âûðàæåíèå

(1.34).

Îòìåòèì, ÷òî âûðàæåíèÿ (1.35) äëÿ EΛ(r,s)
row è EΛ(r,s)

col ôîðìàëüíî íå îòëè÷àþòñÿ,

ïîòîìó ÷òî èñïîëüçóåìûå íàìè îáîçíà÷åíèÿ (1.27) ðàçëè÷àþò ëèøü ïîçèöèþ íàè-

áîëüøåãî èç çàïîëíÿþùèõ òàáëèöó Þíãà ÷èñåë. Íàäî èìåòü â âèäó, ÷òî ñòîÿùèå
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â ïðàâîé ÷àñòè (1.35) ìàòðè÷íûå åäèíèöû äëÿ ñëó÷àåâ EΛ(r,s)
row è EΛ(r,s)

col îòëè÷àþòñÿ

ïîçèöèåé ÷èñëà íà åäèíèöó ìåíüøåãî, ÷åì íàèáîëüøåå. Ýòî îòëè÷èå ïðîÿâëÿåòñÿ

ïðè ïðèìåíåíèè (1.36).

Íà ñëåäóþùåì øàãå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìû ïðèâåäåì ïîäîáíûå ÷ëåíû â (1.34):

Φi = −
min{i,m}∑

k=max{0,i−n}
(−1)k q2k−i {P+(k, i− k) + P+(k, i− k)}

+
min{i,m}∑

k=max{0,i+1−n}

(−1)k

(m+n−i+2)q

{
q−(m+n−i+1) kq(m+n−k+2)q

(m+n−i+1)q

+ q (i− k)q(m+ n− i+ k + 2)q

}
Prow(k, i− k + 1)

+
min{i,m−1}∑

k=max{0,i−n}

(−1)k

(m+n−i+2)q

{
q(m+n−i+1) (i−k)q(m+n−i+k+2)q

(m+n−i+1)q

+ q−1kq(m+ n− k + 2)q

}
Pcol(k + 1, i− k). (1.37)

Çäåñü äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòà ïðè P+(·, ·) è P+(·, ·) óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
ñîîòíîøåíèåì

qxyq + q−yxq = (x+ y)q, x, y ∈ ZZ. (1.38)

Äàëåå, ìû ïðåîáðàçóåì ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (1.37), âîñïîëüçîâàâ-

øèñü âûêëàäêîé

P+(k, i− k) + P+(k, i− k) + Prow(k, i− k + 1) + Pcol(k + 1, i− k)

= Tr
R(2 . . . A)

(
M2 . . .MA ρR(E

Λ(r,s)
α )Rm+n−i . . . R1

)
(1.39)

= Tr
R(2 . . . (m+ n− i+ 1))

(
M2 . . .Mm+n−i+1Rm+n−i . . . R1

)
sΛ(k,i−k)(M)

= ϕ(Mm+n−i) sΛ(k,i−k)(M) . (1.40)

Ïðè ïðîâåäåíèè ýòîé âûêëàäêè ñíà÷àëà áûëî èñïîëüçîâàíî ñîîòíîøåíèå (1.35).

Ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ � (1.39) � îêàçàëñÿ íå çàâèñÿùèì îò âûáîðà èíäåêñà

α ìàòðè÷íîé åäèíèöû è áûë çàòåì ðàçáèò íà äâà ñîìíîæèòåëÿ ñ ïðèìåíåíèåì

ôîðìóëû (1.10). Íàêîíåö, ïåðâûé èç ñîìíîæèòåëåé áûë ïðåîáðàçîâàí òåì æå ñïî-

ñîáîì, êàêèì ôîðìóëû (1.19) äëÿ ìàòðè÷íûõ ñòåïåíåé âûâîäÿòñÿ èç îïðåäåëåíèÿ

(1.18).
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Ïîäñòàâëÿÿ (1.40) â (1.37), ïîëó÷àåì

Φi = − ϕ(Mm+n−i)

min{i,m}∑
k=max{0,i−n}

(−1)kq2k−i sΛ(k,i−k)(M)

+

min{i,m}∑
k=max{0,i+1−n}

(−1)k (i+ 1− k)q(m+ n− i+ k + 1)q
(m+ n− i+ 1)q

Prow(k, i+ 1− k)

+

min{i,m−1}∑
k=max{0,i−n}

(−1)k (k + 1)q(m+ n− k + 1)q
(m+ n− i+ 1)q

Pcol(k + 1, i− k) . (1.41)

Çäåñü äëÿ óïðîùåíèè êîýôôèöèåíòîâ ïðè Prow(·, ·) è Pcol(·, ·) óäîáíî ïðèìåíèòü

ôîðìóëó

q−x (x+y+1)qzq
xq

+ q yq(x+ z + 1)q + qz−y (x+ 1)q = (x+1)q(y+1)q(x+z)q
xq

, (1.42)

êîòîðàÿ ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì (1.38).

Íàêîíåö, çàìåíÿÿ â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì (1.41) èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ k → k+1,

ìû ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî ôîðìóëó (1.33).

Íàì îñòàåòñÿ ïîñòðîèòü àíàëîãè ñîîòíîøåíèé (1.33) äëÿ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé

èíäåêñà i = 0 è i = m+ n.

Â ñëó÷àå i = 0 èìååì:

Φ1 = Prow(1, 0) + Pcol(0, 1) = ϕ(Mm+n) sΛ(0,0)(M) , (1.43)

÷òî ñîâïàäàåò ïî âèäó ñ (1.33), åñëè ïîëîæèòü Φ0 = 0.

Â ñëó÷àå i = m + n ïðåîáðàçîâàíèå âåëè÷èíû Φm+n ïðîèçâîäèòñÿ òàê æå, êàê

è ïðè âûâîäå ñîîòíîøåíèé (1.33). Îñîáåííîñòü äàííîãî ñëó÷àÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî,

âî-ïåðâûõ, ïðè ïðîâåäåíèè âûêëàäîê âîçíèêàåò äîïîëíèòåëüíûé ÷ëåí, ñâÿçàííûé

ñ äèàãðàììîé Þíãà ((n+ 1)m+1), è âî-âòîðûõ, Φm+n+1 = 0. Ïðîâîäÿ âû÷èñëåíèÿ,

ïîëó÷àåì

Φm+n = (−1)m+1qm−n IdV sΛ(m,n)(M)

+ (−1)m (m+ 1)q(n+ 1)qTrR(2 . . . A)

{
M2 . . .MA ρR

(
E

((n+1)m+1)
m+1

)}
,(1.44)

÷òî òàêæå ñîâïàäàåò ïî âèäó ñ (1.33), ïðè óñëîâèè ÷òî ρR
(
E

((n+1)m+1)
m+1

)
= 0, òî

åñòü â GL(m|n) ñëó÷àå.
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Ñóììèðóÿ ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè âñåõ ñîîòíîøåíèé (1.33) è (1.43) è âû÷èòàÿ

ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (1.44), à çàòåì ïðèìåíèâ ê ðåçóëüòàòó îòîá-

ðàæåíèå ϕ−1 (ñì. (A.36), (A.37)), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò

n+m∑
i=0

Mm+n−i

min{i,m}∑
k=max{0,i−n}

(−1)k q2k−i sΛ(k,i−k)(M) ≡ 0 , (1.45)

÷òî è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîêàçûâàåìîå òîæäåñòâî (1.22), åñëè ó÷åñòü ÿâíûé âèä

êîýôôèöèåíòîâ, ãðàôè÷åñêè ïðåäñòàâëåííûõ â (1.23).

Çàìå÷àíèå 10 Îòìåòèì íåêîòîðûå îñîáåííîñòè òîæäåñòâà Ãàìèëüòîíà-Êýëè äëÿ

êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ êâàíòîâûõ ìàòðè÷íûõ àëãåáð, ïðèâåäåííûõ â ðàçäåëå 1.1.

Ìàòðèöà T ãåíåðàòîðîâ àëãåáðû M(R,P ) (ñì. (1.5)) â ñëó÷àå, åñëè R � R-

ìàòðèöà GL(m) òèïà (â òîì ÷èñëå è äëÿ R-ìàòðèöû Äðèíôåëüäà-Äæèìáî), óäî-

âëåòâîðÿåò ïîëèíîìèàëüíîìó òîæäåñòâó Ãàìèëüòîíà-Êýëè m-ãî ïîðÿäêà (ñì. [47,

45]), êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî ïðîïîðöèîíàëüíû ôóíêöèÿì Øóðà s(1k)(T ), 0 ≤ k ≤
m. Â êëàññè÷åñêîì ïðåäåëå q → 1 R-ìàòðèöà Äðèíôåëüäà-Äæèìáî ïåðåõîäèò â

ìàòðèöó ïåðåñòàíîâêè limq→1R = P , è àëãåáðà (1.5) ñòàíîâèòñÿ êîììóòàòèâíîé

ìàòðè÷íîé àëãåáðîéM(P, P ). Ñîîòâåòñòâóþùåå òîæäåñòâî Ãàìèëüòîíà-Êýëè ñîâ-

ïàäàåò ñ òîæäåñòâîì (1.21) è, â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèè Øóðà s(1k)(T ) ñòàíîâÿòñÿ

ýëåìåíòàðíûìè ñèììåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû T .

Âàæíîé îñîáåííîñòüþ àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé M(R,R) (1.6) ÿâëÿåòñÿ

òîò ôàêò, ÷òî åå õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäàëãåáðà Char(R,R) ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëü-

íîé âM(R,R). Òîæäåñòâî Ãàìèëüòîíà-Êýëè äëÿ àëãåáðûM(R,R) ñ R-ìàòðèöåé

Äðèíôåëüäà-Äæèìáî áûëî ïîëó÷åíî â [71, 79] è îáîáùåíî íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé

R-ìàòðèöû GL(m) òèïà â [32]. Äëÿ ñäâèíóòîãî áàçèñà (1.7) ñîîòâåòñòâóþùåå òîæ-

äåñòâî áûëî ïîëó÷åíî â [38]. Ïðåäåë q → 1 äëÿ R-ìàòðèöû Äðèíôåëüäà-Äæèìáî

ïåðåâîäèò (1.7) â êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ãåíåðàòîðîâ óíèâåðñàëüíîé

îáåðòûâàþùåé àëãåáðû U(glN), à òîæäåñòâî Ãàìèëüòîíà-Êýëè ïåðåõîäèò â õîðî-

øî èçâåñòíîå òîæäåñòâî äëÿ ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç ãåíåðàòîðîâ U(glN) (ñì.,

íàïðèìåð, [31]).

1.5 Ñòðóêòóðà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîäàëãåáðû

Â äàííîì ðàçäåëå óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðàâèëî Ëèòòëâóäà-Ðè÷àðäñîíà äëÿ ïðîèçâå-

äåíèé êâàíòîâûõ ôóíêöèé Øóðà sλ(M), à òàêæå ïðèâîäÿòñÿ âàæíûå áèëèíåéíûå
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ñîîòíîøåíèÿ, îáîáùàþùèå ñîîòíîøåíèÿ À.Êèðèëëîâà [53]. Êðîìå òîãî, ââîäèòñÿ

ñïåêòðàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé Øóðà, êîòîðàÿ ïîçâîëÿ-

åò çàïèñàòü òîæäåñòâî Ãàìèëüòîíà-Êýëè â ôàêòîðèçîâàííîì âèäå. Ýòî ïîçâîëÿåò

èíòåðïðåòèðîâàòü ñïåêòðàëüíûå êîìïîíåíòû êàê ÷åòíûå è íå÷åòíûå (â ñìûñëå Z2

ãðàäóèðîâêè) ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êâàíòîâîé ìàòðèöû.

1.5.1 Ïðàâèëî Ëèòòëâóäà-Ðè÷àðäñîíà

Ðàññìîòðèì ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî Λ ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé îò ñ÷åòíîãî ÷èñëà

ïåðåìåííûõ. Êàê èçâåñòíî, Z-áàçèñ êîëüöà Λ îáðàçîâàí ñèììåòðè÷åñêèìè ôóíê-

öèÿìè Øóðà sλ, λ ⊢ n, äëÿ âñåõ n ≥ 0 (ìû ïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèÿìè è îáîçíà÷å-

íèÿìè ðàçäåëîâ 1.2 è 1.3 ìîíîãðàôèè [65]).

Ðàññìîòðèì àääèòèâíîå îòîáðàæåíèå êîëüöà Λ â õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ïîäàë-

ãåáðó êâàíòîâîé ìàòðè÷íîé àëãåáðûM(R,F ) ãåêêåâñêîãî òèïà:

Λ ∋ sλ 7→ sλ(M) ∈ Char(R,F ) ⊂M(R,F ) (Ãåêêåâñêèé òèï) . (1.46)

Âàæíûé ðåçóëüòàò ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ñèòóàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ (êîãäà âûïîë-

íåíî (A.5) äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ k) ýòî àääèòèâíîå îòîáðàæåíèå ïðîäîëæàåòñÿ

äî ãîìîìîðôèçìà êîëåö.

Òåîðåìà 11 ([34]) Ðàññìîòðèì êâàíòîâóþ ìàòðè÷íóþ àëãåáðó M(R,F ) Ãåê-

êåâñêîãî òèïà, ãåíåðàòîðàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòû ìàòðèöûM . Ïóñòü

ïàðàìåòð q óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ

kq =
qk − q−k

q − q−1
̸= 0, ∀ k ∈ N.

Òîãäà óìíîæåíèå ýëåìåíòîâ (1.12) õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîäàëãåáðû Char(R,F )

ïîä÷èíÿåòñÿ ñëåäóþùåìó ïðàâèëó

sλ(M)sµ(M) =
∑

ν⊢(k+n)

c ν
λµsν(M), (1.47)

ãäå λ ⊢ n è µ ⊢ k åñòü ïðîèçâîëüíûå ðàçáèåíèÿ, sλ(M), sµ(M) ∈ Char(R,F )

ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè Øóðà, à êîíñòàíòû c ν
λµ ñîâïàäàþò ñ êîýôôèöèåíòàìè

Ëèòòëâóäà-Ðè÷àðäñîíà ([65], ðàçäåë 1.9).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â òåêñòå äîêàçàòåëüñòâà ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿ-

ìè ñòàòüè [33]. Ññûëêè íà ðåçóëüòàòû ýòîé ðàáîòû áóäóò äàâàòüñÿ â ñîêðàùåííîì
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âèäå, íàïðèìåð, ñèìâîë (I-3.21) îçíà÷àåò ññûëêó íà ôîðìóëó (21) ðàçäåëà 3 ñòàòüè

[33].

Ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû (1.47) â ñëó÷àå m = 0 èëè k = 0 î÷åâèäíà,

ìû áóäåì ïîëàãàòü m ≥ 1 è k ≥ 1.

Äîêàæåì âíà÷àëå ñîîòíîøåíèå (1.47) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ðàçáèåíèå µ = (1k)

ïðåäñòàâëåíî äèàãðàììîé ñ îäíèì ñòîëáöîì. Â ýòîé ñèòóàöèè îáùàÿ ôîðìóëà

(1.47) ïðåîáðàçóåòñÿ ê ñëåäóþùåìó âèäó

sλ(M)s(1k)(M) =
∑
ν⊃λ

ν⊢(k+n)

′

sν(M). (1.48)

Ñèìâîë ⊃ îáîçíà÷àåò îòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå ñòàíäàðòíûõ òàáëèö

Þíãà (ñì. ðàçäåë I.2.1), à â ñóììèðîâàíèè
∑′ ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî òå äèàãðàì-

ìû ν, äëÿ êîòîðûõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííàÿ ðàçíîñòü ñ äèàãðàììîé λ ÿâëÿåòñÿ

ïîëîñîé (òåðìèíîëîãèÿ ðàçäåëà 1.1 ìîíîãðàôèè [65]).

Ïðèìèòèâíûå èäåìïîòåíòû E(1k) àëãåáðû Ãåêêå, îòâå÷àþùèå îäíîñòîëáöîâûì

äèàãðàììàì (1k), k = 2, 3, . . . , ñòðîÿòñÿ ïîñðåäñòâîì õîðîøî èçâåñòíûõ èòåðàòèâ-

íûõ ñîîòíîøåíèé (ñì., íàïðèìåð, ëåììó 7.2 ðàáîòû [94] èëè ðàçäåë 2.3 ðàáîòû

[32])

E(1) = 1, E(1k) =
(k − 1)q
kq

E(1k−1)
( qk−1

(k − 1)q
1 − σk−1

)
E(1k−1). (1.49)

Çäåñü ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ ðàçäåëà I.2.2: {σi}p−1
i=1 � íàáîð ãåíåðàòîðîâ àë-

ãåáðû Ãåêêå Hp(q) (ñì. ôîðìóëû (I.2.2)-(I.2.4)), èõ îáðàçàìè â R-ìàòðè÷íûõ ïðåä-

ñòàâëåíèÿõ ÿâëÿþòñÿ R-ìàòðèöû: ρR(σi) = Ri.

Ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèÿìè (1.49), âûïîëíèì ïîñëåäîâàòåëüíî ñëåäóþùèå òîæ-

äåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

sλ(M)s(1k)(M) = Tr
R(1 . . . n+ k)

[
ρR(E

λ
α) ρR(E

(1k)↑n)M1 . . .Mn+k

]
=

(k − 1)q
kq

Tr
R(1 . . . n+ k)

[
ρR(E

λ
α E

(1k−1)↑n)
( qk−1

(k − 1)q
I −Rn+k−1

)
ρR(E

(1k−1)↑n)M1 . . .Mn+k

]
=

(k − 1)q
kq

Tr
R(1 . . . n+ k)

[
ρR(E

λ
α E

(1k−1)↑n)
( qk−1

(k − 1)q
I −Rn+k−1

)
M1 . . .Mn+k

]
= . . .

=
1

kq
Tr

R(1 . . . n+ k)

[
ρR(E

λ
α)
(
qI −Rn+1

)
. . .
( qk−1

(k − 1)q
I −Rn+k−1

)
M1 . . .Mn+k

]
. (1.50)
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Â ïåðâîé ñòðîêå ïðåîáðàçîâàíèé ìû âîñïîëüçîâàëèñü îïðåäåëåíèåì ôóíêöèé Øó-

ðà (1.12) è ñâîéñòâîì (I.3.19) äëÿ s(1k)(M) (îáîçíà÷åíèå Eµ↑n
β îáúÿñíÿåòñÿ â ëåì-

ìå I.6). Íàïîìíèì, ÷òî ïðåîáðàçóåìîå âûðàæåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà çíà÷åíèÿ

èíäåêñà α, íóìåðóþùåãî ïðèìèòèâíûå èäåìïîòåíòû Eλ
α ∈ Hn(q). Âî âòîðîé ñòðî-

êå èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà (1.49) (íàïîìíèì, ÷òî Ri = ρR(σi)). Â òðåòüåé ñòðîêå

ïðåîáðàçîâàíèé ñîìíîæèòåëü ρR(E(1k−1)↑n) ïåðåñòàâëÿåòñÿ ñ öåïî÷êîé ïðîèçâåäå-

íèé ìàòðèö M íà îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèé (1.4), çàòåì ïðèìåíÿåòñÿ öèêëè÷åñêîå

ñâîéñòâî R-ñëåäà, ÷òîáû ïåðåìåñòèòü ρR(E(1k−1)↑n) â êðàéíåå ëåâîå ïîëîæåíèå è,

íàêîíåö, ó÷èòûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîñòü èäåìïîòåíòîâ E(1k−1)↑n è Eλ
α. Ïîâòîðèâ

îïèñàííûå îïåðàöèè (k − 1) ðàç, ìû ïîëó÷èì â èòîãå âûðàæåíèå, ïðèâåäåííîå â

ïîñëåäíåé ñòðîêå.

Äëÿ óäîáñòâà ïîñëåäóþùèõ ññûëîê ââåäåì ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ âû-

ðàæåíèÿ, ñòîÿùåãî â ôîðìóëå (1.50) ïîä çíàêîì R-ñëåäà

Q(R) := ρR(E
λ
α)Xn+1 , (1.51)

ãäå
Xi :=

( qi−n

(i− n)q
I −Ri

)( qi−n+1

(i− n+ 1)q
I −Ri+1

)
. . .
( qk−1

(k − 1)q
I −Rn+k−1

)
.(1.52)

Çàìåòèì, ÷òî âñëåäñòâèå ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé (1.4) è öèêëè÷åñêîãî ñâîé-

ñòâà R-ñëåäà, ìîæíî ñîâåðøàòü öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè ñîìíîæèòåëåé â Q(R),

íå èçìåíÿÿ çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ (1.50). Âîñïîëüçóåìñÿ òàêîé öèêëè÷åñêîé èíâà-

ðèàíòíîñòüþ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Q(R) ê ïîäõîäÿùåìó âèäó.

Ñòðàòåãèÿ ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Êàê èçâåñòíî, ëþ-

áîé èäåìïîòåíò àëãåáðû Ãåêêå Eλ
α ∈ Hn(q) (λ ⊢ n) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

ñëåäóþùåé ñóììû èäåìïîòåíòîâ Eν
β ∈ Hn+i(q) (ν ⊢ (n + i), i ≥ 1) (ñì. ôîðìóëó

(I.2.21))

Eλ
α =

∑
ν⊃λ

ν⊢(n+i)

∑
β:

β⊃α

Eν
β . (1.53)

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïîâûøàÿ çíà÷åíèå i â ðàçëîæåíèè (1.53) îò 2 äî k, ìû ñìîæåì

âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ ìíîæèòåëåé
(
qi−1/(i − 1)qI − Rn+i−1

)
, âõîäÿùèõ â Q(R), íà

èäåìïîòåíòàõ ρR(Eν
β) â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì

ρR(E
ν
β)
( qi−1

(i− 1)q
I −Rn+i−1

)
�
=

(ℓn+i−1 + i − 1)q
(i− 1)q (ℓn+i−1)q

ρR(E
ν
β). (1.54)

Çäåñü ñèìâîë �
�
=� îçíà÷àåò ðàâåíñòâî ïî ìîäóëþ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè ñîìíî-

æèòåëåé; ℓj := c(j)− c(j + 1) îáîçíà÷àåò ðàçíîñòü ñîäåðæàíèé êëåòîê ñ íîìåðàìè
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j è (j + 1) â ñòàíäàðòíîé òàáëèöå
{
ν

β

}
(ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëåíèÿ ïðèâåäåíû

â ðàçäåëå I.2.1).

Ïðèâåäåííîå âûøå ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ ìíîæèòåëåé ñ R-ìàòðèöàìè îáîñíî-

âûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàìåòèì, ÷òî â àëãåáðå Hn+i(q) (ñì. (I.2.16)) ñïðà-

âåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

Eν
β σj ≡ Eν

β

(
σj +

q−ℓj

(ℓj)q
1
)
− q−ℓj

(ℓj)q
Eν

β =
(ℓj + 1)q
(ℓj)q

Eν
β πj(β)

− q−ℓj

(ℓj)q
Eν

β , 1 ≤ j ≤ n+ i−1.

(1.55)

Ñèìâîë Eν
β πj(β)

îáîçíà÷àåò âíåäèàãîíàëüíóþ ìàòðè÷íóþ åäèíèöó, êîòîðàÿ íóìå-

ðóåòñÿ ïàðîé ñòàíäàðòíûõ òàáëèö Þíãà
{
ν

β

}
è

{
ν

πj(β)

}
, ïðè÷åì òàáëèöà

{
ν

πj(β)

}

ïîëó÷àåòñÿ èç
{
ν

β

}
ïåðåñòàíîâêîé πj êëåòîê ñ íîìåðàìè j è (j + 1). Åñëè òàá-

ëèöà
{

ν

πj(β)

}
îêàçûâàåòñÿ íåñòàíäàðòíîé, òî ñëàãàåìîå ñ Eν

β πj(β)
â ôîðìóëå (1.55)

îòñóòñòâóåò.

Ïðåîáðàçóåì òåïåðü ïðîèçâåäåíèå ρR(Eν
β)Rn+i−1 = ρR(E

ν
βσn+i−1), ñòîÿùåå â ëå-

âîé ÷àñòè ôîðìóëû (1.54), ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (1.55) è çàìåòèì, ÷òî âñëåä-

ñòâèå öèêëè÷åñêîé èíâàðèàíòíîñòè âêëàä âíåäèàãîíàëüíûõ ìàòðè÷íûõ åäèíèö

ρR(E
ν
β πj(β)

) â âûðàæåíèå Q(R) ðàâåí íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî

ρR(E
ν
β πj(β)

)Xn+i = ρR(E
ν′

β′Eν
β πj(β)

)Xn+i
�
= ρR(E

ν
β πj(β)

)Xn+i ρR(E
ν′

β′)

= ρR(E
ν
β πj(β)

Eν′

β′)Xn+i = 0, (1.56)

ãäå ñòàíäàðòíàÿ òàáëèöà
{
ν′

β′

}
, êîòîðîé îòâå÷àåò èäåìïîòåíò Eν′

β′ , ïîëó÷àåòñÿ èç

òàáëèöû
{
ν

β

}
óäàëåíèåì êëåòêè ñ íîìåðîì (n+ i). Ïåðâîå è ïîñëåäíåå ðàâåíñòâà â

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåîáðàçîâàíèé (1.56) ñëåäóþò èç (1.53) è òàáëèöû óìíîæåíèÿ

ìàòðè÷íûõ åäèíèö (I.2.7). Âî âòîðîì ðàâåíñòâå ñäåëàíà öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà

ñîìíîæèòåëåé, êîòîðàÿ äîïóñòèìà â âûðàæåíèè Q(R). Êðîìå òîãî, ìíîæèòåëè

ρR(E
ν′

β′) è Xn+i ïîñòðîåíû èç âçàèìíî êîììóòèðóþùèõ R-ìàòðèö, îòêóäà ñëåäóåò

òðåòüå ðàâåíñòâî â (1.56).

Íàêîíåö, ïåðåìíîæàÿ âñå êîýôôèöèåíòû ïðè äèàãîíàëüíîé ìàòðè÷íîé åäèíè-

öå ρR(Eν
β) â âûðàæåíèè Q(R), ìû ïîëó÷èì ïðàâóþ ÷àñòü ôîðìóëû (1.54).

Èòàê, ïðèñòóïèì ê ïðåîáðàçîâàíèþ Q(R). Ïîëàãàÿ â ðàçëîæåíèè (1.53) i = 2,

èìååì

Q(R) =
∑
ν⊃λ

ν⊢(n+2)

∑
β:

β⊃α

ρR(E
ν
β)
(
qI −Rn+1

)
Xn+2. (1.57)
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Äëÿ ïîñëåäóþùèõ âû÷èñëåíèé íåîáõîäèìî ÿâíî óêàçàòü ñïîñîá íóìåðàöèè òàá-

ëèö Þíãà. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òàáëèöû
{
λ

α

}
, λ ⊢ n, ââåäåì ìóëüòèèíäåêñ α :=

{a1, a2, . . . an} â âèäå óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ai :=

{xi, yi}, ãäå xi è yi ÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, íîìåðàìè ñòîëáöà è ñòðîêè, â êîòî-
ðûõ ñîäåðæèòñÿ êëåòêà ñ ÷èñëîì i. Íàïîìíèì, ÷òî ñîäåðæàíèå i-é êëåòêè îïðåäå-

ëÿåòñÿ êàê ðàçíîñòü c(i) = xi − yi (ñì. ðàçäåë I.2.1).
Â ôîðìóëå (1.57) ïðè ñóììèðîâàíèè ïî ìóëüòèèíäåêñó β èçìåíÿþòñÿ òîëüêî

ïîñëåäíèå äâå åãî êîìïîíåíòû, êîòîðûå ìû äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì a è b, òî

åñòü, β = {. . . , a, b}. Äëÿ çíà÷åíèé, êîòîðûå ìîãóò ïðèíèìàòü êîìïîíåíòû a è b â

ñóììèðîâàíèè (1.57), èìåþòñÿ ñëåäóþùèå òðè âîçìîæíîñòè.

i) a = {x, y}, b = {x + 1, y}. Â ýòîì ñëó÷àå ℓn+1 = c(n + 1) − c(n + 2) = −1.
Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ïðàâèëà (1.54) âêëàä ñîîòâåòñòâóþùèõ òàáëèöÞíãà âQ(R)

ðàâåí íóëþ.

ii) a = {x, y}, b = {x, y + 1}. Â ýòîì ñëó÷àå ℓn+1 = c(n+ 1)− c(n+ 2) = 1 è âêëàä

òàêèõ òàáëèö â âûðàæåíèå (1.57) ðàâåí

2q ρR(E
ν
{...,a,b})Xn+2. (1.58)

iii) a = {x, y}, b = {x̄, ȳ}, ïðè÷åì x ̸= x̄ è y ̸= ȳ. Â äàííîì ñëó÷àå èìååòñÿ ïàðà

ñòàíäàðòíûõ òàáëèö îäèíàêîâîé ôîðìû, íóìåðóåìûõ èíäåêñàìè β = {. . . a, b} è
πn+1(β) = {. . . b, a}. Îáúåäèíÿÿ âêëàäû òàêèõ òàáëèö è ó÷èòûâàÿ (1.54), ïîëó÷àåì

ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò(
ρR(E

ν
{...,a,b})

(ℓn+1 + 1)q
(ℓn+1)q

+ ρR(E
ν
{...,b,a})

(ℓn+1 − 1)q
(ℓn+1)q

)
Xn+2. (1.59)

Òàê êàê ñëàãàåìîå (1.58) òàêæå ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå (1.59) ñ ℓn+1 = 1, òî

ñóììà (1.57) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

Q(R)
�
=
∑
ν⊃λ

ν⊢(n+2)
(a,b)

′(
ρR(E

ν
{...,a,b})

(ℓn+1 + 1)q
(ℓn+1)q

+ ρR(E
ν
{...,b,a})

(ℓn+1 − 1)q
(ℓn+1)q

)
Xn+2 , (1.60)

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî äèàãðàììàì ν ⊢ (n+ 2) ðàçëè÷íîé ôîðìû, êîòîðûå

ïåðå÷èñëÿþòñÿ íåóïîðÿäî÷åííûìè ïàðàìè (a, b), a = {x, y} è b = {x̄, ȳ}. Êðîìå òî-
ãî, èìååòñÿ äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå y ̸= ȳ, êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî â äèàãðàììå

ν êëåòêè ñ íîìåðàìè (n + 1) è (n + 2) íå ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ â îäíîé è òîé æå

ñòðîêå. Ýòî îãðàíè÷åíèå ñèìâîëè÷åñêè îòðàæåíî øòðèõîì ó çíàêà ñóììèðîâàíèÿ∑′ (ñì. (1.48)).
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Äëÿ ïîñëåäóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé óäîáíî ïåðåéòè ê ýêâèâàëåíòíîìó îïðåäå-

ëåíèþ âåëè÷èíû ℓn+1 è ñîîòâåòñòâåííî èçìåíèòü îáîçíà÷åíèå

ℓn+1 = c(n+ 1)− c(n+ 2) −→ ℓab = (x− y)− (x̄− ȳ).

Ýòî ïîçâîëÿåò ÿâíî îòðàçèòü çàâèñèìîñòü ℓab îò ïåðåìåííûõ ñóììèðîâàíèÿ a è b.

Ïåðåéäåì ê ñëåäóþùåìó øàãó ïðåîáðàçîâàíèÿ Q(R). Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå

(1.53) ñ i = 3 â ôîðìóëó (1.60) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ℓab = −ℓba, ìû ïðèõîäèì ê ðåçóëü-

òàòó

Q(R)
�
=
∑
τ⊃λ

τ⊢(n+2)
(a,b)

′ ∑
ν⊢(n+3):
c=ν\τ

(
ρR(E

ν
{...,a,b,c})

(ℓab+1)q

(ℓab)q
+ ρR(E

ν
{...,b,a,c})

(ℓba+1)q

(ℓba)q

)(q2
2q
I −Rn+2

)
Xn+3,

(1.61)

ãäå èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ c ïåðå÷èñëÿåò âñå äîïóñòèìûå äîáàâëåíèÿ êëåòêè (n+3)

ê äèàãðàììå τ ⊢ (n+2). Ïðèìåíåíèåì ïðàâèëà (1.54) âûïèñàííîå âûøå âûðàæåíèå

ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

Q(R)
�
=
∑
τ⊃λ

τ⊢(n+2)
(a,b)

′ ∑
ν⊢(n+3):
c=ν\τ

(
ρR(E

ν
{...,a,b,c})

(ℓab+1)q

(ℓab)q

(ℓbc+2)q

2q(ℓbc)q
+ ρR(E

ν
{...,b,a,c})

(ℓba+1)q

(ℓba)q

(ℓac+2)q

2q(ℓac)q

)
Xn+3,

(1.62)

Îòìåòèì, ÷òî îáðàçû èäåìïîòåíòîâ ρR(Eν
{...,a,b,c}) è ρR(E

ν
{...,b,a,c}), âõîäÿùèå â âû-

ðàæåíèå (1.62), ìîãóò áûòü îòîæäåñòâëåíû. Äåéñòâèòåëüíî, ââîäÿ îáîçíà÷åíèå

σi(ℓ) := (σi − qℓ/ℓq 1), ïîëó÷àåì

ρR(E
ν
{...,b,a,c})Xn+3

�
= ρR

(
σn+1(ℓab)E

ν
{...,b,a,c}

)
Xn+3 ρR

(
σn+1(ℓab)

)−1

= ρR

(
Eν

{...,a,b,c}σn+1(−ℓab)(σn+1(ℓab))
−1
)
Xn+3

�
= ρR(E

ν
{...,a,b,c})Xn+3, (1.63)

ãäå â ïðîöåññå ïðåîáðàçîâàíèé ïðèíÿòû âî âíèìàíèå öèêëè÷åñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü,

ñîîòíîøåíèÿ (I.2.13) è (I.2.10), à òàêæå ôîðìóëà (1.56). Òàêèì îáðàçîì, ïîðÿäîê

êîìïîíåíò a è b ìóëüòèèíäåêñà ñóììèðîâàíèÿ ïî òàáëèöàì Þíãà áîëåå íå ñó-

ùåñòâåí è ìû óïðîùàåì îáîçíà÷åíèå Eν
{...,a,b,c} äî E

ν
{...,c}. Â ðåçóëüòàòå âûðàæåíèå

(1.62) ïðåîáðàçóåòñÿ ê ñëåäóþùåìó âèäó

Q(R)
�
=
∑
τ⊃λ

τ⊢(n+2)
(a,b)

′ ∑
ν⊢(n+3):
c=ν\τ

ρR(E
ν
{...,c})

(ℓac + 1)q
(ℓac)q

(ℓbc + 1)q
(ℓbc)q

Xn+3. (1.64)
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Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñâÿçüþ ℓab = ℓac − ℓbc è óïðîñòèëè êîýôôèöèåíò ïðè

ρR(E
ν
{...,c}) ñ ïîìîùüþ q-êîìáèíàòîðíîé ôîðìóëû (Á.3), â êîòîðîé ñëåäóåò ïîëî-

æèòü k = 2 è b1 = ℓac, b2 = ℓbc (ñì. Ïðèëîæåíèå). Äâîéíîå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ

ñ òåì îãðàíè÷åíèåì, ÷òî êëåòêè (n + 1), (n + 2) è (n + 3), ïîìå÷åííûå èíäåêñàìè

a, b è c, äîëæíû ðàñïîëàãàòüñÿ â ðàçëè÷íûõ ñòðîêàõ äèàãðàììû ν.

Íàêîíåö, ïîäãîòîâèì âûðàæåíèå (1.64) ê î÷åðåäíîìó ýòàïó ïðåîáðàçîâàíèé. Ñ

ýòîé öåëüþ ñãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå, îòâå÷àþùèå òàáëèöàì îäèíàêîâîé ôîðìû

Q(R)
�
=
∑
ν⊃λ

ν⊢(n+3)
(a,b,c)

′(
ρR(E

ν
{...,a,b,c})

(ℓac+1)q

(ℓac)q

(ℓbc+1)q

(ℓbc)q
+ ρR(E

ν
{...,b,c,a})

(ℓba+1)q

(ℓba)q

(ℓca+1)q

(ℓca)q

+ ρR(E
ν
{...,c,a,b})

(ℓcb+1)q

(ℓcb)q

(ℓab+1)q

(ℓab)q

)
Xn+3. (1.65)

ãäå ñóììèðîâàíèå èäåò ïî ðàçëè÷íûì äèàãðàììàì ðàçáèåíèé ν ⊢ (n+3), íóìåðó-

åìûì íåóïîðÿäî÷åííûìè òðîéêàìè (a, b, c), òàêèìè, ÷òî íèêàêàÿ ïàðà êëåòîê èç

a, b è c íå ðàñïîëîæåíà â îäíîé ñòðîêå äèàãðàììû ν.

Ïîâòîðÿÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ, îïèñàííûå ôîðìóëàìè (1.61)�(1.65), ïîñëåäîâàòåëü-

íî äëÿ i = 4, . . . , k è ïîëüçóÿñü q-êîìáèíàòîðíûìè ñîîòíîøåíèÿìè (Á.3), ìû ïî-

ëó÷èì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò

Q(R)
�
=
∑
τ⊃λ

τ⊢(n+k−1)
(a1,...,ak−1)

′ ∑
ν⊢(n+k)
ak=ν\τ

ρR(E
ν
{...,ak})

k−1∏
i=1

(ℓaiak + 1)q
(ℓaiak)q

. (1.66)

Çäåñü íåóïîðÿäî÷åííûå íàáîðû (a1, . . . ak−1) íóìåðóþò äèàãðàììû τ ⊢ (n+ k − 1)

ðàçëè÷íîé ôîðìû, îãðàíè÷åííûå óñëîâèåì, ÷òî ðàçíîñòü τ \ λ ÿâëÿåòñÿ âåðòè-

êàëüíîé ïîëîñîé. Èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ ak ïðîáåãàåò âñå âîçìîæíûå äèàãðàììû,

êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç τ ⊢ (n+ k − 1) äîáàâëåíèåì êëåòêè (n+ k).

Ôîðìóëà (1.66) àíàëîãè÷íà ñîîòíîøåíèþ (1.64) ïðè i = k. Âàæíîå îòëè÷èå

çàêëþ÷àåòñÿ â îòñóòñòâèè X-ñîìíîæèòåëÿ â åå ïðàâîé ÷àñòè (ìîæíî ñ÷èòàòü

Xn+k = 1). Âñëåäñòâèå ýòîãî, â ôèíàëüíîé ôîðìóëå äëÿQ(R) ìîæíî îòîæäåñòâèòü

îáðàçû ðàçëè÷íûõ èäåìïîòåíòîâ ρR(Eν
{...,ak,... }), îòâå÷àþùèõ òàáëèöàì ðàçáèåíèé

ν ⊢ (n + k) îäèíàêîâîé ôîðìû (èíäåêñ ak ïðîáåãàåò âñå âîçìîæíûå ïîëîæåíèÿ

êëåòêè ñ íîìåðîì (n + k)). Òàêèì îáðàçîì, àíàëîã ôîðìóëû (1.65) çàïèñûâàåòñÿ

â âèäå

Q(R)
�
=
∑
ν⊃λ

ν⊢(n+k)
(a1,...,ak)

′

ρR(E
ν
{... })

k∑
j=1

k∏
i=1
i ̸=j

(ℓaiaj + 1)q

(ℓaiaj)q
= kq

∑
ν⊃λ

ν⊢(n+k)

′

ρR(E
ν
{... }) , (1.67)

31



ãäå ïðè ïåðåõîäå êî âòîðîìó ðàâåíñòâó èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà (Á.2), â êîòîðîé

ñëåäóåò ïîëîæèòü ℓaiaj = bi − bj. Ñèìâîëîì Eν
{... } îáîçíà÷åí ïðîèçâîëüíûé ïðèìè-

òèâíûé èäåìïîòåíò, îòâå÷àþùèé äèàãðàììå Þíãà ν, à ñóììèðîâàíèå
∑′ èäåò ïî

âñåì äèàãðàììàì ν ⊢ (n + k) òàêèì, ÷òî ðàçíîñòü ν \ λ ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíîé

ïîëîñîé.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (1.67) äëÿQ(R) â (1.50), ìû ïðèõîäèì ê ôîðìóëå (1.48),

ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðàâèëà Ëèòòëâóäà-Ðè÷àðäñîíà äëÿ óìíî-

æåíèÿ ôóíêöèé Øóðà sλ(M).

Ðàñïðîñòðàíèì äîêàçàòåëüñòâî íà îáùèé ñëó÷àé. Ñ ýòîé öåëüþ çàìåòèì, ÷òî

ýëåìåíòû s(1k)(M), k = 0, 1, . . . , îáðàçóþò Z-áàçèñ ãåíåðàòîðîâ ìíîæåñòâà âñåõ

ôóíêöèé Øóðà. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (1.48) ëåãêî óâèäåòü, ÷òî

s(2k1m)(M) = s(1(k+m))(M)s(1k)(M)− s(1(k+m+1))(M)s(1(k−1))(M), ∀ k ≥ 1,m ≥ 0 .

Çàòåì ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (1.48) ýëåìåíòû s(3k,2m,1n)(M) òàêæå âûðàæàþòñÿ

÷åðåç ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ìîíîìîâ âèäà s(2l1p)(M)s(1r)(M) è òàê äàëåå. Ïîâòîðèâ

ýòó ïðîöåäóðó êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, ìû ìîæåì âûðàçèòü ëþáóþ ôóíêöèþ Øóðà

sλ(M) â âèäå ïîëèíîìà îò ãåíåðàòîðîâ s(1k)(M), k = 0, 1, . . . ñ öåëûìè êîýôôè-

öèåíòàìè. ßâíûå âûðàæåíèÿ äàþòñÿ èçâåñòíûìè òîæäåñòâàìè ßêîáè-Òðóäè (ñì.

[65], ðàçäåë 1.3).

Íàêîíåö, ïîñêîëüêó ïðîèçâåäåíèå ãåíåðàòîðîâ s(1k)(M) îïèñûâàåòñÿ ÷àñòíûì

ñëó÷àåì (1.48) ïðàâèëà Ëèòòëâóäà-Ðè÷àðäñîíà, òî è ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïðîèçâîëü-

íûõ ôóíêöèé Øóðà sλ(M) è sµ(M) äàåòñÿ âûðàæåíèåì (1.47).

1.5.2 Áèëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ïðåäúÿâëåíà ñåðèÿ áèëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ

ôóíêöèé Øóðà sλ ∈ Λ. Îáðàçàìè ýòèõ ñîîòíîøåíèé îòíîñèòåëüíî ãîìîìîðôèç-

ìà (1.46) ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâà â õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîäàëãåáðå êâàíòîâîé ìàò-

ðè÷íîé àëãåáðû Ãåêêåâñêîãî òèïà. Áèëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò ïðîâå-

ñòè ôàêòîðèçàöèþ òîæäåñòâà Ãàìèëüòîíà-Êýëè â GL(m|n) ñëó÷àå â ïðîèçâåäåíèå
äâóõ ñîìíîæèòåëåé, ÷òî ïîçâîëÿåò ðàçäåëèòü �÷åòíóþ� è �íå÷åòíóþ� ÷àñòè ñïåêòðà

êâàíòîâûõ ìàòðèö.

Äëÿ êîìïàêòíîé ôîðìóëèðîâêè íóæíûõ ñîîòíîøåíèé ââåäåì ñîêðàùåííîå îáî-
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çíà÷åíèå äëÿ äèàãðàìì Þíãà (ðàçáèåíèé) ñëåäóþùåãî âèäà

r êëåòîê

{
p êëåòîê︷ ︸︸ ︷
. . .

...

. . .︸ ︷︷ ︸
k êëåòîê

}
l êëåòîê

=
(
(p+ 1)l, p(r−l), k

)
=: [r|p]lk . (1.68)

Çäåñü èíäåêñû k è l ïðèíèìàþò öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ l = 0, . . . , r, k = 0, . . . , p.

Åñëè çíà÷åíèå îäíîãî èç èíäåêñîâ k èëè l ðàâíî íóëþ, ìû áóäåì åãî îïóñêàòü:

[r|p]0k = [r|p]k.

Óòâåðæäåíèå 12 Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíûå ÷èñëà r, p, l è k, óäîâëåòâîðÿþùèå

óñëîâèÿì 1 ≤ l ≤ r è 1 ≤ k ≤ p. Òîãäà â êîëüöå ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé Λ

âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå áèëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ (ñì. îáîçíà÷åíèÿ (1.68))

s
[r|p]lk

s[r|p] = s
[r−1|p−1]

(l−1)
(k−1)

s[r+1|p+1] + s[r|p]ks[r|p]l . (1.69)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ñîîòíîøåíèÿõ Ïëþêêåðà äëÿ ïðî-

èçâåäåíèÿ äåòåðìèíàíòîâ ìàòðèö (ïîäðîáíîñòè ïðèâåäåíû â [91]). Ââåäåì óäîáíûå

îáîçíà÷åíèÿ. Ðàññìîòðèì ïàðó n× n ìàòðèö A = ∥aij∥n1 è B = ∥bij∥n1 . Ñîïîñòàâèì
i-é ñòðîêå ìàòðèöû A ñèìâîë ai∗ è ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

detA := [A] , A :=

(
a1∗ . . . ai∗ . . . an∗

1 . . . i . . . n

)
, (1.70)

ãäå ïîñëåäíåå îáîçíà÷åíèå ïîçâîëÿåò ñëåäèòü çà ïîðÿäêîì ðàñïîëîæåíèÿ ñòðîê

ìàòðèöû A � â äàííîì ñëó÷àå ñòðîêà ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ai∗ íàõîäèòñÿ íà i-ì

ìåñòå (ïðè ñ÷åòå ñâåðõó âíèç).

Çàôèêñèðóåì íàáîð öåëî÷èñëåííûõ äàííûõ {k, r1, r2, . . . , rk}, ãäå 1 ≤ k ≤ n è

1 ≤ r1 < · · · < rk ≤ n. Ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì äàííûì ñîîòíîøåíèÿ Ïëþêêåðà

èìåþò âèä

[A][B] =
∑

1≤s1<···<sk≤n

[
a1∗ . . . bs1∗ . . . bs2∗ . . . bsk∗ . . . an∗

1 . . . r1 . . . r2 . . . rk . . . n

]
×[

b1∗ . . . ar1∗ . . . ar2∗ . . . ark∗ . . . bn∗

1 . . . s1 . . . s2 . . . sk . . . n

]
, (1.71)
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ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì âîçìîæíûì íàáîðàì {k, s1, . . . , sk}.
Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì äåòåðìèíàíòíûì ïðåäñòàâëåíèåì ßêîáè-Òðóäè ñèì-

ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè sλ, îòâå÷àþùåé ðàçáèåíèþ λ = (λ1, . . . , λp) (ñì. [65], ðàçäåë

1.3, ñîîòíîøåíèå (3.4))

sλ = det ∥hλi−i+j∥mi,j=1. (1.72)

Çäåñü íàòóðàëüíîå ÷èñëî m ≥ p, è êîìïîíåíòàìè ìàòðèöû â ïðàâîé ÷àñòè ñëó-

æàò ïîëíûå ñèììåòðè÷åñêèå ôóíêöèè (òî åñòü, ñèììåòðè÷åñêèå ôóíêöèè Øóðà,

îòâå÷àþùèå îäíîñòðî÷íûì äèàãðàììàì) hi := s(i). Êðîìå òîãî, ïî îïðåäåëåíèþ

hi := 0 ïðè i < 0.

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå (1.72) â ëåâóþ ÷àñòü (1.69) ìû ïîëó÷èì â îáîçíà÷åíèÿõ

(1.70)

s
[r|p]lk

s[r|p] =

[
hp+1∗ hp∗ . . . hp−l+2∗ hp−l∗ . . . hp−r+1∗ hk−r∗

1 2 . . . l l + 1 . . . r r + 1

]
×[

hp∗ hp−1∗ . . . hp−l+1∗ hp−l∗ . . . hp−r+1∗ h−r∗

1 2 . . . l l + 1 . . . r r + 1

]
, (1.73)

ãäå ñèìâîëû hi∗ := (hi, hi+1, hi+2, . . . ) îòâå÷àþò ñòðîêàì ìàòðèöû èç ôîðìóëû

ßêîáè-Òðóäè (1.72).

Ïðåîáðàçóåì òåïåðü ïðàâóþ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (1.73) ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé

Ïëþêêåðà äëÿ íàáîðà öåëûõ äàííûõ {k = 1, r1 = r+1}. Â äàííîì ñëó÷àå áîëüøèí-

ñòâî ñëàãàåìûõ â ôîðìóëå (1.71) çàíóëÿåòñÿ, ïîñêîëüêó îíè ñîäåðæàò äåòåðìèíàí-

òû ìàòðèö ñ ñîâïàäàþùèìè ñòðîêàìè. Åäèíñòâåííàÿ ïàðà íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ

âîçíèêàåò ïðè çíà÷åíèÿõ èíäåêñà ñóììèðîâàíèÿ s1 = l è s1 = r + 1. Â ðåçóëüòàòå

ìû ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

s
[r|p]lk

s[r|p] =

[
hp+1∗ . . . hp−l+2∗ hp−l∗ . . . hp−r+1∗ hp−l+1∗

1 . . . l l + 1 . . . r r + 1

]
×[

hp∗ . . . hk−r∗ hp−l∗ . . . hp−r+1∗ h−r∗

1 . . . l l + 1 . . . r r + 1

]
+

[
hp+1∗ . . . hp−l+2∗ hp−l∗ . . . hp−r+1∗ h−r∗

1 . . . l l + 1 . . . r r + 1

]
×[

hp∗ . . . hp−l+1∗ hp−l∗ . . . hp−r+1∗ hk−r∗

1 . . . l l + 1 . . . r r + 1

]
, (1.74)
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êîòîðîå ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé ßêîáè-Òðóäè â òî÷íîñòè ñâîäèòñÿ ê ôîðìóëå (1.69)

(ïðåäâàðèòåëüíî íóæíî â ïåðâîì ñëàãàåìîì ïåðåìåñòèòü (r+1)-þ ñòðîêó ïåðâîãî

ñîìíîæèòåëÿ íà (l+1)-å ìåñòî, à l-þ ñòðîêó âòîðîãî ñîìíîæèòåëÿ � íà r-å ìåñòî).

Â ðàáîòå [35] áûëè ïîëó÷åíû ãîðàçäî áîëåå îáùèå áèëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ.

Ïðåæäå ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå, ââåäåì íåîáõîäèìûå

îáîçíà÷åíèÿ.

Ïîãðàíè÷íàÿ ïîëîñà. Ðàññìîòðèì äèàãðàììó Þíãà, îòâå÷àþùóþ ðàçáèåíèþ

λ = (λ1, λ2, . . . , λn). Óäàëèì èç ïåðâîé ñòðîêè äèàãðàììû p1 = λ2−1 êëåòîê, íà÷è-

íàÿ ñ ïåðâîé, ñàìîé ëåâîé êëåòêè ýòîé ñòðîêè. Èç âòîðîé ñòðîêè óäàëèì p2 = λ3−1
êëåòîê, òàêæå íà÷èíàÿ ñ ïåðâîé êëåòêè è ïðîäîëæèì ýòó ïðîöåäóðó íà âñå ñòðîêè

äèàãðàììû, óäàëÿÿ èç k-é ñòðîêè pk = λk+1 − 1 êëåòîê, 1 ≤ k ≤ n − 1. Èç ïî-

ñëåäíåé, n-é ñòðîêè, êëåòêè óäàëÿòü íå áóäåì. Ïîëó÷èâøóþñÿ êîñóþ äèàãðàììó

áóäåì íàçûâàòü ïîëíîé ïîãðàíè÷íîé ïîëîñîé (boarder strip, òåðìèíîëîãèÿ ìîíî-

ãðàôèè McDonald'a [65]). Êðîìå òîãî, ïîãðàíè÷íîé ïîëîñîé ìû áóäåì íàçûâàòü

ëþáîå íåïóñòîå ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî ïîëíîé ïîãðàíè÷íîé ïîëîñû, åñëè îíî

ïðåäñòàâèìî â âèäå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé ðàçíîñòè λ \ ν, ãäå ν � íåêîòîðàÿ

äèàãðàììà Þíãà. Ïðèìåð äëÿ ðàçáèåíèÿ (8, 7, 43, 22) (êëåòêè ïîëíîé ïîãðàíè÷íîé

ïîëîñû îòìå÷åíû çâåçäî÷êàìè):

∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗
∗

∗ ∗ ∗
∗

∗ ∗

.

Îáùåå ÷èñëî êëåòîê â ïîëíîé ïîãðàíè÷íîé ïîëîñå ðàâíî bλ = λ1 + λ′1 − 1,

ãäå λ′1 = ℓ(λ) åñòü äëèíà ïåðâîé ñòðîêè òðàíñïîíèðîâàííîé äèàãðàììû λT . Ýòî

äîêàçûâàåòñÿ ïðîñòî: ñíà÷àëà íàäî ïîäñ÷èòàòü êëåòêè âî âñåõ ãîðèçîíòàëüíûõ

ó÷àñòêàõ ïîëîñû, à ïîòîì � êëåòêè âî âñåõ âåðòèêàëüíûõ ó÷àñòêàõ, ñ ó÷åòîì

ïåðåêðûòèé â óãëîâûõ êëåòêàõ.

Ïðèìåì ñëåäóþùóþ íóìåðàöèþ êëåòîê ïîëíîé ïîãðàíè÷íîé ïîëîñû. Ïî îïðå-

äåëåíèþ ïîëîñû, â r-é ñòðîêå äèàãðàììû λ êëåòêè ïîëíîé ïîãðàíè÷íîé ïîëîñû

íà÷èíàþòñÿ ñ λr+1-ãî ñòîëáöà, ñ÷èòàÿ îò íà÷àëà (ëåâîãî êðàÿ) r-é ñòðîêè. Ïîýòîìó
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ýòè êëåòêè â r-é ñòðîêå ìîæíî çàíóìåðîâàòü ÷èñëîì s : 0 ≤ s ≤ λr−λr+1. Ïîëîæå-

íèå êëåòêè ïîëíîé ïîãðàíè÷íîé ïîëîñû, ðàñïîëîæåííîé â r-é ñòðîêå è (λr+1+s)-ì

ñòîëáöå, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü êîîðäèíàòíîé ïàðîé (r, s).

Ïîëíûé ñðåç. Èç äèàãðàììû Þíãà, îòâå÷àþùåé ðàçáèåíèþ λ, óäàëèì ïîëíóþ

ïîãðàíè÷íóþ ïîëîñó. Ïîëó÷èâøóþñÿ äèàãðàììó îáîçíà÷èì λ↓. Áóäåì ãîâîðèòü,

÷òî λ↓ ïîëó÷åíà èç äèàãðàììû λ ïîëíûì ñðåçîì ïîãðàíè÷íîé ïîëîñû êëåòîê (ñðåç

âíèç èç ïåðâîé ñòðîêè � ïîÿñíåíèå ñìûñëà îáîçíà÷åíèÿ). Ýòà äèàãðàììà ìîæåò

áûòü ïóñòîé, åñëè èñõîäíàÿ äèàãðàììà èìååò âèä ïðîñòîãî êðþêà:

(k, 1m)↓= ∅, ∀ k,m ≥ 0.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ÷òî äèàãðàììà λ↓ ïîëó÷àåòñÿ èç λ îòáðàñûâàíèåì åå ïåðâîé

ñòðîêè è ïåðâîãî ñòîëáöà. Ïîýòîìó âûñîòà äèàãðàììû λ ↓ îáÿçàòåëüíî ìåíüøå

âûñîòû äèàãðàììû λ:

ℓ(λ↓) ≤ ℓ(λ)− 1.

Îáðàòèâøèñü ê ïîêîìïîíåíòíîé çàïèñè ðàçáèåíèÿ λ, ïîëó÷àåì ñîñòàâ ðàçáèå-

íèÿ λ↓ â âèäå

λ = (λ1, λ2, . . . , λn) → λ↓= (λ2 − 1, λ3 − 1, . . . , λn − 1, 0).

×àñòè÷íûé ñðåç âíèç. Ðàññìîòðèì äèàãðàììó Þíãà, îòâå÷àþùóþ ðàçáèåíèþ

λ, è âûáåðåì íåêîòîðóþ êëåòêó (r, s) â åå ïîëíîé ïîãðàíè÷íîé ïîëîñå. Óäàëèì èç

äèàãðàììû Þíãà âñå êëåòêè ïîëíîé ïîãðàíè÷íîé ïîëîñû, íà÷èíàÿ ñ âûáðàííîé

êëåòêè, â íàïðàâëåíèè âëåâî-âíèç îò íåå (òî åñòü, âñå êëåòêè ïîëíîé ïîãðàíè÷-

íîé ïîëîñû r-é ñòðîêè ñ íîìåðàìè ≤ s è âñå êëåòêè ïîëíîé ïîãðàíè÷íîé ïîëîñû,

ðàñïîëîæåííûå â ñòðîêàõ íèæå r-é). Ýòó ïðîöåäóðó íàçîâåì ÷àñòè÷íûì ñðåçîì

âíèç (ïîëíîé ïîãðàíè÷íîé ïîëîñû) èç íà÷àëüíîé êëåòêè (r, s). Â äàëüíåéøåì áó-

äåì âûáèðàòü òîëüêî òàêèå íà÷àëüíûå êëåòêè, ÷àñòè÷íûé ñðåç âíèç èç êîòîðûõ

íå âûâîäèò èç ìíîæåñòâà äèàãðàìì Þíãà. ßñíî, ÷òî äëÿ ýòîãî íà÷àëüíàÿ êëåòêà

äîëæíà ðàñïîëàãàòüñÿ òàê, ÷òîáû ïðàâåå íåå â ñòðîêå r êëåòêè ïîëíîé ïîãðàíè÷íîé

ïîëîñû îòñóòñòâîâàëè (íîìåð s íà÷àëüíîé êëåòêè � ìàêñèìàëüíûé ñðåäè êëåòîê

ïîëíîé ïîãðàíè÷íîé ïîëîñû â r-é ñòðîêå). Äðóãèìè ñëîâàìè, íà÷àëüíàÿ êëåòêà ÷à-

ñòè÷íîãî ñðåçà âíèç èç r-é ñòðîêè äëÿ íàñ âñåãäà áóäåò ïîñëåäíåé (ñàìîé ïðàâîé)

êëåòêîé ýòîé ñòðîêè.

Äèàãðàììó (è ðàçáèåíèå), ïîëó÷åííóþ ÷àñòè÷íûì ñðåçîì âíèç èç ïîñëåäíåé

êëåòêè r-é ñòðîêè, áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì λ↓(r). Êîìïîíåíòû ðàçáèåíèÿ λ↓(r)
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ñëåäóþùèå

λ↓(r) = (λ1, . . . , λr−1, λr+1 − 1, . . . , λn − 1, 0).

Êàê è ïîëíûé ñðåç, ÷àñòè÷íûé ñðåç âíèç óìåíüøàåò âûñîòó äèàãðàììû ìèíèìóì

íà åäèíèöó.

×àñòè÷íûé ñðåç ââåðõ. Âûáåðåì â ïîëíîé ïîãðàíè÷íîé ïîëîñå äèàãðàììûÞí-

ãà λ íåêîòîðóþ íà÷àëüíóþ êëåòêó (r, s). Óäàëèì èç äèàãðàììû âñå êëåòêè ïîëíîé

ïîãðàíè÷íîé ïîëîñû, íà÷èíàÿ ñ íà÷àëüíîé êëåòêè, â íàïðàâëåíèè âïðàâî-ââåðõ

îò íåå (òî åñòü, âñå êëåòêè ïîëíîé ïîãðàíè÷íîé ïîëîñû â r-é ñòðîêå ñ íîìåðàìè

≥ s è âñå êëåòêè ïîëíîé ïîãðàíè÷íîé ïîëîñû, ðàñïîëîæåííûå â ñòðîêàõ âûøå r-

é). Ýòó ïðîöåäóðó íàçîâåì ÷àñòè÷íûì ñðåçîì ââåðõ ïîëíîé ïîãðàíè÷íîé ïîëîñû

èç íà÷àëüíîé êëåòêè (r, s). Â äàëüíåéøåì áóäåì âûáèðàòü òîëüêî òàêèå íà÷àëü-

íûå êëåòêè, ÷àñòè÷íûé ñðåç ââåðõ èç êîòîðûõ íå âûâîäèò èç ìíîæåñòâà äèàãðàìì

Þíãà. ßñíî, ÷òî äëÿ ýòîãî íà÷àëüíàÿ êëåòêà äîëæíà ðàñïîëàãàòüñÿ òàê, ÷òîáû

íåïîñðåäñòâåííî ïîä íåé êëåòêè ïîëíîé ïîãðàíè÷íîé ïîëîñû îòñóòñòâîâàëè. Ýòî

âîçìîæíî òîëüêî åñëè äëèíà r-é ñòðîêè (ãäå ðàñïîëîæåíà íà÷àëüíàÿ êëåòêà) ñòðî-

ãî áîëüøå äëèíû ñëåäóþùåé ñòðîêè λr > λr+1 è, êðîìå òîãî, s ≥ 1.

Äèàãðàììó Þíãà (è ðàçáèåíèå), ïîëó÷åííóþ èç äèàãðàììû λ ÷àñòè÷íûì ñðå-

çîì ââåðõ èç íà÷àëüíîé êëåòêè (r, s), ìû áóäåì îáîçíà÷àòü λ↑(r, s). Åñëè ñðåç ââåðõ
âûïîëíÿåòñÿ èç ïîñëåäíåé êëåòêè r-é ñòðîêè (s = λr − λr+1), òî íîìåð s áóäåì

îïóñêàòü ñ öåëüþ óïðîùåíèÿ ôîðìóë: λ↑(r, λr − λr+1)
:= λ↑(r).

Ïîêîìïîíåíòíûé ñîñòàâ ðàçáèåíèÿ λ↑(r, s) ñëåäóþùèé

λ↑(r, s)= (λ2 − 1, . . . , λr − 1, λr+1 + s− 1, λr+1, . . . , λn)

1 r − 1 r r + 1 n

, 1 ≤ s ≤ λr−λr+1,

ãäå ïîä ðàçáèåíèåì λ ↑(r, s) äëÿ íàãëÿäíîñòè ïîäïèñàíû íîìåðà ìåñò íåêîòîðûõ

êîìïîíåíò.

Äîáàâëåíèå êëåòîê â äèàãðàììó. Ïóñòü äàíà äèàãðàììà Þíãà, îòâå÷àþùàÿ

ðàçáèåíèþ λ. Âûáåðåì â äèàãðàììå ñòðîêè ñ íîìåðàìè 2 ≤ r1 < r2 < · · · <
rk ≤ n è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëå äîáàâëåíèÿ â êàæäóþ èç ñòðîê ri íåêîòîðîãî

÷èñëà êëåòîê ai, ìû ñíîâà ïîëó÷èì äèàãðàììóÞíãà. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî

òàêèå äîáàâëåíèÿ, ïðè êîòîðûõ êîñàÿ äèàãðàììà, îáðàçîâàííàÿ íîâûìè êëåòêàìè,

ÿâëÿåòñÿ ïîãðàíè÷íîé ïîëîñîé (ñâÿçíîé èëè íåò). Â ýòîì ñëó÷àå ïîïîëíåííóþ

äèàãðàììó îáîçíà÷èì ñèìâîëîì λ+
r1,...,rk
a1,...,ak

. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ïåðâóþ ñòðîêó ìû

êëåòîê íå äîáàâëÿåì: r1 ≥ 2, è ÷èñëî ñòðîê (âûñîòó) èñõîäíîé äèàãðàììû λ íå

óâåëè÷èâàåì: rk ≤ n.
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Òåîðåìà 13 ([35]) Ïóñòü â äèàãðàììå Þíãà, ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçáèåíèþ λ =

(λ1, . . . , λn), ñóùåñòâóåò k ≥ 1 ðÿäîâ ñ ïîðÿäêîâûìè íîìåðàìè 2 ≤ r1 < r2 < · · · <
rk ≤ rk+1 := n, òàêèõ, ÷òî

λri < λri−1, 1 ≤ i ≤ k.

Ïóñòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà ti,mi, ãäå 1 ≤ i ≤ k, óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

1 ≤ ti ≤ λri−1 − λri , 1 ≤ mi ≤ ri+1 − ri, 1 ≤ i ≤ k.

Òîãäà îïðåäåëåíà äèàãðàììà Þíãà λ+
t1 ... tk
(r1,m1)...(rk,mk)

è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå áèëè-

íåéíûå ñîîòíîøåíèÿ íà ñèììåòðè÷åñêèå ôóíêöèè Øóðà

s
λ
s
λ+t1 ... tk

(r1,m1)...(rk,mk)
↓ = s

λ+t1 ... tk
(r1,m1)...(rk,mk)

s
λ↓

+
k∑

p=1

s
λ+t1 ... tk

(r1,m1)...(rk,mk)
↓(rp)sλ↑(rp − 1, tp)

. (1.75)

Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòîò ðåçóëüòàò ïðîñòûì ïðèìåðîì. Âûáåðåì ðàçáèåíèå λ =

(4, 2, 1), è ïîñòðîèì äèàãðàììó λ+
t1 ... tk
(r1,m1)...(rk,mk)

, äîáàâèâ îäíó êëåòêó âî âòîðóþ

ñòðîêó è äâå êëåòêè â òðåòüþ ñòðîêó. Òîãäà òîæäåñòâî (1.75) ïðèíèìàåò âèä

s(4,2,1)s(2,2) = s(4,3,3)s(1) + s(4,2)s(2,2,1).

Â ãðàôè÷åñêîé ôîðìå åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

× = × + × .

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ðàâåíñòâà (1.75) ìîæíî ïîëó÷èòü îáîáùåíèå ñîîòíîøåíèé

Êèðèëëîâà (ñì. ðàáîòó [53])

s[m|n] s[m|n] = s[m+1|n] s[m−1|n] + s[m|n+1] s[m|n−1] , ∀ m,n = 1, 2, . . . . (1.76)

íà ïðîèçâåäåíèå äâóõ îäèíàêîâûõ ôóíêöèé Øóðà, îòâå÷àþùèõ ïðîèçâîëüíîìó

ðàçáèåíèþ λ. Äëÿ ýòîãî ââåäåì äâà òèïà ïðåîáðàçîâàíèé ñîîòâåòñòâóþùåé äèà-

ãðàììû Þíãà, ïîðîæäàåìûõ ñäâèãàìè âíóòðåííèõ óãëîâ äèàãðàììû. Ïóñòü α �

âíóòðåííèé óãîë äèàãðàììû Þíãà ðàçáèåíèÿ λ. Ïðîèçâåäåì ñäâèã â ãîðèçîí-

òàëüíîì íàïðàâëåíèè âïðàâî íà îäíó êëåòêó âñåõ âíóòðåííèõ óãëîâ, ðàñïîëî-

æåííûõ âûøå âûáðàííîãî óãëà α, à òàêæå ñäâèíåì â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè

ââåðõ âñå âíóòðåííèå óãëû, ðàñïîëîæåííûå íèæå óãëà α. Ñàì ýòîòî óãîë îñòàâèì
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íåïîäâèæíûì. Ïîëó÷åííóþ òàêèì ïðåîáðàçîâàíèåì äèàãðàììó Þíãà îáîçíà÷èì

λ+−(α). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ñäâèãàÿ óãëû, ðàñïîëîæåííûå âûøå óãëà α íà îäíó

êëåòêó âëåâî â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè, à óãëû, ëåæàùèå íèæå óãëà α, íà

îäíó êëåòêó âíèç â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè, ïîëó÷èì äèàãðàììó λ−+(α). Íàïðè-

ìåð, åñëè èñõîäíàÿ äèàãðàììà Þíãà îòâå÷àåò ðàçáèåíèþ λ = (6, 5, 22, 1) è âûáðàí-

íûé âíóòðåííèé óãîë α �- òðåòèé ñâåðõó (ìåæäó 2-é è 3-é ñòðîêàìè äèàãðàììû),

òî îïðåäåëåííûå âûøå ïðåîáðàçîâàíèÿ âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

λ = (6, 5, 22, 1) ⇒ λ+−(α3) = (7, 6, 2, 1), λ−+(α3) = (5, 4, 23, 1).

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì âûøåóïîìÿíóòîå îáîáùåíèå ñîîòíîøåíèé À.Êèðèëëîâà.

Ñëåäñòâèå 14 Ïóñòü λ = (λm1
1 , . . . , λmk

k ) � íåêîòîðîå ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå.

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Cλ ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ óãëîâ ñîîòâåòñòâóþùåé äèà-

ãðàììûÞíãà. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå òîæäåñòâî íà ñèììåòðè÷åñêèå ôóíê-

öèè Øóðà:

sλsλ =
∑
α∈Cλ

sλ+
−(α)sλ−

+(α). (1.77)

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì åùå îäíó ñåðèþ ñîîòíîøåíèé, îáîáùàþùóþ (1.76) (äîêà-

çàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â ðàáîòå [34]).

Ëåììà 15 Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà a, b, m, n òàêèå, ÷òî 1 ≤ a ≤
m, 1 ≤ b ≤ n. Òîãäà â êîëüöå ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé Λ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå

òîæäåñòâà

s[a|b] s[m|n] =
a∑

k=max{1,a+b−n}

(−1)a−ks[m|n]a+b−k
s[a−1|b−1]k−1

+
b∑

k=max{1,a+b−m}

(−1)b−ks[m|n]a+b−k s[a−1|b−1]k−1
. (1.78)

Ôîðìóëû (1.76) ñîîòâåòñòâóþò âûáîðó a = m, b = n.

1.5.3 Ñïåêòðàëüíûå ïåðåìåííûå è ôàêòîðèçàöèÿ òîæäåñòâà Ãàìèëüòî-

íà-Êýëè

Èç óñëîâèÿ (A.25) îïðåäåëåíèÿ R-ìàòðèöûGL(m|n) òèïà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêà-
åò, ÷òî åñëè ïðîèçâîëüíàÿ äèàãðàììàÞíãà λ ñîäåðæèò ïðÿìîóãîëüíóþ äèàãðàììó
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((n+ 1)m+1) = [m+ 1|n+ 1], òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ Øóðà sλ ïðèíàäëåæèò

ÿäðó ãîìîìîðôèçìà (1.46)

sλ 7→ sλ(M) = 0, ∀ λ : ((n+ 1)m+1) ⊂ λ . (1.79)

Â ðåçóëüòàòå ýòîãî, ãîìîìîðôíûå îáðàçû áèëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé (1.69) ïðè çíà-

÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ r = m, p = n ñâîäÿòñÿ ê ñëåäóþùèì ðàâåíñòâàì

s[m|n]lk
(M) s[m|n](M) = s[m|n]k(M) s[m|n]l(M) , ∀ k, l : 0 ≤ k ≤ n, 0 ≤ l ≤ m. (1.80)

Ñîîòíîøåíèÿ (1.80) ïîçâîëÿþò ôàêòîðèçîâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì (1.45).

Ñ ýòîé öåëüþ, óìíîæèì òîæäåñòâî (1.45) íà ôóíêöèþ Øóðà s[m|n](M) ñïðàâà è

âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè (1.80). Ðåçóëüòàò çàïèøåòñÿ â âèäå

m+n∑
i=0

Mm+n−i

min(i,m)∑
k=max(0,i−n)

(−q)ks
[m|n]k (M) qk−is[m|n](i−k)

(M) ≡ 0 . (1.81)

Êâàíòîâîå ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå (1.20) ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ïðèâåäåííîå âûøå âû-

ðàæåíèå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ñîìíîæèòåëåé.

Òåîðåìà 16 (Ôàêòîðèçîâàííîå òîæäåñòâî Êýëè-Ãàìèëüòîíà) Â ïðåäïîëî-

æåíèÿõ òåîðåìû 9 èç òîæäåñòâà (1.45) âûòåêàåò( m∑
k=0

(−q)kMm−ks
[m|n]k (M)

)
∗
( n∑

r=0

q−rMn−rs[m|n]r (M)
)
≡ 0 . (1.82)

Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ýêâèâàëåíòíîñòè òîæäåñòâ (1.45) è

(1.82) ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîñòü ôóíêöèè Øóðà s[m|n](M).

Ôàêòîðèçàöèÿ òîæäåñòâà Êýëè-Ãàìèëüòîíà óêàçûâàåò åñòåñòâåííóþ ïàðàìåò-

ðèçàöèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîäàëãåáðû êâàíòîâîé ìàòðè÷íîé àëãåáðû GL(m|n)
òèïà. À èìåííî, ðàññìîòðèì ãîìîìîðôíîå îòîáðàæåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé õàðàê-

òåðèñòè÷åñêîé ïîäàëãåáðû Char(R,F ) â àëãåáðó C[µ, ν] ïîëèíîìîâ îò äâóõ íàáî-

ðîâ êîììóòèðóþùèõ ïåðåìåííûõ µ := {µi}1≤i≤m è ν := {νj}1≤j≤n. Ãîìîìîðôèçì

Char(R,F )→ C[µ, ν] : sλ(M) 7→ sλ(µ, ν), êîòîðûé ìû áóäåì íàçûâàòü ïàðàìåòðè-
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çàöèîííûì îòîáðàæåíèåì, çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè6

s[m|n]k (M)

s[m|n] (M)
7→

s[m|n]k (µ,ν)
s[m|n] (µ,ν)

:=
∑

1≤i1<···<im≤m

q−kµi1 . . . µik = ek(q
−1µ) , 1 ≤ k ≤ m,(1.83)

s[m|n]r (M)

s[m|n] (M)
7→

s[m|n]r (µ,ν)
s[m|n] (µ,ν)

:=
∑

1≤j1<···<jr≤n

(−q)rνj1 . . . νjr = er(−qν) , 1 ≤ r ≤ n .(1.84)

Çäåñü ek(·) îáîçíà÷àåò îãðàíè÷åíèå ýëåìåíòàðíîé ñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèè ek ∈ Λ

äî ýëåìåíòàðíîãî ñèììåòðè÷åñêîãî ïîëèíîìà îò êîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ �

àðãóìåíòîâ ek(·) â ïðèâåäåííûõ âûøå ôîðìóëàõ. Êðîìå òîãî, ïàðàìåòðèçàöèîí-

íîå îòîáðàæåíèå òðåáóåò îáðàòèìîñòè ôóíêöèè s[m|n](M). Ñòåïåíè ïàðàìåòðà q

ââåäåíû â ôîðìóëû (1.83) � (1.84) ñ öåëüþ óïðîùåíèÿ çàïèñè òîæäåñòâà (1.85).

Ñîîòíîøåíèÿ (1.83) è (1.84) çàäàþò ãîìîìîðôèçì õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîäàë-

ãåáðû Char(R,F ) â ïîäàëãåáðó ñóïåðñèììåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ îò íàáîðîâ ïåðå-

ìåííûõ {q−1µi} è {−qνj}. Òåïåðü íåòðóäíî çàïèñàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì
(1.45) â ïîëíîñòüþ ôàêòîðèçîâàííîì âèäå. Ñ ýòîé öåëüþ çàìåòèì, ÷òî ïàðàìåòðè-

çàöèîííîå îòîáðàæåíèå åñòåñòâåííûì îáðàçîì çàäàåò íà àëãåáðå C[µ, ν] ñòðóêòóðó

ëåâîãî Char(R,F )-ìîäóëÿ. Ïîëüçóÿñü ýòîé ñòðóêòóðîé, ïîñòðîèì ðàñøèðåíèå ïðî-

ñòðàíñòâà êâàíòîâûõ ìàòðèö:

Pow(R,F ) := Pow(R,F )
⊗

Char(R,F )
C[µ, ν] .

Êâàíòîâîå ìàòðè÷íîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå Pow(R,F ) äàåòñÿ ôîðìóëîé

(N
⊗

Char(R,F )
x)∗(K ⊗

Char(R,F )
y) := (N∗K)

⊗
Char(R,F )

(xy) , ∀N,K ∈ Pow(R,F ) , ∀ x, y ∈ C[µ, ν] .

Ýòî ïðîèçâåäåíèå àññîöèàòèâíî è êîììóòàòèâíî.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå òîæäåñòâà (1.45) è (1.82) çàïèñàíû â àëãåáðå Pow(R,F ).

Ïðè ïåðåõîäå ê ðàñøèðåííîé àëãåáðå Pow(R,F ) ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ïîäñòàíîâêè

(1.83) è (1.84) ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ïîëèíîìó â òîæäåñòâå (1.82) è ïîëíîñòüþ

ôàêòîðèçîâàòü åãî â ïðîèçâåäåíèå ñëåäóþùèõ ñîìíîæèòåëåé

(s[m|n](M) I)∗2 ∗
m∏
i=1

(M − µiI) ∗
n∏

j=1

(M − νjI) ≡ 0 . (1.85)

Çäåñü âñå ïðîèçâåäåíèÿ ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå êâàíòîâîãî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ.

6Çäåñü ìû äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåì àëãåáðàè÷åñêóþ íåçàâèñèìîñòü ýëåìåíòîâ
s[m|n]k (M)

s[m|n] (M) ,

1 ≤ k ≤ m è
s[m|n]r (M)

s[m|n] (M) , 1 ≤ r ≤ n.
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Ïðèâåäåííàÿ âûøå ïîëíîñòüþ ôàêòîðèçîâàííàÿ ôîðìà òîæäåñòâà Êýëè-Ãàìèëüòîíà

ñëóæèò îñíîâàíèåì äëÿ èíòåðïðåòàöèè íàáîðîâ {µi} è {νj} êàê, ñîîòâåòñòâåííî,
�÷åòíûõ� è �íå÷åòíûõ� ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êâàíòîâîé ñóïåðìàòðèöû M .

Çàìå÷àíèå 17 Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëû ïàðàìåòðèçàöèè (1.83)�(1.85) ïîëó÷åíû

íà ôîðìàëüíîì àëãåáðàè÷åñêîì óðîâíå. Äðóãîé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà òåîðèè

ïðåäñòàâëåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãåáð, áûë ðàçâèò â ðàáîòàõ [50, 28] (ñì., òàê-

æå, öèòèðîâàííóþ òàì ëèòåðàòóðó è ðàáîòó [66]). Òàêîé ïîäõîä ïðîäóêòèâåí äëÿ

ñåìåéñòâà RE àëãåáð, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäàëãåáðà

ïðèíàäëåæèò öåíòðó êâàíòîâîé ìàòðè÷íîé àëãåáðû (ñì., íàïðèìåð, ïîñëåäíþþ

âåðñèþ ðàáîòû [43], ðàçäåë 3.2, ïðåäëîæåíèå 5). Îäíàêî â ñëó÷àå îáùåé êâàíòî-

âîé ìàòðè÷íîé àëãåáðû ïðèìåíåíèå ïîäîáíûõ ìåòîäîâ âåñüìà ïðîáëåìàòè÷íî.

1.5.4 Ñïåêòðàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîäàëãåáðû

Ýòîò ïàðàãðàô çàâåðøàåò ïàðàìåòðèçàöèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîäàëãåáðû â òåð-

ìèíàõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êâàíòîâîé ñóïåðìàòðèöû M . Ñ ýòîé öåëüþ ìû ïà-

ðàìåòðèçóåì ãåíåðàòîðû õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîäàëãåáðû s(1k)(M) = s[k|1](M) è

s(k)(M) = s[1|k](M) è äîêàçûâàåì, ÷òî ýëåìåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîäàëãåáðû

ÿâëÿþòñÿ ñóïåðñèììåòðè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè îò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû

M . Ýòèì ïðîáëåìà ïàðàìåòðèçàöèè â ïðèíöèïå èñ÷åðïûâàåòñÿ.

Çàâåðøàåòñÿ ýòîò ðàçäåë âûâîäîì ïàðàìåòðèçàöèîííîé ôîðìóëû (1.93) äëÿ

ôóíêöèè Øóðà s[m|n](M), ÷òî ïîçâîëÿåò ïåðåôîðìóëèðîâàòü óñëîâèå îáðàòèìîñòè

ôóíêöèè s[m|n](M) â âèäå óñëîâèÿ íà ñïåêòðàëüíûå çíà÷åíèÿ {µi}1≤i≤m è {νj}1≤j≤n.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ôîðìóëû (1.93) ìû ïîëüçóåìñÿ åùå îäíèì íàáîðîì áèëèíåé-

íûõ ñîîòíîøåíèé â êîëüöå ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé Λ (ëåììà 15). Îòìåòèì, ÷òî

ñîîòíîøåíèå (1.93) åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ôàêòîðèçàöèîííîé ôîðìóëû, èçâåñòíîé

â â òåîðèè ñóïåðñèììåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ [2, 80].

Óòâåðæäåíèå 18 ÏóñòüM(R,F ) ÿâëÿåòñÿ êâàíòîâîé ìàòðè÷íîé àëãåáðîé GL(m|n)
òèïà. Òîãäà ïàðàìåòðèçàöèîííîå îòîáðàæåíèå (1.83), (1.84) ñîïîñòàâëÿåò ãåíå-

ðàòîðàì {s[k|1](M)}k≥0 è {s[1|k](M)}k≥0 õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîäàëãåáðû Char(R,F )
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ñëåäóþùèå ïîëèíîìû îò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êâàíòîâîé ñóïåðìàòðèöû M

s[k|1](M) 7→ s[k|1](µ, ν) =
k∑

r=0

er(q
−1µ)hk−r(−qν) , (1.86)

s[1|k](M) 7→ s[1|k](µ, ν) =
k∑

r=0

er(−qν)hk−r(q
−1µ) . (1.87)

Çäåñü er(q
−1µ) :=

∑
1≤i1<···<ir≤m

q−rµi1µi2 . . . µir è hr(−qν) :=
∑

1≤i1≤···≤ir≤n

(−q)rνi1νi2 . . . νir

ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ñèììåòðè÷åñêèìè è ïîëíûìè ñèììåòðè÷åñêèìè ïî-

ëèíîìàìè îò m è n ïåðåìåííûõ ñîîòâåòñòâåííî ([65], ðàçäåë 1.2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî èíäåêñó k. Ïðàâèëî Ëèòòëâóäà-

Ðè÷àðäñîíà (1.47) äàåò

s[m|n](M) s(1)(M) = s
[m|n]1 (M) + s[m|n]1 (M).

Ïîäåëèâ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà s[m|n](M) è âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëàìè

(1.83), (1.84), ìû ïðèõîäèì ê ïàðàìåòðèçàöèîííîé ôîðìóëå äëÿ s(1)(M)

s(1)(µ, ν) = s[1|1](µ, ν) = e1(q
−1µ) + e1(−qν) ,

êîòîðàÿ ìîæåò áûòü òîæäåñòâåííî ïåðåïèñàíà â âèäå

s[1|1](µ, ν) = e1(q
−1µ) + h1(−qν) , èëè s[1|1](µ, ν) = e1(−qν) + h1(q

−1µ) .

Ýòè âûðàæåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé ôîðìóë (1.86) è (1.87) äëÿ

k = 1 (ïåðâûé øàã èíäóêöèè).

Òåïåðü, ïîëàãàÿ ñîîòíîøåíèÿ (1.86) è (1.87) âûïîëíåííûìè äëÿ âñåõ çíà÷åíèé

èíäåêñà 1 ≤ k < p, äîêàæåì èõ ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ k = p. Ìû ïðèâåäåì ïîäðîáíîå

äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû (1.87). Ôîðìóëà (1.86) ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì íà ôóíêöèè Øóðà (äîêàçàòåëüñòâî

ñì. â [34])

min{p,m}∑
i=0

(−1)is[1|p−i](M) s[m|n]i(M) = θ(n− p) s[m|n]p(M) . (1.88)

Çäåñü θ(i) := 0 åñëè i < 0 è θ(i) := 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïîäñòàâëÿÿ â (1.88)

ïàðàìåòðèçîâàííûå âûðàæåíèÿ äëÿ s[m|n]i(M)/s[m|n](M) è s[m|n]p(M)/s[m|n](M) (ñì.

(1.83) è (1.84)), ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

s[1|p](µ, ν) = ep(−qν)−
p∑

i=1

(−1)is[1|p−i](µ, ν) ei(q
−1µ). (1.89)
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Ïîëüçóÿñü ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè äëÿ ýëåìåíòîâ s[1|p−i](µ, ν), 1 ≤ i ≤ p, âû-

ïîëíèì ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

s[1|p](µ, ν) = ep(−qν)−
p−1∑
j=0

ej(−qν)
p−j∑
i=1

(
(−1)ihp−j−i(q

−1µ) ei(q
−1µ)

)
= ep(−qν) +

p−1∑
j=0

ej(−qν)hp−j(q
−1µ) =

p∑
j=0

ej(−qν)hp−j(q
−1µ) ,(1.90)

ãäå ïðè ïåðåõîäå êî âòîðîé ñòðîêå áûëè ïðèìåíåíû ñîîòíîøåíèÿ Âðîíñêîãî (ñì.

[34])
p−j∑
i=1

(−1)ihp−j−i(q
−1µ) ei(q

−1µ) = −hp−j(q
−1µ) .

Ôîðìóëà (1.90) çàâåðøàåò èíäóêòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî ñîîòíîøåíèÿ (1.87).

Íàïîìíèì òåïåðü îïðåäåëåíèå ñóïåðñèììåòðè÷åñêîãî ïîëèíîìà (ñì., íàïðè-

ìåð, ðàáîòó [88]).

Îïðåäåëåíèå 19 Ïóñòü x = {xi}1≤i≤m è y = {yj}1≤j≤n ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâà

íàáîðà íåçàâèñèìûõ êîììóòàòèâíûõ ïåðåìåííûõ. Ïîëèíîì p ∈ C[x, y] íàçûâà-

åòñÿ ñóïåðñèììåòðè÷åñêèì, åñëè

a) p èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê ïåðåìåííûõ x1, . . . , xm;

b) p èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê ïåðåìåííûõ y1, . . . , yn;

c) ïðè ïîäñòàíîâêå â p x1 = y1 = t, ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò t.

Àëãåáðà ñóïåðñèììåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ â äàëüíåéøåì áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ñèì-

âîëîì T [x, y].

Ïîëèíîìû s[k|1](µ, ν) è s[1|k](µ, ν), îïðåäåëåííûå ñîîòíîøåíèÿìè (1.86) è (1.87),

î÷åâèäíûì îáðàçîì óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì a) è b) îïðåäåëåíèÿ 19 îòíîñèòåëüíî

ïåðåìåííûõ xi = q−1µi è yj = −qνj. Âûïîëíåíèå äëÿ íèõ òðåòüåãî óñëîâèÿ c)

âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 20 Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ ïîäíàáîðîâ ïåðåìåííûõ {µ′} := {µ} \ {µ1} =
{µi}2≤i≤m , {ν ′} := {ν} \ {ν1} = {νi}2≤j≤n. Äëÿ ïîëèíîìîâ s[1|k](µ, ν) è s[k|1](µ, ν)
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ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ

s[1|k](µ, ν) = s[1|k](µ
′, ν ′) + (q−1µ1 − qν1)

k−1∑
r=0

(
q−1µ1

)k−r−1
s[1|r](µ

′, ν ′) , (1.91)

s[k|1](µ, ν) = s[k|1](µ
′, ν ′) + (q−1µ1 − qν1)

k−1∑
r=0

(−qν1)k−r−1 s[r|1](µ
′, ν ′). (1.92)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòàðíîé è ïîëíîé ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíê-

öèé íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

ek(µ) = ek(µ
′) + µ1 ek−1(µ

′) , hk(µ) =
k∑

r=0

(µ1)
r hk−r(µ

′) .

Ïîäñòàâèâ ýòè ñîîòíîøåíèÿ â ôîðìóëû (1.86) è (1.87) è ïðîâåäÿ íåñëîæíûå ïðå-

îáðàçîâàíèÿ, ìû ïîëó÷èì â ðåçóëüòàòå (1.91) è (1.92).

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî ïîëèíîìû s[k|1](µ, ν) è s[1|k](µ, ν) ÿâëÿþòñÿ ñóïåðñèì-

ìåòðè÷åñêèìè. Êðîìå òîãî, êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòå [80] (ñì. òàì òåîðåìó (3.1) è

ïðåäëîæåíèå (2.3)), àëãåáðà ñóïåðñèììåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ T [q−1µ,−qν] ãåíåðè-
ðóåòñÿ ëþáûì èç íàáîðîâ ïîëèíîìîâ {s[1|k](µ, ν)}k≥0 èëè {s[k|1](µ, ν)}k≥0. Ïîýòîìó,

ïîëüçóÿñü Óòâåðæäåíèåì 18, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó çàêëþ÷åíèþ.

Ñëåäñòâèå 21 Â óñëîâèÿõ Óòâåðæäåíèÿ 18 îáðàç õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîäàë-

ãåáðû Char(R,F ) îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðèçàöèîííîãî îòîáðàæåíèÿ (1.83), (1.84)

ñîâïàäàåò ñ àëãåáðîé T [q−1µ,−qν] ñóïåðñèììåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ îò ïåðåìåí-

íûõ {q−1µi}1≤i≤m è {−qνj}1≤j≤n.

Â çàââåðøåíèå ýòîãî ïàðàãðàôà, ïðèâåäåì ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ïàðàìåòðèçà-

öèè ôóíêöèè Øóðà s[m|n](M), ïîñêîëüêó ýòîò ýëåìåíò èãðàåò âûäåëåííóþ ðîëü â

íàøèõ ïîñòðîåíèÿõ (â ÷àñòíîñòè, ôîðìóëû (1.83�1.84) ïðåäïîëàãàþò åãî îáðàòè-

ìîñòü).

Óòâåðæäåíèå 22 ÏóñòüM(R,F ) ÿâëÿåòñÿ êâàíòîâîé ìàòðè÷íîé àëãåáðîé GL(m|n)
òèïà. Òîãäà îáðàç ôóíêöèè Øóðà s[m|n](M) îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðèçàöèîííîãî

îòîáðàæåíèÿ (1.83), (1.84) äàåòñÿ ôîðìóëîé

s[m|n](M) 7→ s[m|n](µ, ν) =
m∏
i=1

n∏
j=1

(
q−1µi − qνj

)
. (1.93)

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå îáðàòèìîñòè ôóíêöèè Øóðà s[m|n](M) ðàâíîñèëüíî îáðà-

òèìîñòè âñåõ ìíîæèòåëåé (q−1µi − qνj) 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n â ïðîèçâåäåíèè

(1.93).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óìíîæèì îáðàç ñîîòíîøåíèé (1.76) â õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïî-

äàëãåáðå Char(R,F ) íà ýëåìåíò (s[m|n](M))−1 è ïðèìåíèì ïàðàìåòðèçàöèîííîå

îòîáðàæåíèå. Â ñèëó îïðåäåëåíèé (1.83), (1.84) ïðèõîäèì ê ðåçóëüòàòó

s[m|n](µ, ν) = en(−qν) s[m−1|n](µ, ν) + em(q
−1µ) s[m|n−1](µ, ν). (1.94)

Çàìå÷àÿ, ÷òî

em(q
−1µ)|µi=0 = 0 , ∀ i : 1 ≤ i ≤ m, en(−qν)|νj=0 = 0 , ∀ j : 1 ≤ j ≤ n,

ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ñóïåðñèììåòðè÷åñêîãî ïîëèíîìà s[m|n](µ, ν)

s[m|n](µ, ν)|q−1µi=qνj = s[m|n](µ, ν)|µi=νj=0 = 0 , ∀i, j : 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n. (1.95)

Èç ôîðìóë ßêîáè-Òðóäè (1.72) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿØóðà s[m|n](µ, ν)

ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ïîëèíîìîì ïîðÿäêà (m + n) îò ïåðåìåííûõ {q−1µi}1≤i≤m è

{qνj}1≤j≤n. Ýòîò ôàêò âìåñòå ñ òðåáîâàíèåì ñóïåðñèììåòðè÷íîñòè è ñâîéñòâîì

(1.95) îïðåäåëÿåò âèä s[m|n](µ, ν) ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëîâîãî ìíîæè-

òåëÿ

s[m|n](µ, ν) = α
m∏
i=1

n∏
j=1

(
q−1µi − qνj

)
. (1.96)

Äëÿ ôèêñàöèè ìíîæèòåëÿ α âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäñòâèåì ïàðàìåòðèçàöèè (1.87)

s(k)(µ, ν)|µ1=···=µm=0 = ek(−qν).

Òîãäà èç ïðåäñòàâëåíèÿ ßêîáè-Òðóäè äëÿ s[m|n](M) âûòåêàåò

s[m|n](µ, ν)|µ1=···=µm=0 = det
(
en−i+j(−qν)

)m
i,j=1

=
(
en(−qν)

)m
=
( n∏
i=1

(−qνi)
)m
.

Ñðàâíèâàÿ ýòîò ðåçóëüòàò ñî çíà÷åíèåì âûðàæåíèÿ (1.96) â òî÷êå µ1 = · · · = µm =

0, ìû íàõîäèì α = 1 çàâåðøàÿ, òåì ñàìûì, âñå äîêàçàòåëüñòâî.

2 Òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðà-

æåíèé

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ òåîðèÿ êîíå÷íîìåðíûõ ýêâèâàðèàíòíûõ ïðåä-

ñòàâëåíèé àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé. Ñòðîèòñÿ êâàçèòåíçîðíàÿ êàòåãîðèÿ ñî-

îòâåòñòâóþùèõ ìîäóëåé è ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà U = SpanC(l
i
j)
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ãåíåðàòîðîâ àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåíà ñ îäíèì

èç îáúåêòîâ ýòîé êàòåãîðèè. Òàêîå ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü äåéñòâèå ãåíå-

ðàòîðîâ àëãåáðû íà ïðîñòðàíñòâå U � àíàëîã ïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â

òåîðèè àëãåáð Ëè. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ïîñòðîåíèè êâàíòî-

âûõ àíàëîãîâ âåêòîðíûõ ïîëåé íà íåêîììóòàòèâíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ.

2.1 Îáùàÿ ôîðìà ñèììåòðèè Ãåêêå

Êîñîîáðàòèìûå ãåêêåâñêèå R-ìàòðèöû èëè ñèììåòðèè Ãåêêå (ñì. Ïðèëîæåíèå À)

çàäàþò ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ãåíåðàòîðîâ àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé

è, òåì ñàìûì, ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò åå àëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Ýòîò ïîä-

ðàçäåë äèññåðòàöèè ïîñâÿùåí ïðîáëåìå êëàññèôèêàöèè (êîñîîáðàòèìûõ) ñèììåò-

ðèé Ãåêêå. Â îñíîâå êëàññèôèêàöèè � òåîðèÿ àëãåáð Ãåêêå ñåðèè Ak−1 è èõ R-

ìàòðè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé. Õîðîøèé îáçîð ýòèõ âîïðîñîâ, êàê è ìíîãî÷èñëåííûå

ññûëêè íà îðèãèíàëüíûå ðàáîòû, ìîæíî íàéòè â [73]. Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ, â

Ïðèëîæåíèè À ñîáðàíû îñíîâíûå ôàêòû óïîìÿíóòîé òåîðèè, íåîáõîäèìûå äëÿ

ïîíèìàíèÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ.

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ ñèììåòðèþ Ãåêêå R : V ⊗2 → V ⊗2 è ðàññìîòðèì R-

ñèììåòðè÷åñêóþ Λ+(V ) è R-êîñîñèììåòðè÷åñêóþ Λ−(V ) àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà

V , êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ êàê ñëåäóþùèå ôàêòîð-àëãåáðû ñâîáîäíîé òåíçîðíîé

àëãåáðû T (V )

Λ±(V ) := T (V )/⟨(Im(q±1 I12 ∓R12)⟩, I12 = I ⊗ I . (2.1)

Ñèìâîë ⟨J⟩ áóäåò â äàëüíåéøåì îáîçíà÷àòü äâóñòîðîííèé èäåàë â T (V ), ïîðîæ-

äåííûé ïîäìíîæåñòâîì J ⊂ T (V ).

Ñîñòàâèì äàëåå ðÿä Ãèëüáåðòà-Ïóàíêàðå àëãåáð Λ±(V ):

P±(t) :=
∑
k≥0

tk dim Λk
±(V ) , (2.2)

ãäå Λk
±(V ) ⊂ Λ±(V ) åñòü îäíîðîäíûå êîìïîíåíòû ñòåïåíè k.

Ðåøàþùóþ ðîëü â êëàññèôèêàöèè âîçìîæíûõ ôîðì ñèììåòðèé Ãåêêå èãðàåò

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 23 Ïóñòü R åñòü ïðîèçâîëüíàÿ ñèììåòðèÿ Ãåêêå, óäîâëåòâîðÿ-

þùàÿ óðàâíåíèÿì (A.22) è (A.23) ïðè íåêîòîðîì îáùåì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà q

(ñì. óñëîâèå (A.5)). Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ðÿäîâ Ãèëüáåðòà-

Ïóàíêàðå:
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1. Ðÿäû Ãèëüáåðòà-Ïóàíêàðå P±(t) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

P+(t)P−(−t) = 1.

2. Ðÿä Ãèëüáåðòà-Ïóàíêàðå P−(t) (è ñëåäîâàòåëüíî P+(t)) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ âèäà:

P−(t) =
N(t)

D(t)
=

1 + a1 t+ ...+ am t
m

1− b1 t+ ...+ (−1)n bn tn
=

∏m
i=1(1 + xit)∏n
j=1(1− yjt)

, (2.3)

ãäå êîýôôèöèåíòû ai è bi åñòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïîëèíîìû N(t) è D(t)

âçàèìíî ïðîñòû è âñå âåùåñòâåííûå ÷èñëà xi è yi ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëü-

íûìè.

3. Åñëè, êðîìå òîãî, ñèììåòðèÿ Ãåêêå R êîñîîáðàòèìà, òî ïîëèíîìû N(t) è

D(−t) ÿâëÿþòñÿ âîçâðàòíûìè7.

Ïåðâîå óòâåðæäåíèå èç ïðèâåäåííîãî â Óòâåðæäåíèè 23 ñïèñêà áûëî äîêàçàíî

â ðàáîòå [25], âòîðîå è òðåòüå, ñîîòâåòñòâåííî, â ðàáîòàõ [77, 11] è [15].

Îïðåäåëåíèå 24 Ïóñòü R : V ⊗2 → V ⊗2 åñòü êîñîîáðàòèìàÿ ñèììåòðèÿ Ãåêêå,

è ïóñòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà m è n ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé, ñîîòâåòñòâåííî, ñòåïåíè

ìíîãî÷ëåíîâ N(t) è D(t) â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè P−(t).

Óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (m|n) áóäåì íàçûâàòü áè-ðàíãîì ñèì-

ìåòðèè R. Åñëè n = 0 (ñîîòâåòñòâåííî m = 0), ñèììåòðèÿ Ãåêêå áóäåò íàçûâàòüñÿ

÷åòíîé (ñîîòâåòñòâåííî íå÷åòíîé). Åñëè îáå êîìïîíåíòû áè-ðàíãà îòëè÷íû îò

íóëÿ, ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèììåòðèÿ R îòíîñèòñÿ ê îáùåìó òèïó.

Çàìå÷àíèå 25 Â ñâåòå Îïðåäåëåíèÿ 24, ëþáàÿ êîñîîáðàòèìàÿ ñèììåòðèÿ Ãåêêå

ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ñóïåð-ïåðåñòàíîâêè, äëÿ êîòîðîé ðÿä Ãèëüáåðòà-Ïóàíêàðå,

êàê èçâåñòíî, èìååò âèä P−(t) = (1 + t)m(1− t)−n, ãäå m = dim V0 è n = dim V1 �

ðàçìåðíîñòè ÷åòíîé è íå÷åòíîé êîìïîíåíò ñóïåð-ïðîñòðàíñòâà. Òàêàÿ òðàêòîâêà

ñèììåòðèé Ãåêêå ìîòèâèðîâàíà òàêæå è ñõîäñòâîì ñîîòâåòñòâóþùèõ êàòåãîðèé

Øóðà-Âåéëÿ (ñì. íèæå).

7Íàïîìíèì, ÷òî ïîëèíîì p(t) = c0 + c1t + · · · + cnt
n ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ci

íàçûâàåòñÿ âîçâðàòíûì, åñëè p(t) = tnp(t−1) èëè, ýêâèâàëåíòíî, ci = cn−i, 0 ≤ i ≤ n.
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Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê íåêîòîðûì âàæíûì ñëåäñòâèÿì Óòâåðæäåíèÿ 23. Ïóñòü

ñèììåòðèÿ Ãåêêå R èìååò áè-ðàíã (m|n). Êàê èçâåñòíî, ñ ïîìîùüþ ñèììåòðèè R

ìîæíî ïîñòðîèòü ïðåäñòàâëåíèÿ ρR àëãåáð Ãåêêå Hk(q) ñåðèè Ak−1 (äëÿ k ≥ 2) â

îäíîðîäíûõ êîìïîíåíòàõ V ⊗p ⊂ T (V ) äëÿ âñåõ p ≥ k:

ρR : Hk(q)→ End(V ⊗p), p ≥ k .

Â ÿâíîì âèäå ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ ïðèâåäåíû â Ïðèëîæåíèè À (ñì. ôîðìóëó (A.24)).

Â ïðåäñòàâëåíèè ρR ïðèìèòèâíûå èäåìïîòåíòû àëãåáðû Ãåêêå eλa ∈ Hk(q), λ ⊢
k, ïðåâðàùàþòñÿ â ïðîåêöèîííûå îïåðàòîðû

ρR(e
λ
a) = Eλ

a (R) ∈ End (V ⊗p), p ≥ k , (2.4)

èíäåêñ a ïåðå÷èñëÿåò âñå ñòàíäàðòíûå òàáëèöû Þíãà (λ, a), êîòîðûå ìîãóò áûòü

ïîñòðîåíû ïî äàííîìó ðàçáèåíèþ λ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k. Îáùåå ÷èñëî ñòàíäàðò-

íûõ òàáëèö, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçáèåíèþ λ, áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì dλ.

Âñÿêîå ïðîñòðàíñòâî V ⊗p, p ≥ 2, ìîæåò áûòü ðàçëîæåíî â ïðÿìóþ ñóììó ñîá-

ñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðèâåäåííûõ âûøå ïðîåêòîðîâ

V ⊗p =
⊕
µ⊢p

dµ⊕
a=1

V(µ,a), V(µ,a) = Im(Eµ
a ) . (2.5)

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (A.13-A.14), ïðîåêòîðû Eµ
a , îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî çíà÷åíè-

åì èíäåêñà a, ñâÿçàíû îáðàòèìûì ïðåîáðàçîâàíèåì è, ñëåäîâàòåëüíî, âñå ïîä-

ïðîñòðàíñòâà V(µ,a) ñ ôèêñèðîâàííûì ðàçáèåíèåì µ è ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè a

èçîìîðôíû äðóã äðóãó.

Ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà q èç îáùåãî ïîëîæåíèÿ àëãåáðà Ãåêêå Hk(q) èçî-

ìîðôíà ãðóïïîâîé àëãåáðå K[Sk] ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû ïîðÿäêà k [95]. Îïèðàÿñü

íà ýòîò ôàêò, ìû ìîæåì äîêàçàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò [29, 77]:

V(λ,a)⊗V(µ,b) =
⊕
ν

⊕
dab∈Iab

V(ν,dab)
∼=
⊕
ν

cνλµ V(ν,d0) , λ ⊢ p, µ ⊢ k, ν ⊢ (p+k), (2.6)

ãäå íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà cνλµ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîýôôèöèåíòû Ëèòòë-

âóäà-Ðè÷àðäñîíà (ñì. [65]), èíäåêñ dab òàáëèö Þíãà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç íåêî-

òîðîãî ïîäìíîæåñòâà Iab ⊂ {1, 2, . . . , dν}, êîòîðîå çàâèñèò îò çíà÷åíèé èñõîäíûõ

èíäåêñîâ a è b. ×èñëî d0 â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå îòíîñèòñÿ ê èíäåêñó ëþáîé ôèê-

ñèðîâàííîé òàáëèöû Þíãà èç ìíîæåñòâà (ν, d), 1 ≤ d ≤ dν . Ñìûñë ýòîãî ðàâåí-

ñòâà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Õîòÿ ñëàãàåìûå V(ν,dab) ïðÿìîé ñóììû çàâèñÿò îò êîí-

êðåòíûõ çíà÷åíèé èíäåêñîâ a è b ïåðåìíîæàåìûõ ïðîñòðàíñòâ, îáùåå ÷èñëî ýòèõ
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ñëàãàåìûõ (êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Iab) îò a è b íå çàâèñèò, ïîëíîñòüþ

îïðåäåëÿåòñÿ ðàçáèåíèÿìè λ, µ è ν è ðàâíî çíà÷åíèþ êîýôôèöèåíòà Ëèòòëâó-

äà-Ðè÷àðäñîíà cνλµ. Ñëåäîâàòåëüíî, áëàãîäàðÿ óïîìÿíóòîìó âûøå èçîìîðôèçìó

V(ν,dab)
∼= V(ν,d0), ìû ìîæåì çàìåíèòü ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ ïî èíäåêñó dab ïðÿìîé

ñóììîé ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëà cνλµ êîïèé ïðîñòðàíñòâà V(ν,d0) (ñì. [29]).

Ïðèìåðîì ïîäïðîñòðàíñòâ V(λ,a) ñëóæàò îäíîðîäíûå êîìïîíåíòû Λk
+(V ) è Λk

−(V )

àëãåáð Λ±(V ) (2.1). Îíè ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè ïðîåêòîðîâ E(k) è E(1k), îòâå÷àþ-

ùèõ îäíîñòðî÷íûì è îäíîñòîëáöîâûì ðàçáèåíèÿì (k) è (1k) ñîîòâåòñòâåííî. Ýòîò

âàæíûé ôàêò ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ðàçìåðíîñòè íàä îñíîâíûì ïîëåì K âñåõ ïðî-

ñòðàíñòâ V(λ,a), ïðè óñëîâèè, ÷òî ðÿä Ãèëüáåðòà-Ïóàíêàðå P−(t) èçâåñòåí. Ïîñêîëü-

êó âñå ïðîñòðàíñòâà V(λ,a), îòâå÷àþùèå îäíîìó ðàçáèåíèþ λ èçîìîðôíû, ìû áóäåì

îáîçíà÷àòü èõ K-ðàçìåðíîñòè ñèìâîëîì dimVλ.

×òîáû ïðîäâèíóòüñÿ äàëüøå, íàì áóäåò íåîáõîäèìî ïðèâåäåííîå íèæå ñëåä-

ñòâèå Óòâåðæäåíèÿ 23.

Ñëåäñòâèå 26 Ïóñòü ñèììåòðèÿ Ãåêêå R èìååò áè-ðàíã (m|n), è ðÿä Ãèëüáåð-

òà-Ïóàíêàðå ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåáðû Λ−(V ) äàåòñÿ âûðàæåíèåì (2.3). Òîãäà

ðàçìåðíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâ V(k) è V(1k), îïðåäåëÿåìûõ ðàçáèåíèÿìè (k) è (1k)

äëÿ âñåõ k ∈ N, çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

dimV(k) = s(k)(x|y) :=
k∑

i=0

hi(x)ek−i(y), (2.7)

dimV(1k) = s(1k)(x|y) :=
k∑

i=0

ei(x)hk−i(y) , (2.8)

ãäå hi è ei ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïîëíîé ñèììåòðè÷åñêîé è ýëåìåíòàðíîé

ñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèÿìè ñâîèõ àðãóìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì òîëüêî ïåðâóþ èç ïðèâåäåííûõ âûøå ôîðìóë,

ïîñêîëüêó äîêàçàòåëüñòâî âòîðîé ôîðìóëû ïðîâîäèòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî.

Ïîñêîëüêó, êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, V(k) = Λk
+(V ), òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàí-

ñòâà V(k) ìîæåò áûòü íàéäåíà ïóòåì k-êðàòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ðÿäà P+(t) â

òî÷êå t = 0

dimV(k) =
1

k!

dk

dtk
P+(t)|t=0 .

Ïîëüçóÿñü ñâÿçüþ P+(t)P−(−t) = 1 (ñì. Óòâåðæäåíèå 23) è ñîîòíîøåíèåì (2.3),
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ïðåäñòàâèì ðÿä P+(t) â âèäå

P+(t) =
n∏

i=1

(1 + yit)
m∏
j=1

1

(1− xjt)
= E(y|t)H(x|t),

ãäå E(·) è H(·) îáîçíà÷àþò ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ ýëåìåíòàðíûõ è ïîëíûõ

ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé êîíå÷íîãî ÷èñëà ñîîòâåòñòâóþùèõ àðãóìåíòîâ [65]:

ek(y) =
∑

1≤i1<···<ik≤n

yi1 . . . yik =
1

k!

dk

dtk
E(y|t)|t=0

hk(x) =
∑

1≤j1≤···≤jk≤m

xj1 . . . xjk =
1

k!

dk

dtk
H(x|t)|t=0 .

Âû÷èñëÿÿ k-þ ïðîèçâîäíóþ îò P+(t) â òî÷êå t = 0 ñ ó÷åòîì ýòèõ ñîîòíîøåíèé, ìû

ïðèäåì ê ðàâåíñòâó (2.7).

Îòìåòèì, ÷òî ïîëèíîìû s(k)(x|y) è s(1k)(x|y), îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè (2.7)

è (2.8), ïðèíàäëåæàò êëàññó òàê íàçûâàåìûõ ñóïåð-ñèììåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ

îò íàáîðîâ àðãóìåíòîâ {xi} è {yj}. Ïî îïðåäåëåíèþ [88], ïîëèíîì p(u|v) îò äâóõ
íàáîðîâ àðãóìåíòîâ íàçûâàåòñÿ ñóïåð-ñèììåòðè÷åñêèì, åñëè îí ñèììåòðè÷åñêèé

îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê àðãóìåíòîâ âíóòðè íàáîðîâ {ui} è {vj} è, êðîìå òîãî,
åñëè ñïåöèôèêàöèÿ u1 = v1 = t ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó, íå çàâèñÿùåìó îò t. Ïî-

ëèíîìû s(k)(x|y) è s(1k)(x|y), î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó îïðåäåëåíèþ, åñëè

ïîëîæèòü, íàïðèìåð, u = x, v = −y (ïðÿìîå ñëåäñòâèå òàê íàçûâàåìûõ ñîîòíîøå-
íèé Âðîíñêîãî).

Êðîìå òîãî, íàáîð ïîëèíîìîâ s(k)(x|y) (ñîîòâåòñòâåííî s(1k)(x|y)) äëÿ âñåõ k ∈
N, ÿâëÿåòñÿ ñóïåð-ñèììåòðè÷åñêèì àíàëîãîì íàáîðà ïîëíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ (ñî-

îòâåòñòâåííî ýëåìåíòàðíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ) ôóíêöèé êîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåí-

íûõ. Â ÷àñòíîñòè, íàáîð òàêèõ ïîëèíîìîâ ãåíåðèðóåò âñå êîëüöî ñóïåð-ñèììåòðè÷åñêèõ

ïîëèíîìîâ, çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííûõ {xi} è {yj}. Ýòî êîëüöî îáëàäàåò Z-áàçèñîì,

îáðàçîâàííûì ñóïåð-ñèììåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè Øóðà sλ(x|y), êîòîðûå âûðà-
æàþòñÿ â òåðìèíàõ ãåíåðàòîðîâ s(k)(x|y) (èëè s(1k)(x|y)) ïîñðåäñòâîì äåòåðìèíàíò-

íûõ òîæäåñòâ ßêîáè-Òðóäè [65].

Ñóïåð-ñèììåòðè÷åñêèå ôóíêöèèØóðà îïðåäåëÿþò çíà÷åíèÿ ðàçìåðíîñòåé dimVλ.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåçóëüòàòà, íàì íåîáõîäèìî åùå îäíî îïðå-

äåëåíèå.
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Îïðåäåëåíèå 27 ([2]) Çàôèêñèðîâàâ ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà m ≥ 0 è n ≥ 0,

ðàññìîòðèì ðàçáèåíèÿ λ = (λ1, λ2, . . . ), óäîâëåòâîðÿþùèå îãðàíè÷åíèþ λm+1 ≤ n.

Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ðàçáèåíèé áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì H(m,n) è ëþáîå

ðàçáèåíèå λ ∈ H(m,n) èç ýòîãî ìíîæåñòâà áóäåì íàçûâàòü êðþêîì òèïà H(m,n).

Óòâåðæäåíèå 28 ([77]) Ïóñòü ñèììåòðèÿ Ãåêêå R èìååò áè-ðàíã (m|n). Òîãäà
ðàçìåðíîñòè dimVλ ïîäïðîñòðàíñòâ, âõîäÿùèõ â ðàçëîæåíèå (2.5), îïðåäåëÿþò-

ñÿ ñëåäóþùèìè ïðàâèëàìè:

1. Äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ λ = (λ1, . . . , λk) ∈ H(m,n) ðàçìåðíîñòü dimVλ ̸= 0 è

âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

dimVλ = sλ(x|y) . (2.9)

Çäåñü

sλ(x|y) = det ∥s(λi−i+j)(x|y)∥1≤i,j≤k ,

ãäå ïðè k ≥ 0 ñóïåð-ñèììåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ s(k)(x|y) îïðåäåëÿåòñÿ âûðà-

æåíèåì (2.7), à ïðè k < 0 s(k) := 0.

2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçáèåíèÿ λ èìååì

dimVλ = 0 ⇔ λ ̸∈ H(m,n) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî

dim(U ⊗W ) = dimU dimW, dim(U ⊕W ) = dimU + dimW

è âû÷èñëÿÿ ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ â îáåèõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà (2.6), íàõîäèì

dimVλ dimVµ =
∑
ν

cνλµ dimVν .

Ïîñëå ýòîãî äîêàçûâàåìûé ðåçóëüòàò (2.9) íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòûì

èíäóêòèâíûì ðàññóæäåíèåì íà îñíîâå Ñëåäñòâèÿ 26 (ïîäðîáíîñòè ìîæíî íàéòè,

íàïðèìåð, â ðàáîòå [34]).

Âòîðîå ñâîéñòâî, ïðèâåäåííîå â óñëîâèè Óòâåðæäåíèÿ 28, âûòåêàåò èç ñâîéñòâ

ñóïåð-ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé Øóðà sλ(x|y), óñòàíîâëåííûõ â [2] (ñì., òàêæå,

ðàáîòó [77]).

Â çàâåðøåíèå ðàçäåëà ïðåäñòàâèì åùå îäíó âàæíóþ ÷èñëîâóþ õàðàêòåðèñòèêó

ñèììåòðèè Ãåêêå, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç åå áè-ðàíã.

52



Óòâåðæäåíèå 29 Ïóñòü êîñîîáðàòèìàÿ ñèììåòðèÿ Ãåêêå R èìååò áè-ðàíã (m|n).
Òîãäà

TrB = TrC = qn−m(m− n)q . (2.10)

Óòâåòæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûìè äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèìè âû÷èñ-

ëåíèÿìè, ïîýòîìó äîêàçàòåëüñòâî âûíåñåíî â Ïðèëîæåíèå À.

Ñëåäñòâèå 30 Äëÿ êîñîîáðàòèìîé ñèììåòðèè Ãåêêå, èìåþùåé áè-ðàíã (m|n),
÷èñëîâîé ìíîæèòåëü ν â ôîðìóëå (A.30) ðàâåí q2(n−m), òî åñòü

BC = CB = q2(n−m)I .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî åñëè R åñòü êîñîîáðàòèìàÿ ñèì-

ìåòðèÿ Ãåêêå, òî ýòî æå ñïðàâåäëèâî è â îòíîøåíèè îïåðàòîðà R21 = PR12P .

Ïîýòîìó

R−1
21 = R21 − (q − q−1) I21 .

Âû÷èñëÿÿ Tr(2) îò îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà B1Ψ12 = R−1
21 B2 (ñì. (A.32)), ïîëó÷àåì

B1C1 = Tr(2) (B1Ψ12) = Tr(2)(R
−1
21 B2)

= Tr(2)((R21 − (q − q−1) I21)B2) = I1 − (q − q−1) I1TrR(()B) = q2(n−m) I1.

2.2 Êâàçèòåíçîðíàÿ êàòåãîðèÿ SW(V(m|n))

Â äàííîì ðàçäåëå ñòðîèòñÿ êâàçèòåíçîðíàÿ êàòåãîðèÿ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, êî-

òîðóþ ìû áóäåì íàçûâàòü êàòåãîðèåé Øóðà-Âåéëÿ è îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì SW(V(m|n)).

Â ýòîì îáîçíà÷åíèè îòðàæåí òîò ôàêò, ÷òî êàòåãîðèÿ Øóðà-Âåéëÿ ïîðîæäàåò-

ñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì V , ñâÿçàííûì ñ êîñîîáðàòèìîé ñèììåòðèåé Ãåêêå

R : V ⊗2 → V ⊗2, èìåþùåé áè-ðàíã (m|n). Îáúåêòû ýòîé êàòåãîðèè íàäåëÿþòñÿ

ñòðóêòóðîé ìîäóëÿ íàä àëãåáðîé (ìîäèôèöèðîâàííîãî) óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé.

Ïðè ïîñòðîåíèè êàòåãîðèè SW(V(m|n)) ìû áóäåì ñëåäîâàòü ïóòè, èçëîæåííîìó

â ðàáîòå [29], ãäå àíàëîãè÷íàÿ êàòåãîðèÿ áûëà ïîñòðîåíà äëÿ ÷åòíîé ñèììåòðèè

Ãåêêå áè-ðàíãà (m|0). Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ÷åòíîãî ñëó÷àÿ ÿâëÿåòñÿ òîò

ôàêò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî V ∗, äóàëüíîå ê ïðîñòðàíñòâó V , ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ

îáúåêòîì V(1m−1) êàòåãîðèè SW(V(m|0)) (îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâ Vλ äàíî â (2.5)).

Ýòî ñâîéñòâî ãàðàíòèðóåò æåñòêîñòü êàòåãîðèè Øóðà-Âåéëÿ â ÷åòíîì ñëó÷àå8.
8Íàïîìíèì, ÷òî (êâàçè)òåíçîðíàÿ êàòåãîðèÿ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ æåñòêîé,

åñëè âìåñòå ñ ëþáûìè åå îáúåêòîì U â êëàññå îáúåêòîâ ñîäåðæèòñÿ è äóàëüíûé îáúåêò U∗,

òàêîé, ÷òî îòîáðàæåíèÿ U ⊗ U∗ → K è U∗ ⊗ U → K ïðèíàäëåæàò êëàññó ìîðôèçìîâ êàòåãîðèè.
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Äëÿ îáùåãî çíà÷åíèÿ áè-ðàíãà (m|n) äàííîå ñâîéñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ, è ìû

âûíóæäåíû ðàñøèðèòü êàòåãîðèþ, äîáàâëÿÿ äóàëüíûå êî âñåì åå îáúåêòàì è îïðå-

äåëÿÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ëåâûå è ïðàâûå ñïàðèâàíèÿ. Ýòà çàäà÷à òðåáóåò, â ñâîþ

î÷åðåäü, ðàñøèðåíèÿ êàòåãîðíûõ òâèñòîâ íà äóàëüíûå îáúåêòû è îáåñïå÷åíèÿ èí-

âàðèàíòíîñòè ñïàðèâàíèé. Íàñòîÿùèé ðàçäåë ïîñâÿùåí ðåøåíèþ ýòèõ ïðîáëåì.

Èòàê, ïóñòü êîñîîáðàòèìàÿ ñèììåòðèÿ Ãåêêå R ∈ End(V ⊗2) èìååò áè-ðàíã

(m|n). Çàôèêñèðîâàâ áàçèñû {xi} è {xi ⊗ xj} â ïðîñòðàíñòâàõ V è V ⊗2 ñîîòâåò-

ñòâåííî, ìû ìîæåì îòîæäåñòâèòü R ñ ìàòðèöåé ∥R kl
ij ∥ :

R(xi ⊗ xj) = R kl
ij xk ⊗ xl, (2.11)

ãäå íèæíèå èíäåêñû íóìåðóþò ñòðîêè ìàòðèöû (â ñòàíäàðòíîì ëåêñèêîãðàôè÷å-

ñêîì óïîðÿäî÷åíèè), âåðõíèå èíäåêñû íóìåðóþò ñòîëáöû, è âñþäó â äàëüíåéøåì

ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå.

Êðîìå òîãî, ââåäåì äóàëüíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V ∗ è çàôèêñèðóåì â íåì

áàçèñ {xi}1≤i≤N , äóàëüíûé ê áàçèñó {xi} ïî îòíîøåíèþ ê íåêîòîðîé íåâûðîæäåí-

íîé áèëèíåéíîé ôîðìå

⟨ , ⟩r : V ⊗ V ∗ → K , ⟨xi, xj⟩r = δji . (2.12)

Èíäåêñ r (îò àíãëèéñêîãî òåðìèíà �right�) îòíîñèòñÿ ê ïîðÿäêó ñëåäîâàíèÿ àðãó-

ìåíòîâ â áèëèíåéíîé ôîðìå ⟨ , ⟩r: âåêòîðà äóàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà V ∗ ñòîÿò ñïðàâà

îò âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà V .

Ïî îïðåäåëåíèþ, äóàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì ê òåíçîðíîìó ïðîèçâåäåíèþ U ⊗W
áóäåì ñ÷èòàòü ïðîñòðàíñòâî W ∗ ⊗ U∗:

⟨U ⊗W,W ∗ ⊗ U∗⟩r := ⟨W,W ∗⟩r⟨U,U∗⟩r .

Âñëåäñòâèå òàêîãî âûáîðà, íóìåðàöèÿ êîìïîíåíò òåíçîðíîé ñòåïåíè V ∗⊗k îáðàòíà

íóìåðàöèè êîìïîíåíò òåíçîðíîé ñòåïåíè V ⊗k:

V ∗⊗k := V ∗
k ⊗ . . . V ∗

2 ⊗ V ∗
1 , V ⊗k := V1 ⊗ V2 ⊗ · · · ⊗ Vk .

Äàííóþ îñîáåííîñòü âñåãäà ñëåäóåò èìåòü ââèäó ïðè ðàáîòå ñ îïåðàòîðàìè, ïîìå-

÷åííûìè íîìåðàìè òåíçîðíûõ êîìïîíåíò, â êîòîðûõ îíè äåéñòâóþò (êàê â ôîð-

ìóëå (1.1) è äðóãèõ àíàëîãè÷íûõ âûðàæåíèÿõ).

Ðàñøèðèì òåïåðü òâèñò (2.11) íà ïðîñòðàíñòâî V ∗⊗ V ∗. Íèæå áóäåò ïîêàçàíî,

÷òî òðåáîâàíèå ñîãëàñîâàííîñòè ýòîãî ðàñøèðåíèÿ è èíâàðèàíòíîñòè ñïàðèâàíèÿ
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(2.12) ïðèâîäèò ê åäèíñòâåííîìó âûáîðó

R(xi ⊗ xj) = xr ⊗ xsR ji
sr . (2.13)

Òàêèì îáðàçîì, àíàëîãè÷íî êîíñòðóêöèÿì ðàçäåëà 2.1 ìû ìîæåì çàäàòü ïðåä-

ñòàâëåíèå àëãåáð Ãåêêå Hk(q) â òåíçîðíûõ ñòåïåíÿõ V ∗⊗k äëÿ âñåõ k ∈ K, çàòåì

ïîñòðîèòü ïðîåêòîðû Eλ
a è ââåñòè ïîäïðîñòðàíñòâà V ∗

(λ,a) ⊂ V ∗⊗k êàê îáðàçû äåé-

ñòâèÿ ýòèõ ïðîåêòîðîâ íà ñîîòâåòñòâóþùèå òåíçîðíûå ñòåïåíè ïðîñòðàíñòâà V ∗

(ñì. ôîðìóëû (2.4)�(2.6)). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñäåëàííîå âûøå çàìå÷àíèå î

íóìåðàöèè êîìïîíåíò òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîé ñòàí-

äàðòíîé òàáëèöå Þíãà (λ, a) ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òàáëèöà Þíãà (λ, a′),

òàêàÿ, ÷òî ïðîñòðàíñòâà V(λ,a) è V ∗
(λ,a′) äóàëüíû îòíîñèòåëüíî áèëèíåéíîé ôîðìû

(2.12).

Ïî îïðåäåëåíèþ, êëàññ îáúåêòîâ êàòåãîðèè SW(V(m|n)) ñîñòîèò èç âñåõ ïðÿìûõ

ñóìì ïðîñòðàíñòâ âèäà Vλ ⊗ V ∗
µ è V ∗

µ ⊗ Vλ, ãäå λ è µ ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè

ðàçáèåíèÿìè íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë. Íóëåâîå ðàçáèåíèå ñîîòâåòñòâóåò áà-

çèñíîìó ïðîñòðàíñòâó V0 := V èëè äóàëüíîìó ê íåìó V ∗
0 := V ∗. ×èñëîâîå ïîëå K,

íàä êîòîðûì îïðåäåëåíû ïðîñòðàíñòâà V è V ∗, òàêæå âêëþ÷àåòñÿ â êëàññ îáúåê-

òîâ è èãðàåò ðîëü åäèíè÷íîãî îáúåêòà íàøåé êàòåãîðèè

K⊗ V = V = V ⊗ K.

Îáðàòèìñÿ ê îïðåäåëåíèþ êëàññà ìîðôèçìîâ êàòåãîðèè SW(V(m|n)). Ïðåæäå

âñåãî, äëÿ ëþáîé ïàðû îáúåêòîâ U è W ìû äîëæíû çàäàòü òâèñò RU,W , ðåàëè-

çóþùèé èçîìîðôèçì U ⊗W ∼= W ⊗ U . Òâèñòû âèäà RVλ,Vµ è RV ∗
λ ,V ∗

µ
ïîëíîñòüþ

îïðåäåëÿþòñÿ áàçîâûìè òâèñòàìè RV,V è RV ∗,V ∗ , äåéñòâèå êîòîðûõ çàäàíî ôîðìó-

ëàìè (2.11) è (2.13). Ïîýòîìó íàì îñòàëîñü íàéòè ñàìîñîãëàñîâàííûå îïðåäåëåíèÿ

RV,V ∗ è RV ∗,V , ïîñêîëüêó ïîñëå ýòîãî òâèñòû RVλ,V ∗
µ
è RV ∗

λ ,Vµ ìîãóò áûòü ïîñòðî-

åíû íà èõ îñíîâå ïîñðåäñòâîì ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ àíàëîãè÷íî òâèñòàì RVλ,Vµ è

RV ∗
λ ,V ∗

µ
(ñì., íàïðèìåð, [29]).

Óñëîâèå ñàìîñîãëàñîâàííîñòè îïðåäåëåíèÿ RV,V ∗ è RV ∗,V ñîñòîèò â ñëåäóþ-

ùåì. Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ âñåõ ÷åòûðåõ áàçèñíûõ òâèñòîâ, ìû ôàêòè÷åñêè ïîëó-

÷èì ëèíåéíûé îïåðàòîð íà ïðîñòðàíñòâå (V ⊕ V ∗)⊗2. Íàøè îïðåäåëåíèÿ òâèñòîâ

áóäóò ñîãëàñîâàíû, åñëè ýòîò îïåðàòîð áóäåò óäîâëåòâîðÿòü êâàíòîâîìó óðàâíå-

íèþ ßíãà-Áàêñòåðà íà ïðîñòðàíñòâå (V ⊕V ∗)⊗3. Ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ â ïðèâåäåí-

íîì íèæå Óòâåðæäåíèè 31. Îòìåòèì, ÷òî èäåÿ òàêîãî ïîñòðîåíèÿ ïðèíàäëåæèò

Â.Ëþáàøåíêî (ñì. ðàáîòó [61] è ñîäåðæàùèåñÿ â íåé ññûëêè).
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Óòâåðæäåíèå 31 Ïóñòü îïåðàòîð Ψ ÿâëÿåòñÿ êîñîîáðàòíûì ê R-ìàòðèöå R

(ñì. îïðåäåëåíèå (A.26)). Îïðåäåëèì ðàñøèðåíèå R äî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

R : (V ⊕ V ∗)⊗2 → (V ⊕ V ∗)⊗2

(ñîõðàíèâ äëÿ ðàñøèðåííîãî îïåðàòîðà òî æå ñàìîå îáîçíà÷åíèå) â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ ïðàâèëàìè

V ⊗ V ∗ → V ∗ ⊗ V : R(xi ⊗ xj) = xk ⊗ xl (R−1) lj
ki ,

V ∗ ⊗ V → V ⊗ V ∗ : R(xj ⊗ xi) = xk ⊗ xl Ψ kj
li ,

V ∗ ⊗ V ∗ → V ∗ ⊗ V ∗ : R(xi ⊗ xj) = xk ⊗ xlR ji
lk ,

V ⊗ V → V ⊗ V : R(xi ⊗ xj) = xk ⊗ xlR kl
ij .

(2.14)

Òîãäà ðàñøèðåííûé îïåðàòîð R áóäåò R-ìàòðèöåé, çàäàííîé â ïðîñòðàíñòâå

(V ⊕ V ∗)⊗2, òî åñòü, áóäåò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà â ïðîñòðàíñòâå

(V ⊕ V ∗)⊗3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó R åñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð, òî äîñòàòî÷íî äîêà-

çàòü ñïðàâåäëèâîñòü ñôîðìóëèðîâàííîãî óòâåðæäåíèÿ íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ ïðî-

ñòðàíñòâà (V ⊕ V ∗)⊗3. Ýòî ïðîñòðàíñòâî, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ

ñóììó âîñüìè ïîäïðîñòðàíñòâ îò V ⊗ V ⊗ V äî V ∗ ⊗ V ∗ ⊗ V ∗ è ïðîâåðêà ñïðà-

âåäëèâîñòè óòâåðæäåíèÿ íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ êàæäîãî èç ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ

ñâîäèòñÿ ê íåñëîæíûì âû÷èñëåíèÿì íà îñíîâå ôîðìóë (2.14).

Ïîëîæèì òåïåðü ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ, ïðîèçâåäåíèå,

ïðÿìàÿ ñóììà è òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà êàòåãîðíûõ ìîðôèçìîâ

òàêæå îáðàçóþò ìîðôèçì íàøåé êàòåãîðèè.

Äàëåå, ñëåäóÿ [93], ìû äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáóåì, ÷òîáû ìîðôèçìû îáëàäàëè

ñâîéñòâîì åñòåñòâåííîñòè (ôóíêòîðèàëüíîñòè). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ

ìîðôèçìîâ f : U → U ′ è g : W → W ′ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùåå ïåðåñòàíî-

âî÷íîå ïðàâèëî

(g ⊗ f) ◦RU,W = RU ′,W ′ ◦ (f ⊗ g) .

Îòñþäà âûòåêàåò íåîáõîäèìîå óñëîâèå òîãî, ÷òî íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå f : U →
U ′ ÿâëÿåòñÿ êàòåãîðíûì ìîðôèçìîì:

(idW⊗f)◦RU,W = RU ′,W ◦(f⊗ idW), (f⊗ idW )◦RW,U = RW,U ′ ◦(idW⊗f) . (2.15)
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Åñëè îòîáðàæåíèå f óäîâëåòâîðÿåò ïðèâåäåííîìó âûøå óñëîâèþ, ìû áóäåì íàçû-

âàòü åãî R-èíâàðèàíòíûì îòîáðàæåíèåì. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé ìîðôèçì êàòå-

ãîðèè SW(V(m|n)) äîëæåí áûòü R-èíâàðèàíòíûì îòîáðàæåíèåì.

Óòâåðæäåíèå 32 Ïóñòü îïåðàòîð R óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì (2.14). Òî-

ãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Ñïàðèâàíèå (2.12) ÿâëÿåòñÿ R-èíâàðèàíòíûì.

2. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå πr : K→ V ∗ ⊗ V , ïîðîæäåííîå ñîîòâåòñòâèåì

1
πr7→

N∑
i=1

xi ⊗ xi , (2.16)

òàêæå R-èíâàðèàíòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 1 ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàñ-

ñìîòðåíèåì ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ ôîðìóëû (2.15), ïîëàãàÿ â íåé W = V èëè W =

V ∗. Ýòà âîçìîæíîñòü âûòåêàåò èç ñòðóêòóðû îáúåêòîâ êàòåãîðèè SW(V(m|n)). Äðó-

ãèìè ñëîâàìè, ìû äîëæíû ïðîâåðèòü êîììóòàòèâíîñòü ñëåäóþùåé äèàãðàììû

îòîáðàæåíèé

(V ⊗ V ∗)⊗ V # (2.14)←→ V # ⊗ (V ⊗ V ∗)

⟨ , ⟩r ⊗ id ↓ ↓ id⊗ ⟨ , ⟩r

K⊗ V # = V # ⊗ K ,

(2.17)

ãäå ñèìâîë V # îáîçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâî V , ëèáî V ∗. Êîììóòàòèâíîñòü ïðèâåäåí-

íîé äèàãðàììû ïðÿìî ñëåäóåò èç ôîðìóë (2.14), îïðåäåëåíèé (2.12) è (A.26), à

òàêæå îïðåäåëåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû R−1.

Äàëåå, òå æå ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿþò ñâåñòè äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî óòâåð-

æäåíèÿ, ñôîðìóëèðîâàííîãî â óñëîâèè, ê ïðîâåðêå êîììóòàòèâíîñòè ïðèâåäåííîé

íèæå äèàãðàììû

(V ∗ ⊗ V )⊗ V # (2.14)←→ V # ⊗ (V ∗ ⊗ V )

πr ⊗ id ↑ ↑ id⊗ πr

K⊗ V # = V # ⊗ K ,

÷òî âûïîëíÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ.
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Çàìå÷àíèå 33 Çàìåòèì, ÷òî R-èíâàðèàíòíîñòü îòîáðàæåíèé (2.12) è (2.16) ñëó-

æèò ìîòèâèðîâêîé äëÿ ðàñøèðåíèÿ (2.14) èñõîäíîãî òâèñòà R. Ìîæíî ïîêàçàòü,

÷òî òàêîå ðàñøèðåíèå åäèíñòâåííî.

Â äàëüíåéøåì íàðÿäó ñ ïðàâîé áèëèíåéíîé ôîðìîé (2.12) íàì ïîòðåáóåòñÿ

òàêæå è ëåâàÿ íåâûðîæäåííàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà

⟨ , ⟩l : V ∗ ⊗ V → K ,

ïðè÷åì ëåâîå ñïàðèâàíèå òîæå äîëæíî áûòü R-èíâàðèàíòíûì. Ýòî óñëîâèå íå

ïîçâîëÿåò íàì ïðîñòî ïîëîæèòü ⟨xi, xj⟩l = δij, ïîñêîëüêó òàêîå ñïàðèâàíèå íå áóäåò

R-èíâàðèàíòíûì (íåìåäëåííîå ñëåäñòâèå ñîîòíîøåíèé (2.14)).

Âûáåðåì ôîðìó ⟨ , ⟩l òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü êîììóòàòèâíîñòü ñëå-

äóþùåé äèàãðàììû

V ∗ ⊗ V (2.14)−→ V ⊗ V ∗

⟨ , ⟩l ↓ ↓ ⟨ , ⟩r

K = K .

(2.18)

Íåñëîæíîå âû÷èñëåíèå íà îñíîâå (2.18) ïðèâîäèò ê ÿâíîìó âèäó ëåâîé ôîðìû

⟨xi, xj⟩l = B i
j , (2.19)

ãäå ìàòðèöà ∥B i
j ∥ îïðåäåëåíà â (A.27). Ñäåëàííûé âûáîð ãàðàíòèðóåòR-èíâàðèàíòíîñòü

ëåâîãî ñïàðèâàíèÿ ⟨ , ⟩l. Êîììóòàòèâíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé äèàãðàììû (ñõîäíîé

ñ äèàãðàììîé (2.17)) ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (2.14) è (A.32).

Çàìå÷àíèå 34 Îòìåòèì, ÷òî îáðàòíàÿ äèàãðàììà

V ∗ ⊗ V (2.14)←− V ⊗ V ∗

⟨ , ⟩l ↓ ↓ ⟨ , ⟩r

K = K .

(2.20)

íå ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé, åñëè ëåâîå ñïàðèâàíèå îïðåäåëåíî êàê â (2.19). Â

òåíçîðíîé êàòåãîðèè âñåãäà ìîæíî îïðåäåëèòü ëåâîå ñïàðèâàíèå òàêèì îáðàçîì,

÷òî îáå äèàãðàììû (2.18) è (2.20) áóäóò êîììóòàòèâíû, òîãäà êàê â êâàçèòåíçîð-

íîì ñëó÷àå (ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ êàòåãîðèÿ SW(V(m|n))) ýòî íåâîçìîæíî. Äàííûé

ôàêò ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íåèíâîëþòèâíîñòè îïåðàòîðà R: R2 ̸= I.
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Â ïðèíöèïå, îïðåäåëÿÿ ëåâîå ñïàðèâàíèå ìû ìîãëè áû ïîòðåáîâàòü êîììóòà-

òèâíîñòè ïðèâåäåííîé âûøå äèàãðàììû, à íå äèàãðàììû (2.18). Ïðè òàêîì âûáîðå

â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (2.19) ïîÿâèëñÿ áû äîïîëíèòåëüíûé ÷èñëîâîé ìíîæèòåëü

q2(m−n). Îäíàêî, îáà âàðèàíòà ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè è âûáîð ìåæäó íèìè,

ôàêòè÷åñêè, äåëî âêóñà.

Òåïåðü ìû ìîæåì íàéòè â ïðîñòðàíñòâå V ∗ äðóãîé áàçèñ {ix}1≤i≤N , êîòîðûé

áóäåò äóàëåí áàçèñó {xi}1≤i≤n ïðîñòðàíñòâà V îòíîñèòåëüíî ëåâîé ôîðìû

ix := q2(m−n)xj C i
j , ⇒ ⟨ix, xj⟩l = δij . (2.21)

Íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü â îïðåäåëåíèè áàçèñíîãî âåêòîðà ix âûáðàí â ñîãëàñèè

ñî Ñëåäñòâèåì 30.

Èòàê, ìû ïîñòðîèëè ïðàâóþ è ëåâóþ R-èíâàðèàíòíûå áèëèíåéíûå ôîðìû è íà-

øëè äâà áàçèñíûõ íàáîðà âåêòîðîâ {xi} è {ix} ïðîñòðàíñòâà V ∗, êîòîðûå äóàëüíû

áàçèñó {xi} ïðîñòðàíñòâà V ïî îòíîøåíèþ ê ïðàâîé è ëåâîé ôîðìàì ñîîòâåòñòâåí-

íî (ñì. (2.12) è (2.21)). Ïî ýòîé ïðè÷èíå ìû áóäåì íàçûâàòü âåêòîðà {xi} è {ix})
ñîîòâåòñòâåííî ïðàâûì è ëåâûì áàçèñàìè ïðîñòðàíñòâà V ∗.

Ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè (A.32), ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèÿ (2.14) â òåðìèíàõ ëåâî-

ãî áàçèñà.

Ñëåäñòâèå 35 Â òåðìèíàõ ëåâîãî áàçèñà {ix}1≤i≤N ïðîñòðàíñòâà V ∗ ðàñøèðåíèå

òâèñòà R, îïðåäåëÿåìîå ñîîòíîøåíèÿìè (2.14), ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä

R(xi ⊗ jx) = kx⊗ xl Ψ jl
ik ,

R(jx⊗ xi) = xk ⊗ lx (R −1) jkil ,

R(ix⊗ jx) = kx⊗ lxR ji
lk ,

R(xi ⊗ xj) = xk ⊗ xlR kl
ij .

(2.14 ′)

Êðîìå òîãî, ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå πl : K→ V ⊗V ∗, ïîðîæäåííîå ñîîòâåòñòâè-

åì

1
πl7→

N∑
i=1

xi ⊗ ix , (2.22)

ÿâëÿåòñÿ R-èíâàðèàíòíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òîëüêî ïåðâóþ ôîðìóëó èç ñïèñêà (2.14 ′), ïî-

ñêîëüêó îñòàëüíûå äîêàçûâàþòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî.
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Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ëåâîãî áàçèñà (2.21) è ïåðâîé ôîðìóëîé èç ñïèñêà

(2.14), ïîëó÷àåì (íàïîìíèì, ÷òî ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ ìàòðè÷íûì èíäåêñàì ïðîâî-

äèòñÿ ñóììèðîâàíèå)

R(xi ⊗ jx) = xu ⊗ xl q2(m−n)C j
s (R

−1) lsui =
kx⊗ xl q2(m−n)C j

s (R
−1) lsuiB

u
k ,

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû âåðíóëèñü îò ïðàâîãî áàçèñà ê ëåâîìó ñ ïîìîùüþ

ôîðìóëû, îáðàòíîé ê (2.21):

xu = kxB u
k .

Äàëåå, ôîðìóëû èç âòîðîé ñòðîêè ñîîòíîøåíèé (A.32) è Ñëåäñòâèå 30 (íîðìèðî-

âî÷íûé ìíîæèòåëü) ïðèâîäÿò ê ðàâåíñòâó

q2(m−n)C1R
−1
21 B2 = Ψ12 ,

êîòîðîå ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëåäóþùóþ çàìåíó â ïðèâåäåííîé âûøå öåïî÷êå òîæ-

äåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé

q2(m−n)C j
s (R−1) lsuiB

u
k = Ψ jl

ik .

Èòàê, èìååì îêîí÷àòåëüíî

R(xi ⊗ jx) = kx⊗ xl Ψ jl
ik ,

÷òî ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé â ïåðâîé ñòðîêå ñïèñêà (2.14 ′).

Äîêàçàòåëüñòâî R-èíâàðèàíòíîñòè îòîáðàæåíèÿ πl ïðîâîäèòñÿ íåïîñðåäñòâåí-

íûìè âû÷èñëåíèÿìè íà îñíîâå ñîîòíîøåíèé (2.14) èëè (2.14 ′) òàêèì æå îáðàçîì,

êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå R-èíâàðèàíòíîñòè îòîáðàæåíèÿ (2.16).

Òåïåðü ìû ãîòîâû îïðåäåëèòü êëàññ ìîðôèçìîâ êàòåãîðèè SW(V(m|n)). Âìåñòå

ñ òîæäåñòâåííûìè îòîáðàæåíèÿìè îáúåêòîâ, êëàññ ìîðôèçìîâ ñîäåðæèò îòîáðà-

æåíèÿ (2.12), (2.16), (2.19), (2.22) è (2.14) (èëè ýêâèâàëåíòíóþ èõ ôîðìó (2.14 ′)).

Êðîìå òîãî, êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ, ïðîèçâåäåíèå

(ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå), òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå è ïðÿìàÿ ñóììà êîíå÷-

íîãî ÷èñëà êàòåãîðíûõ ìîðôèçìîâ òîæå îáðàçóåò êàòåãîðíûé ìîðôèçì.

Çàìå÷àíèå 36 Äëÿ êîíêðåòíûõ îïåðàòîðîâ R ìíîæåñòâî âñåõ R-èíâàðèàíòíûõ

îòîáðàæåíèé ìîæåò áûòü øèðå, ÷åì ïðèâåäåííîå âûøå ìíîæåñòâî êàòåãîðíûõ

ìîðôèçìîâ. Íàïðèìåð, äëÿ ñóïåð-ïðîñòðàíñòâà V = V0 ⊕ V1 ïðîåêöèè V → V0 è

V → V1 ÿâëÿþòñÿ R-èíâàðèàíòíûìè îòîáðàæåíèÿìè.
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Â äàëüíåéøåì áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ íàñ áóäóò èìåòü îáúåêòû âèäà V ∗ ⊗ V

è V ⊗ V ∗, êîòîðûå, êàê èçâåñòíî, èçîìîðôíû ïðîñòðàíñòâó End(V ) âñåõ ýíäî-

ìîðôèçìîâ ïðîñòðàíñòâà V . Ôèêñàöèÿ áàçèñà xi â V , äàåò ñòàíäàðòíûé áàçèñ

hji = xi⊗ jx â ïðîñòðàíñòâå V ⊗V ∗. Îïðåäåëÿÿ îáû÷íûì îáðàçîì äåéñòâèå ýëåìåí-

òà v ⊗ v∗ ∈ V ⊗ V ∗ íà âåêòîð u ∈ V

(v ⊗ v∗)(u) := v⟨v∗, u⟩l ,

ìû ïîëó÷èì äåéñòâèå áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ hji â âèäå

hji (xk) = δjk xi .

Îòñþäà ëåãêî ñëåäóåò òàáëèöà óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ hji , ðàññìàòðèâàåìûõ êàê

ýíäîìîðôèçìû ïðîñòðàíñòâà V :

hji ◦ hsk = δjk h
s
i .

Âûáðàâ â V ∗ ïðàâûé áàçèñ {xi}, ìû ïîëó÷èì äðóãîé áàçèñ lji = xi ⊗ xj ïðî-

ñòðàíñòâà V ⊗ V ∗, õàðàêòåðèçóåìûé ñâîéñòâàìè (ñì. (2.19))

lii(xk) = B j
k xi, lji ◦ lsk = B j

k l
s
i . (2.23)

Ó÷èòûâàÿ (2.21), íàõîäèì ñâÿçü äâóõ áàçèñíûõ íàáîðîâ

hji = q2(m−n)lki C
j
k . (2.24)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå TrR : End (V ) → K, çàäàííîå

ïîñðåäñòâîì êàòåãîðíîãî ìîðôèçìà (2.12)

TrR(l
i
j) = ⟨xj, xi⟩r = δij . (2.25)

Ýòî îòîáðàæåíèå áóäåì íàçûâàòü R-ñëåäîì. Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (2.24), R-ñëåä

ïðîèçâîëüíîãî îïåðàòîðà F ∈ End (V ) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó

TrR(F) = q2(m−n)Tr(F · C) , (2.26)

ãäå F åñòü ìàòðèöà îïåðàòîðà F â áàçèñå {xi}.
Â çàêëþ÷åíèå ðàçäåëà âû÷èñëèì òàê íàçûâàåìûå R-ðàçìåðíîñòè îáúåêòîâ Vλ

íàøåé êàòåãîðèè. Ïî îïðåäåëåíèþ, R-ðàçìåðíîñòü îáúåêòà Vλ ⊂ V ⊗k, λ ⊢ k, äàåòñÿ
ôîðìóëîé

dimR Vλ := TrR(idVλ
) = q2k(m−n)Tr(1...k)(C1 . . . CkE

λ
a ) . (2.27)
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Îïèðàÿñü íà ôîðìóëû (A.13�A.14), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äàííîå îïðåäåëåíèå íå

çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ èíäåêñà a. Êðîìå òîãî, R-ðàçìåðíîñòü, êàê è êëàññè÷åñêàÿ

ðàçìåðíîñòü, ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíî-ìóëüòèïëèêàòèâíûì ôóíêöèîíàëîì íà êëàññå

îáúåêòîâ êàòåãîðèè

dimR(U ⊗W ) = dimR U dimRW , dimR(U ⊕W ) = dimR U + dimRW .

Îïðåäåëèì R-àíàëîãè Q±(t) ðÿäîâ Ãèëüáåðòà-Ïóàíêàðå P±(t) (2.2) ïî ïðàâèëó

Q±(t) =
∑
k≥0

tk dimR Λk
±(V ) .

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 37 Ïóñòü êîñîîáðàòèìàÿ ñèììåòðèÿ Ãåêêå èìååò áè-ðàíã (m|n).
Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå åé ðÿäû Q± îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. Åñëè m − n = 0, òî dimR Vλ = 0 äëÿ âñåõ λ ̸= 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, Q+(t) =

Q−(t) = 1.

2. Åñëè m− n > 0, òî

dimR Vλ = dimR V
∗
λ = sλ(q

m−n−1, qm−n−3, ..., q1−m+n),

è, ñëåäîâàòåëüíî,

Q−(t) =
m−n∑
k=0

(
m− n
k

)
q

tk ,

(
p

k

)
q

:=
pq(p− 1)q . . . (p− k + 1)q

kq(k − 1)q . . . 2q1q
.

3. Åñëè m− n < 0, òî

dimR Vλ = dimR V
∗
λ = sλ∗(qn−m−1, qn−m−3, ..., q1−n+m) ,

ãäå ðàçáèåíèå λ∗ ñîïðÿæåíî ê λ, è, ñëåäîâàòåëüíî,

Q+(t) =
n−m∑
k=0

(
n−m
k

)
q

tk .

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè íà îñíîâå

îïðåäåëåíèÿ (2.27). Âû÷èñëåíèÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû ñëó÷àþ ÷åòíîé ñèììåòðèè

Ãåêêå (ñì., íàïðèìåð, [29]).

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ðÿäû Q±(t) çàâèñÿò òîëüêî îò áè-ðàíãà äàííîé ñèììåòðèè

Ãåêêå R, òîãäà êàê ñîîòâåòñòâóþùèå ðÿäû Ãèëüáåðòà-Ïóàíêàðå P±(t) ñóùåñòâåííî

çàâèñÿò îò êîíêðåòíîé ôîðìû ýòîé ñèììåòðèè.
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2.3 Äåôîðìàöèîííûå ñâîéñòâà àëãåáðû ìîäèôèöèðîâàííî-

ãî óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé

Åñëè R ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíâîëþòèâíóþ (R2 = I) êîñîîáðàòèìóþ R-ìàòðèöó, òî

â ïðîñòðàíñòâå End (V ) ìîæíî ââåñòè ñòðóêòóðó îáîáùåííîé àëãåáðû Ëè [24, 26].

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ îáåðòûâàþùàÿ àëãåáðà UR(End (V )) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôàêòîð-

àëãåáðà

UR(End (V )) = T (End (V ))/⟨JR⟩ , (2.28)

ãäå ⟨JR⟩ ÿâëÿåòñÿ äâóñòîðîííèì èäåàëîì ñâîáîäíîé òåíçîðíîé àëãåáðû T (End (V )),

ïîðîæäåííûì ïîäìíîæåñòâîì JR ⊂ T (End (V )) ñëåäóþùåãî âèäà

JR = {X ⊗ Y −REnd (X ⊗ Y )−X ◦ Y + ◦REnd (X ⊗ Y ) | ∀X, Y ∈ End (V )} . (2.29)

Çäåñü ñèìâîë ◦ îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ â àññîöèàòèâíîé àëãåáðå End (V )

âñåõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íà ïðîñòðàíñòâå V . Ëèíåéíûé îïåðàòîðREnd : End (V )⊗2 →
End (V )⊗2 ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì îïåðàòîðà R íà ïðîñòðàíñòâî End (V )⊗2. ßâíûé

âèä REnd ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèé (2.14).

Ñ ýòîé öåëüþ ìû ôèêñèðóåì áàçèñ lij = xj ⊗ xi â ïðîñòðàíñòâå End (V ) è ïðè-

ìåíÿåì ôîðìóëû (2.14) äëÿ ïåðåñòàíîâêè äâóõ ïðîèçâîëüíûõ áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ

REnd (l
i
j ⊗ lks ) = la1b1 ⊗ l

a2
b2
(R −1) b2c1

a1c2
R b1c2

jr1
R kr2

a2c1
Ψ r1i

r2s
. (2.30)

Â êîìïàêòíûõ ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ ýòà ôîðìóëà èìååò áîëåå ïðîçðà÷íûé âèä:

REnd (L1̄ ⊗ L2̄) = L2̄ ⊗ L1̄ , (2.31)

ãäå ìàòðè÷íûå êîïèè L1̄ è L2̄ çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

L1̄ = L⊗ I, L2̄ = R12L1̄R
−1
12 . (2.32)

Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî ïðÿìîå îáîáùåíèå ñîîòíîøåíèé (2.28�2.29) ñ îïðåäåëåíèåì

(2.31) îò èíâîëþòèâíîé ñèììåòðèè íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ñèììåòðèè Ãåêêå ïðè-

âîäèò ê àëãåáðå ñ íåóäîâëåòâîðèòåëüíûìè äåôîðìàöèîííûìè ñâîéñòâàìè è áåä-

íîé òåîðèåé ïðåäñòàâëåíèé. Òåì íå ìåíåå, äëÿ ëþáîé êîñîîáðàòèìîé ñèììåòðèè

Ãåêêå R ñóùåñòâóåò äðóãîé ïóòü îáîáùåíèÿ îáåðòûâàþùåé àëãåáðû UR(End (V ))

(2.28), êîòîðûé ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó ñ õîðîøèìè äåôîðìàöèîííûìè ñâîéñòâàìè

(Óòâåðæäåíèå 42) è ñîâïàäàåò ñ îáåðòûâàþùåé àëãåáðîé (2.28), åñëè R � èíâîëþ-

òèâíàÿ ñèììåòðèÿ.
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Îïðåäåëåíèå 38 Àññîöèàòèâíóþ àëãåáðó ñ åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì eL è ãåíåðà-

òîðàìè lji , 1 ≤ i, j ≤ N , óäîâëåòâîðÿþùèìè ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíèÿì

R12L1R12L1 − L1R12L1R12 − ~(R12 L1 − L1R12) = 0 , (2.33)

ãäå L1 = L ⊗ I, L = ∥lji∥, áóäåì íàçûâàòü àëãåáðîé óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé, åñëè

~ = 0, è àëãåáðîé ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé, åñëè ~ ̸= 0. Äëÿ àë-

ãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé ïðèìåì îáîçíà÷åíèå L(Rq), äëÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî

âàðèàíòà � L(Rq, ~).

Çàìå÷àíèå 39 Îòìåòèì, ÷òî ñîâåðøèâ ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå íàáîðà ãåíåðà-

òîðîâ lji 7→ mj
i (ïðè q ̸= ±1) âèäà

M = IeL −
(q − q−1)

~
L, M = ∥mj

i∥ ,

ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ôîðìó ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé (2.33):

R12M1R12M1 −M1R12M1R12 = 0 . (2.34)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî àëãåáðû L(Rq, ~) è L(Rq) èçîìîðôíû äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïà-

ðàìåòðà q ̸= ±1. Áàçèñ ãåíåðàòîðîâ ñ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè (2.33)

áîëåå óäîáåí ïðè òðàêòîâêå àëãåáðû ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé

êàê àíàëîãà óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû U(gl(m|n)).

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ (2.33) ñîãëàñîâàíû ñî ñòðóê-

òóðîé êàòåãîðèè SW(V(m|n)) â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Àëãåáðà ìîäèôèöèðîâàííîãî

óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðîì òåíçîðíîé àëãåáðû T (V ⊗ V ∗) ïî äâó-

ñòîðîííåìó èäåàëó, ïîðîæäåííîìó ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè ñîîòíîøåíèÿ (2.33)

èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, (2.34). Ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ áóäóò ñîãëàñîâàíû

ñî ñòðóêòóðîé êàòåãîðèè, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèé äâóñòîðîííèé èäåàë áóäåò èíâà-

ðèàíòåí ïî îòíîøåíèþ ê äåéñòâèþ òâèñòîâ êàòåãîðèè. Â ýòîì ñëó÷àå ìû áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ àëãåáðû ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâ-

íåíèÿ îòðàæåíèé ÿâëÿþòñÿ R-èíâàðèàíòíûìè.

Óòâåðæäåíèå 40 Ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ (2.33) R-èíâàðèàíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ñî-

îòíîøåíèÿ (2.33), ïîðîæäàþùèå èäåàë, ñîõðàíÿþòñÿ ïðè èõ êîììóòàöèè ñ ïðî-

ñòðàíñòâàìè V è V ∗ ïîä äåéñòâèåì òâèñòîâ êàòåãîðèè SW(V(m|n)). Ýòî ëåãêî ïðî-

âåðèòü íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè íà îñíîâå ôîðìóë (2.14) è ñîîòâåòñòâèÿ
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lji = xi⊗xj. Â öåëÿõ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê óäîáíåå ðàáîòàòü ñ áàçèñîì ãåíåðàòîðîâ

mj
i (2.34).

Íàïðèìåð, ôèêñèðóÿ ïðîèçâîëüíûé áàçèñíûé âåêòîð xi ∈ V è ïðèìåíÿÿ ñîîò-

íîøåíèÿ (2.14), ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

R(xi1 ⊗m
j2
i2
) = R a1a2

i1i2
mb1

a1
(R−1) c1j2

b1a2
⊗ xc1 èëè R(x1 ⊗M2) = R12M1R

−1
12 ⊗ x1 ,

ãäå ñèìâîë R áóäåò îáîçíà÷àòü òâèñò îáùåãî âèäà, ôîðìà êîòîðîãî îïðåäåëÿåò-

ñÿ êîíòåêñòîì êîíêðåòíîé ôîðìóëû. Íàïðèìåð, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå R =

RV,V⊗V ∗ .

Òåïåðü, ïðèìåíÿÿ äâàæäû ïðèâåäåííîå âûøå ðàâåíñòâî, ìû ñðàçó ïîëó÷àåì

æåëàåìûé ðåçóëüòàò:

x1 ⊗ (R23M2R23M2 −M2R23M2R23)
R→

R12R23(R12M1R12M1 −M1R12M1R12)R
−1
23 R

−1
12 ⊗ x1 .

Êîììóòàòèâíîñòü ñ ïðîñòðàíñòâîì V ∗ ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Óòâåðæäåíèå 41 Ïóñòü R ÿâëÿåòñÿ èíâîëþòèâíîé êîñîîáðàòèìîé ñèììåò-

ðèåé. Òîãäà ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ãåíåðàòîðàìè {lji} àëãåáðû

UR(End (V )) (2.28) ýêâèâàëåíòíû ñîîòíîøåíèÿì (2.33) ïðè ~ = 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

ñîãëàñíî Îïðåäåëåíèþ 38, àëãåáðà (2.28) ñîâïàäàåò ñ àëãåáðîé Lq(R, 1) ìîäèôèöè-

ðîâàííîãî óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â èíâîëþòèâíîì ñëó÷àå èìååì ïî îïðåäåëåíèþ R = R−1. Ñëå-

äîâàòåëüíî, ìàòðèöà L2 (ñì. (2.32)) ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê L2 = R12L1R12. Ýòî

ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü äåéñòâèå îïåðàòîðà REnd , çàäàííîå ñîîòíîøåíèåì (2.31), â

íîâîé ôîðìå:

REnd (L1 ⊗R12L1R12) = R12L1R12 ⊗ L1 .

Òåïåðü, ïîëàãàÿ â îïðåäåëåíèè (2.29) X = L1, Y = R12L1R12 è ïðèíèìàÿ âî âíè-

ìàíèå òàáëèöó óìíîæåíèÿ ãåíåðàòîðîâ lji (2.23), ïîëó÷àåì

X ◦ Y = L1R12 , ◦REnd (X ⊗ Y ) = R12L1 .

Âìåñòå ñ âûïèñàííîé âûøå íîâîé ôîðìîé çàïèñè äëÿ äåéñòâèÿ îïåðàòîðà REnd

ýòè âûðàæåíèÿ ïðèâîäÿò ìíîæåñòâî JR (2.29) ê âèäó (2.33) ñ ~ = 1.

Îñíîâíîå äåôîðìàöèîííîå ñâîéñòâî àëãåáðû ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ

îòðàæåíèé ñôîðìóëèðîâàíî â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.
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Óòâåðæäåíèå 42 Ïóñòü R åñòü êîñîîáðàòèìàÿ èíâîëþòèâíàÿ ñèììåòðèÿ Ãåê-

êå R2 = I, à U ⊂ K � íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü åäèíèöû â ïîëå K: 1 ∈ U . Ðàññìîò-
ðèì ñåìåéñòâî êîñîîáðàòèìûõ ñèììåòðèé Ãåêêå Rq, àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿùèõ

îò q ∈ U è óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ R1 = R. Îáîçíà÷èì îäíîðîä-

íóþ êîìïîíåíòó k-ãî ïîðÿäêà àëãåáðû L(Rq) ñèìâîëîì L(k)(Rq). Òîãäà, ïðè óñëî-

âèè, ÷òî q íàõîäèòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè, âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. dim L(k)(Rq) = dim L(k)(R), ∀ k ≥ 0 .

2. GrL(Rq, ~) ∼= L(Rq) ,

ãäå GrL(Rq, ~) åñòü ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà, àññîöèèðîâàííàÿ ñ ôèëüòðî-

âàííîé àëãåáðîé L(Rq, ~).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðêà óòâåðæäåíèÿ 1 îñíîâàíà íà ñëåäóþùåì íàáëþäåíèè.

Íèæå áóäåò ïîñòðîåí ïðîåêöèîííûé îïåðàòîð S(3) : (Span(lji ))
⊗3 → L(3)(Rq). ßâíàÿ

ôîðìà ýòîãî ïðîåêòîðà ïîçâîëÿåò çàêëþ÷èòü, ÷òî åãî ðàíã íå çàâèñèò îò çíà÷åíèé

ïàðàìåòðà q ∈ U (â îáùåì ïîëîæåíèè). Ñëåäîâàòåëüíî,

dim L(3)(Rq) = dim L(3)(R) . (2.35)

Â ñëó÷àå èíâîëþòèâíîé ñèììåòðèè R àëãåáðà L(R) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé àë-
ãåáðîé ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà Span(lji ), íà êîòîðîé äåéñòâóåò òâèñò REnd . Ýòà

àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ Êîøóëåâîé9. Êîøóëåâî ñâîéñòâî àëãåáðû L(R) íåïîñðåäñòâåííî
âûòåêàåò èç òî÷íîñòè íåêîòîðîãî êîìïëåêñà Êîøóëÿ âòîðîãî ðîäà, ïîñòðîåííîãî

äëÿ ýòîé àëãåáðû â ðàáîòå [23].

Òåïåðü äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ðåçóëüòàòû [78], îáîáùàþùèå ðàáîòó [10], èç êî-

òîðûõ ñëåäóåò, ÷òî Êîøóëåâî ñâîéñòâî àëãåáðû L(R) âìåñòå ñ ðàâåíñòâîì (2.35)

â îäíîðîäíûõ êîìïîíåíòàõ òðåòüåé ñòåïåíè âëå÷åò âûïîëíåíèå àíàëîãè÷íûõ ðà-

âåíñòâ âî âñåõ ñòàðøèõ îäíîðîäíûõ êîìïîíåíòàõ, ÷òî è ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå

ïåðâîãî ïóíêòà íàøåãî Óòâåðæäåíèÿ. Áîëåå òîãî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ îáùèõ

çíà÷åíèé ïàðàìåòðà q ∈ U àëãåáðà L(Rq) òàêæå ÿâëÿåòñÿ Êîøóëåâîé.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî ïóíêòà ôîðìóëèðîâêè Óòâåðæäåíèÿ ðàññìîòðèì

îòîáðàæåíèå [ , ], ñîïîñòàâëÿþùåå ëåâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (2.33) åãî ïðàâóþ ÷àñòü.

Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [26], òàêîå îòîáðàæåíèå óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ ßêîáè

â ôîðìå, ïðåäëîæåííîé â [78]. Ñëåäîâàòåëüíî, îáîáùàÿ òåîðåìó î áàçèñå Ïóàíêàðå-

Áèðêãîôà-Âèòòà èç [78] (ñì. òàêæå ðàáîòó [5]), ìû ïðèäåì ê óòâåðæäåíèþ 2.

9Îïðåäåëåíèå ýòîãî ïîíÿòèÿ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [78].
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Çàìå÷àíèå 43 Îòìåòèì, ÷òî ñåìåéñòâî êîñîîáðàòèìûõ ñèììåòðèé Ãåêêå ñ íåñòàí-

äàðòíûìè ðÿäàìè Ãèëüáåðòà-Ïóàíêàðå, ïîñòðîåííîå ïî ìåòîäàì ðàáîòû [23], àíà-

ëèòè÷åñêè çàâèñèò îò ïàðàìåòðà q â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè 1.

Ïðèñòóïèì òåïåðü ê êîíñòðóèðîâàíèþ ïðîåêòîðà S(3), óïîìÿíóòîãî â äîêà-

çàòåëüñòâå Óòâåðæäåíèÿ 42. Ïðåäñòàâèì ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ àëãåáðû

óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé L(Rq) ((2.33) ïðè ~ = 0) â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå

R12L1̄L2̄ − L1̄L2̄R12 = 0 . (2.36)

Çàìå÷àíèå 44 Ïîëüçóÿñü óðàâíåíèåì ßíãà-Áàêñòåðà (A.22) íà R ëåãêî ïîêàçàòü,

÷òî àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå âåðíî äëÿ ìàòðè÷íûõ �êîïèé� Lk = Rk−1Lk−1R
−1
k−1

ìàòðèöû L

RkLk Lk+1 = Lk Lk+1Rk. (2.37)

Ðàññìîòðèì àññîöèàòèâíóþ àëãåáðó L ñ åäèíèöåé, ñâîáîäíî ïîðîæäåííóþ íàä

ïîëåì K ãåíåðàòîðàìè lji
L = K⟨lji ⟩ 1 ≤ i, j ≤ N .

Àëãåáðà óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé L(Rq) ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðîì àëãåáðû L ïî äâóñòîðîí-

íåìó èäåàëó ⟨I−⟩, ïîðîæäåííîìó ëåâîé ÷àñòüþ ñîîòíîøåíèé (2.36)

L(Rq) = L/⟨I−⟩, I− = L1L2 −R12L1L2R
−1
12 . (2.38)

Êàê (áåñêîíå÷íîìåðíîå) âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî àëãåáðà L ìîæåò áûòü ðàçëî-

æåíà â ïðÿìóþ ñóììó îäíîðîäíûõ êîìïîíåíò

L =
⊕
k≥0

Lk, L0
∼= K ,

ãäå êàæäàÿ êîìïîíåíòà Lk åñòü ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà âñåõ ìîíîìîâ k-ãî ïîðÿäêà ïî

ãåíåðàòîðàì lji .

Ââåäåì óäîáíûé áàçèñ â îäíîðîäíûõ êîìïîíåíòàõ

Lk = Span[L1L2 . . . Lk] . (2.39)

Ïðèâåäåííàÿ âûøå ôîðìóëà îçíà÷àåò, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî Lk åñòü ëèíåéíàÿ îáî-

ëî÷êà ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ñòîÿùåé â ïðàâîé ÷àñòè ìàòðèöû.
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Äëÿ àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé L(Rq) èìååòñÿ àíàëîãè÷íîå ðàçëîæåíèå â

ïðÿìóþ ñóììó âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ

L(Rq) =
⊕
k≥0

Lk, L0
∼= K, Lk ⊂ Lk .

Ïðèâåäåì ÿâíóþ êîíñòðóêöèþ äëÿ êîìïîíåíò Lk. Äðóãèìè ñëîâàìè, íàéäåì íàáîð

ïðîåêöèîííûõ îïåðàòîðîâ Sk : Lk → Lk ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì

ImSk = Lk ⊂ Lk .

Ìû ïîñòðîèì òàêèå ïðîåêòîðû äëÿ îäíîðîäíûõ êîìïîíåíò âòîðîé è òðåòüåé ñòå-

ïåíè Lk, k = 2, 3.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ëèíåéíûé îïåðàòîð Q : L2 → L2, äåéñòâóþùèé ïî ñëå-

äóþùåìó ïðàâèëó:

Q(L1L2) := R̄1L1L2R̄
−1
1 (2.40)

èëè, â ñîêðàùåííîì âèäå, Q = R̄1 ◦ R̄−1
1 . Ïîñêîëüêó ñèììåòðèÿ R̄ óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ ßíãà-Áàêñòåðà, ýòî æå ñïðàâåäëèâî è â îòíîøåíèè îïåðàòîðà Q

Q1Q2Q1 = Q2Q1Q2 , (2.41)

ãäå Q1 = Q⊗id è Q2 = id⊗Q åñòü î÷åâèäíûå ðàñøèðåíèÿ îïåðàòîðà Q íà ëèíåéíîå

ïðîñòðàíñòâî L3.

Äàëåå, ïîëüçóÿñü óñëîâèåì Ãåêêå (A.23) äëÿ ñèììåòðèè R, íàõîäèì ìèíèìàëü-

íûé ïîëèíîì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà Q

(Q+ q2 I)(Q+ q−2 I)(Q− I) = 0, I := I ◦ I . (2.42)

Ñîîòíîøåíèå (2.42) ïîêàçûâàåò, ÷òî îïåðàòîð Q ïîëóïðîñòîé è èìååò òðè ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèÿ íà ïðîñòðàíñòâå L2. Ïðèìåíÿÿ î÷åâèäíûå îáîçíà÷åíèÿ, ìû ïî-

ëó÷àåì ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà L2 â ïðÿìóþ ñóììó ñîá-

ñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ îïåðàòîðà Q:

L2 = L(−q2) ⊕ L(1) ⊕ L(−q−2) .

Óñëîâèå Ãåêêå (A.23) ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ

ïðîåêòîðîâ

P(−q2) = P+(R) ◦ P−(R)

P(−q−2) = P−(R) ◦ P+(R)

P(1) = P+(R) ◦ P+(R) + P−(R) ◦ P−(R) , (2.43)

68



ãäå

P±(R) =
q∓1I ± R̄

2q
.

Äåéñòâèòåëüíî, íåñëîæíîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî

QP(a) = P(a)Q = aP(a), a = −q±2, 1 ,

è îïåðàòîðû P(a) îáðàçóþò ïîëíûé íàáîð îðòîíîðìèðîâàííûõ ïðîåêòîðîâ íà ïðî-

ñòðàíñòâå L2:

P(a)P(b) = δab P(a), P(−q2) + P(1) + P(−q−2) = I .

Çàìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (2.36) îçíà÷àåò, ÷òî

(Q− I)(L1L2) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, îäíîðîäíàÿ êîìïîíåíòà âòîðîãî ïîðÿäêà L2 àëãåáðû óðàâíåíèÿ

îòðàæåíèé ñîâïàäàåò (êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî) ñ ñîáñòâåííûì ïîäïðîñòðàí-

ñòâîì L(1) ⊂ L2 îïåðàòîðà Q, îòâå÷àþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 1.

Ðàññìîòðèì ïàðó îðòîíîðìèðîâàííûõ ïðîåêòîðîâ íà L2

S := P(1), A := P(−q2) + P(−q−2), SA = AS = 0, S +A = I.

Ýòè îïåðàòîðû ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ñòåïåíè îïåðàòîðà Q

S =
1

22q

(
(q2 + q−2) I+Q+Q−1

)
, (2.44)

A =
1

22q

(
2 I−Q−Q−1

)
,

ãäå îáðàòíûé îïåðàòîð Q−1 íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (2.42)

Q−1 = Q2 + (q2 − 1 + q−2)Q− (q2 − 1 + q−2)I .

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî âåêòîðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

â L2

Span(I−) = ImA ,

ãäå ìíîæåñòâî I− îïðåäåëåíî â (2.38).

Ïðèâåäåííûå âûøå ñîîáðàæåíèÿ ñëóæàò äîêàçàòåëüñòâîì ñëåäóþùåãî óòâåð-

æäåíèÿ.
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Óòâåðæäåíèå 45 Îäíîðîäíàÿ êîìïîíåíòà âòîðîãî ïîðÿäêà L2 àëãåáðû óðàâíå-

íèÿ îòðàæåíèé L(Rq) ñîâïàäàåò (êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî) ñ îáðàçîì ïðî-

åêòîðà S
L2 = ImS = L2/ImA. (2.45)

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ïðîáëåìå íàõîæäåíèÿ ïðîåêòîðà íà îäíîðîäíóþ êîìïî-

íåíòó L3 ⊂ L3 òðåòüåãî ïîðÿäêà àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé L(Rq).

Ðàñøèðèì äåéñòâèå ïðîåêòîðîâ S è A íà ïîäïðîñòðàíñòâî L3. Ïðîåêòîðó S
ñîïîñòàâèì äâà îïåðàòîðà S1 è S2 ïî ïðàâèëó (ñì. îïðåäåëåíèå (2.43))

S1 := P(1)(R1), S2 := P(1)(R2) ,

÷òî îçíà÷àåò ñëåäóþùåå äåéñòâèå ýòèõ îïåðàòîðîâ íà ïîäïðîñòðàíñòâå L3

S1(xyz) := (S(xy))z, S2(xyz) := x(S(yz)), ∀ xyz ∈ L3 .

Ôîðìóëû äëÿ ðàñøèðåíèÿ A àíàëîãè÷íû.

Íà äàííîì ýòàïå ïðîÿâëÿþòñÿ âñå ïðåèìóùåñòâà èñïîëüçîâàíèÿ ñïåöèàëüíî-

ãî áàçèñà (2.39). Äåéñòâèòåëüíî, êâàäðàòè÷íàÿ îäíîðîäíàÿ êîìïîíåíòà L2 ìîæåò

áûòü âëîæåíà â ïîäïðîñòðàíñòâî L3 ðàçëè÷íûìè ïóòÿìè, íî äâà ïðèâåäåííûõ íè-

æå ñïîñîáà íàèáîëåå âàæíû äëÿ äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ:

L2 · L1 ⊂ L3 è L1 · L2 ⊂ L3 .

Êàê ñëåäóåò èç (2.36), (2.37) è Óòâåðæäåíèÿ 45, ýòè âëîæåíèÿ ìîãóò áûòü îòîæ-

äåñòâëåíû ñ îáðàçàìè îïåðàòîðîâ S1 è S2:

L2 · L1 = S1(L3) , L1 · L2 = S2(L3) .

Ñëåäóþùàÿ ëåììà èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü âî âñåé êîíñòðóêöèè.

Ëåììà 46 Ïðîåêöèîííûé îïåðàòîð S óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ

ïÿòîãî ïîðÿäêà íà ïîäïðîñòðàíñòâå L3:

S1S2S1S2S1 − aS1S2S1 + bS1 = S2S1S2S1S2 − aS2S1S2 + bS2 , (2.46)

ãäå

a = (q4 + q2 + 4 + q−2 + q−4)/24q b = 42q/2
8
q . (2.47)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììà äîêàçûâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè. Âû-

÷èñëåíèÿ çíà÷èòåëüíî óïðîùàþòñÿ, åñëè äëÿ îïåðàòîðà S ïîëüçîâàòüñÿ âûðàæå-

íèåì (2.44) âìåñòî èñõîäíîãî îïðåäåëåíèÿ (2.43).

Çàäàäèì ëèíåéíûé îïåðàòîð S(3) : L3 → L3 ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì

S(3) =
26q

4 · 32q
(S1S2S1S2S1 − aS1S2S1 + bS1) , (2.48)

ãäå êîýôôèöèåíòû a è b îïðåäåëåíû â (2.47). Â ñèëó (2.46) ñóùåñòâóåò ýêâèâà-

ëåíòíàÿ ôîðìà çàïèñè îïåðàòîðà S(3):

S(3) =
26q

4 · 32q
(S2S1S2S1S2 − aS2S1S2 + bS2) . (2.49)

Êàê îêàçûâàåòñÿ, îïåðàòîð S(3) è åñòü èñêîìûé íàìè ïðîåêòîð íà îäíîðîäíóþ

êîìïîíåíòó òðåòüåãî ïîðÿäêà L3 ⊂ L3 àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé.

Óòâåðæäåíèå 47 Îäíîðîäíàÿ êîìïîíåíòà òðåòüåãî ïîðÿäêà L3 àëãåáðû óðàâ-

íåíèÿ îòðàæåíèé L(Rq) ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ïðîåêöèîííîãî îïåðàòîðà S(3) ïðè åãî

äåéñòâèè íà ïðîñòðàíñòâî L3

L3 = ImS(3) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî, ÷òî îïåðàòîð S(3) ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì, òî åñòü (S(3))2 =

S(3), ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîåêöèþ ñîîòíîøåíèÿ (2.38) íà îäíîðîäíóþ êîìïîíåíòó

òðåòüåãî ïîðÿäêà:

L3 = L3/⟨I−⟩3, ⟨I−⟩3 = L1 · ImA2 ∪ ImA1 · L1 . (2.50)

Èç ðàâåíñòâ (2.48) è (2.49) âèäíî, ÷òî ⟨I−⟩3 ⊆ KerS(3) è, ñëåäîâàòåëüíî, ImS(3) ⊆
L3.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó óñëîâèÿ ïîëíîòû S + A = I, âûðàæåíèå (2.50) äëÿ

ïîäïðîñòðàíñòâà L3 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

L3 = L1 · ImS2 ∩ ImS1 · L1 .

Ñðàâíèâàÿ ýòó ôîðìó çàïèñè ïîäïðîñòðàíñòâà L3 ñî ñòðóêòóðîé îïåðàòîðà S(3),

ïðèâåäåííîé â (2.48) è (2.49), ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ImS(3) ⊇ L3. Ýòî ñîîòíîøåíèå

âìåñòå ñ îáðàòíûì âêëþ÷åíèåì, ïîëó÷åííûì ðàíåå, âëå÷åò ðàâåíñòâî L3 = ImS(3).
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2.4 Ñòðóêòóðà òâèñòîâàííîé áèàëãåáðû è òåîðèÿ ïðåäñòàâ-

ëåíèé

Â äàííîì ðàçäåëå ñòðîÿòñÿ êîíå÷íîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû ìîäèôèöèðî-

âàííîãî óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé (2.33) â êàòåãîðèè SW(V(m|n)). Íà ïðîòÿæåíèè âñåãî

ðàçäåëà ïàðàìåòð ~ â ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ (2.33) ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì

åäèíèöå.

Îòìåòèì, ÷òî êëàññ âñåõ êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ðàññìàòðèâàåìîé àë-

ãåáðû øèðå: íàïðèìåð, îí âêëþ÷àåò áîëüøîå ÷èñëî îäíîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå êâàíòîâîãðóïïîâîé Uq(sl(m)) R-ìàòðèöû êëàññèôèêàöèÿ âñåõ

îäíîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ïîëó÷åíà â [67]. Êðîìå òîãî, â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå

êîíå÷íîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ìîæíî ñòðîèòü íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèé Uq(sl(m)),

òàê êàê àëãåáðà óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé âêëàäûâàåòñÿ (êàê àëãåáðà) â êâàíòîâóþ

ãðóïïó.

Ðàçâèâàåìàÿ íèæå òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé íå çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî âûáîðà R-

ìàòðèöû è ïðèìåíèìà â îáùåé ñèòóàöèè, êîãäà êâàíòîâàÿ ãðóïïà íå ñóùåñòâóåò.

Îäíîé èç âàæíûõ îñîáåííîñòåé ïðåäëàãàåìîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ åå ýêâèâàðèàíò-

íîñòü.

Îïðåäåëåíèå 48 Ïðåäñòàâëåíèå ρU àëãåáðû ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ îò-

ðàæåíèé â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå U íàçûâàåòñÿ ýêâèâàðèàíòíûì, åñëè îòîáðà-

æåíèå

End (V )→ End (U) : lji 7→ ρU(l
j
i )

ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì êàòåãîðèè SW(V(m|n)).

Ñâîéñòâî ýêâèâàðèàíòíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ èìååò âàæíîå ñëåäñòâèå, êîòîðîå áóäåò

èñïîëüçîâàíî â äàëüíåéøåì. À èìåííî, åñëè äàí ìîäóëü W ñ ýêâèâàðèàíòíûì

ïðåäñòàâëåíèåì ρW : L(Rq, 1)→ End (W ), òîãäà äèàãðàììà

U ⊗ (A⊗W )
R←→ (A⊗W )⊗ U

↓ id⊗ ρW ρW ⊗ id ↓

U ⊗W R←→ W ⊗ U

(2.51)

êîììóòàòèâíà äëÿ ëþáîãî îáúåêòà U êàòåãîðèè SW(V(m|n)) è ëþáîãî ïîäïðîñòðàí-

ñòâà A ⊂ L(Rq, 1). Ñâîéñòâî ýêâèâàðèàíòíîñòè ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü ïðåäñòàâëå-

íèå àëãåáðû ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè

åå ìîäóëåé.

72



Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ÷åòíîé ñèììåòðèè Ãåêêå áè-ðàíãà (m|0) ýêâèâàðèàíòíàÿ
òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé àññîöèèðîâàííîé ñ ýòîé ñèììåòðèåé àëãåáðû ìîäèôèöè-

ðîâàííîãî óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé îêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íîé òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé

óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû U(sl(m)). Â íà÷àëå ðàçäåëà 2.2 óïîìèíà-

ëàñü îäíà îñîáåííîñòü ÷åòíîãî ñëó÷àÿ: â ñîîòâåòñòâóþùåé êàòåãîðèè Øóðà-Âåéëÿ

SW(V(m|0)) äóàëüíîå ïðîñòðàíñòâî V ∗ îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ îáúåêòîì V(1m−1). Ïî-

ýòîìó äëÿ ïîñòðîåíèÿ çàìêíóòîé òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé äîñòàòî÷íî, ôàêòè÷åñêè,

îïðåäåëèòü ìîäóëüíóþ ñòðóêòóðó íà èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå V è âñåõ åãî òåíçîð-

íûõ ñòåïåíÿõ V ⊗k. Ëþáàÿ òåíçîðíàÿ ñòåïåíü V ⊗k åñòü âïîëíå ïðèâîäèìûé ìîäóëü

íàä àëãåáðîé ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé è â ñèëó ýòîãî ñâîéñòâà

ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó (2.5) èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Vλ; ïîäðîáíîå

èçëîæåíèå ýòèõ âîïðîñîâ ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòàõ [39, 84].

Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå ñèììåòðèè Ãåêêå áè-ðàíãà (m|n) íàéäåííûõ â [39, 84]
êîíñòðóêöèé íåäîñòàòî÷íî. Â ýòîé ñèòóàöèè ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû ìîäèôèöè-

ðîâàííîãî óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé â ïðîñòðàíñòâàõ V ∗⊗k íåîáõîäèìî ñòðîèòü íåçà-

âèñèìî îò ïðåäñòàâëåíèé â V ⊗k. Öåíòðàëüíîé ïðîáëåìîé âñåé òåîðèè ñòàíîâèòñÿ

îïðåäåëåíèå ñòðóêòóðû ïðåäñòàâëåíèÿ â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè ìîäóëåé âèäà

Vλ ⊗ V ∗
µ .

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå îïèñàíà ðåãóëÿðíàÿ ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ïðåäñòàâëå-

íèé àëãåáðû ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé, êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò

çíà÷åíèÿ áè-ðàíãà ñèììåòðèè Ãåêêå. Â ÷åòíîì ñëó÷àå (áè-ðàíã (m|0)) âîñïðîèçâî-
äÿòñÿ ðàíåå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ðàáîò [39, 84]. Óêàçàííàÿ ïðîöåäóðà áàçèðó-

åòñÿ íà ñòðóêòóðå òâèñòîâàííîé áèàëãåáðû, êîòîðàÿ ñóùåñòâóåò â àëãåáðå ìîäè-

ôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé.

Îñíîâíîé ñîñòàâëÿþùåé ñòðóêòóðû òâèñòîâàííîé áèàëãåáðû ÿâëÿåòñÿ êîóìíî-

æåíèå ∆, îñóùåñòâëÿþùåå ãîìîìîðôèçì àëãåáðû ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ

îòðàæåíèé â íåêîòîðóþ àññîöèàòèâíóþ òâèñòîâàííóþ àëãåáðó L(Rq), ê îïðåäåëå-

íèþ êîòîðîé ìû ñåé÷àñ ïåðåéäåì.

• Êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K àëãåáðà L(Rq) èçîìîðôíà òåíçîð-

íîìó ïðîèçâåäåíèþ äâóõ êîïèé àëãåáðû ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ îò-

ðàæåíèé

L(Rq) = L(Rq, 1)⊗ L(Rq, 1) .
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• Ïðîèçâåäåíèå â àëãåáðå ⋆ : L(Rq)
⊗2 → L(Rq) îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëîì:

(a1 ⊗ b1) ⋆ (a2 ⊗ b2) := a1a
′
2 ⊗ b′1b2 , ai ⊗ bi ∈ L(Rq) , (2.52)

ãäå a1a′2 è b1b
′
2 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáû÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ àëãåáðû

ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé, à a′1 è b
′
1 åñòü ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ

òâèñòà REnd (ñì. (2.31)) íà âåêòîð b1 ⊗ a2

a′2 ⊗ b′1 := REnd(b1 ⊗ a2) . (2.53)

Ñëåäóåò óáåäèòüñÿ â àññîöèàòèâíîñòè ïðîèçâåäåíèÿ (2.52). Äëÿ ýòîé öåëè íàì

ïîòðåáóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ëåììà.

Ëåììà 49 Äëÿ ìàòðè÷íûõ êîïèé ìàòðèöû Lk, îïðåäåëåííûõ èòåðàöèîííîé ïðî-

öåäóðîé Lk = Rk−1Lk−1R
−1
k−1, âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

REnd (Lk ⊗ Lp) = Lp ⊗ Lk , k < p, ∀ k, p ∈ N . (2.54)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè íà îñíîâå

ñîîòíîøåíèÿ (2.31), ïðåäâàðèòåëüíî ïåðåïèñàííîãî â âèäå

REnd (L1R12 ⊗ L1) = R12L1R
−1
12 ⊗ L1R12 ,

à òàêæå óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà (A.22), êîòîðîå ïîçâîëÿåò ïåðåñòàâëÿòü öåïî÷êè

R-ìàòðèö, âõîäÿùèé â îïðåäåëåíèå ìàòðè÷íûõ êîïèé Lk è Lp.

Ïîëüçóÿñü ëåììîé 49, ëåãêî ïðîâåðèòü àññîöèàòèâíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ (2.52) íà

îáúåêòàõ

X i
r,s := Li . . . Li+r−1 ⊗ Li+r . . . Li+r+s−1 ,

ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îäíîðîäíûå ïîëèíîìû ïî ãå-

íåðàòîðàì àëãåáðû L(Rq, 1). Îòìåòèì, ÷òî â îäíîðîäíûõ êîìïîíåíòàõ àëãåáðû

ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé ìû ïîëüçóåìñÿ áàçèñîì, àíàëîãè÷íûì

áàçèñó (2.39).

Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîé òðîéêè îáúåêòîâ X i1
r1,s1

, X i2
r2,s2

è X i3
r3,s3

âñåãäà ìîæíî âû-

áèðàòü i1, i2 è i3 òàêèì îáðàçîì, ÷òî

i3 ≥ i2 + r2 + s2 ≥ i1 + r1 + s1 ,

òî óñëîâèå àññîöèàòèâíîñòè

(X i1
r1,s1

⋆ X i2
r2,s2

) ⋆ X i3
r3,s3

= X i1
r1,s1

⋆ (X i2
r2,s2

⋆ X i3
r3,s3

)
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íåìåäëåííî ñëåäóåò èç Ëåììû 49. Òàê êàê ëþáîé ýëåìåíò àëãåáðû L(Rq) ïðåäñòàâ-

ëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ íåêîòîðûõ îáúåêòîâ

X
(i)
r,s , ìû ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî ïðàâèëî (2.52) îïðåäåëÿåò àññîöèàòèâíîå

ïðîèçâåäåíèå â àëãåáðå L(Rq).

Îòìåòèì, ÷òî àëãåáðà ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé âêëàäûâàåò-

ñÿ â àëãåáðó L(Rq). Äëÿ äàëüíåéøåãî âàæíû äâå ïîäàëãåáðû â L(Rq), èçîìîðôíûå

àëãåáðå ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé ïîñðåäñòâîì ñëåäóþùèõ âëî-

æåíèé:

a 7→ eL ⊗ a èëè a 7→ a⊗ eL ,

ãäå eL åñòü åäèíè÷íûé ýëåìåíò àëãåáðû L(Rq, 1). Ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà,

÷òî åäèíèöà eL òðèâèàëüíî êîììóòèðóåò ñ ëþáûì ýëåìåíòîì a ∈ L(Rq, 1) ïîä

äåéñòâèåì òâèñòà REnd . Ïîýòîìó

(eL ⊗ a1) ⋆ (eL ⊗ a2) = (eL ⊗ a1a2) è (a1 ⊗ eL) ⋆ (a2 ⊗ eL) = (a1a2 ⊗ eL) .

Îïðåäåëèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ∆ : L(Rq, 1)→ L(Rq) ñëåäóþùèì ïðàâèëîì:

∆(eL) := eL ⊗ eL

∆(lji ) := lji ⊗ eL + eL ⊗ lji − (q − q−1)
∑

k l
k
i ⊗ l

j
k

∆(ab) := ∆(a) ⋆∆(b) ∀ a, b ∈ L(Rq, 1) .

(2.55)

Ââåäåì òàêæå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ε : L(Rq, 1)→ K

ε(eL) := 1

ε(lji ) := 0

ε(ab) := ε(a)ε(b) ∀ a, b ∈ L(Rq, 1) .

(2.56)

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 50 Îòîáðàæåíèÿ ∆ è ε, çàäàííûå â (2.55) è (2.56), ÿâëÿþòñÿ

ñîîòâåòñòâåííî êîóìíîæåíèåì è êîåäèíèöåé òâèñòîâàííîé áèàëãåáðàè÷åñêîé

ñòðóêòóðû â àëãåáðå ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé L(Rq, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî ïðîâåðèì, ÷òî îòîáðàæåíèå ∆ çàäàåò ãîìîìîð-

ôèçì àëãåáð L(Rq, 1) → L(Rq). Âû÷èñëåíèÿ âûãëÿäÿò ïðîùå â áàçèñå ñäâèíóòûõ

ãåíåðàòîðîâ M = ∥mj
i∥:

M = IeL −
(q − q−1)

~
L,
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îïðåäåëåííûõ â Çàìå÷àíèè 39.

Â òåðìèíàõ ýòèõ ãåíåðàòîðîâ îòîáðàæåíèå ∆ ïðèíèìàåò âèä

∆(mj
i ) =

∑
s

ms
i ⊗mj

s , (2.57)

èëè, ïåðåõîäÿ ê ìàòðè÷íîé ôîðìå çàïèñè,

∆(M) =M
.
⊗M.

Çäåñü òî÷êà íàä ñèìâîëîì òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ îçíà÷àåò äîïîëíèòåëüíîå ìàò-

ðè÷íîå ïðîèçâåäåíèå óìíîæàåìûõ ìàòðèö. Òî åñòü, åñëè ìàòðèöà M èìååò ðàçìå-

ðû N ×N , à åå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ïðèíàäëåæàò êàêîìó-òî ïðîñòðàíñòâó A, òî
ìàòðèöà M

.
⊗ M èìååò òå æå ðàçìåðû N ×N (à íå N2 ×N2, êàê áûëî áû â ñëó-

÷àå îáû÷íîãî òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ), íî åå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ïðèíàäëåæàò

ïðîñòðàíñòâó A⊗A, êàê óêàçàíî â (2.57).
Äëÿ ìàòðè÷íîé êîïèè Mk ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå:

∆(Mk) =Mk

.
⊗Mk ∀ k ≥ 1 .

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îïðåäåëåíèÿ (2.52) è (2.31), íàõîäèì

∆(M1M2) = ∆(M1) ⋆∆(M2) =M1M2

.
⊗M1M2 .

Ñðàâíèâàÿ ýòî ñ (2.34), ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî

R12∆(M1M2) = ∆(M1M2)R12 ,

òî åñòü, îòîáðàæåíèå ∆ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð. Îòìåòèì, ÷òî òâèñòî-

âàííîå êîóìíîæåíèå (2.57) áûëî ïðåäëîæåíî â [64].

Òðåáóåìàÿ âçàèìîñâÿçü ε è ∆

(id⊗ ε)∆ = id = (ε⊗ id)∆

ïðîâåðÿåòñÿ ýëåìåíòàðíî.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î òîì, êàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû L(Rq) ìîæíî

ïîñòðîèòü, îñíîâûâàÿñü íà ïðåäñòàâëåíèÿõ àëãåáðû ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíå-

íèÿ îòðàæåíèé. Âûáðàâ äâà ýêâèâàðèàíòíûõ ìîäóëÿ íàä àëãåáðîé ìîäèôèöèðî-

âàííîãî óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé U è W ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè ρU : L(Rq, 1)→ End (U)
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è ρW : L(Rq, 1) → End (W ), ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå ρU⊗W : L(Rq) → End (U ⊗W )

ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

ρU⊗W (a⊗ b) ◃ (u⊗ w) = (ρU(a) ◃ u
′)⊗ (ρW (b′) ◃ w) , a⊗ b ∈ L(Rq) , (2.58)

ãäå ñèìâîë ◃ îáîçíà÷àåò äåéñòâèå îïåðàòîðà, à ýëåìåíò(û) b′ è âåêòîð(à) u′ ïî-

ëó÷àþòñÿ äåéñòâèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî òâèñòà (çàâèñÿùåãî îò b è u) êàòåãîðèè

SW(V(m|n))

u′ ⊗ b′ := R(b⊗ u) .

Â ñèëó Óòâåðæäåíèÿ 40 îïðåäåëåíèå (2.58) ñàìîñîãëàñîâàíî, òàê êàê îòîáðàæåíèå

b 7→ ρW (b′) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì àëãåáðû L(Rq, 1).

Òåîðåìà 51 Äåéñòâèå (2.58) îïðåäåëÿåò ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû L(Rq).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äâà ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòà àëãåáðû L(Rq)

Xi = (ai ⊗ bi) ∈ L(Rq), i = 1, 2 .

Íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà u⊗ w ∈ U ⊗W âûïîëíåíî ñîîòíî-

øåíèå

ρU⊗W (X1 ⋆ X2) ◃ (u⊗ w) = ρU⊗W (X1) ◃
(
ρU⊗W (X2) ◃ (u⊗ w)

)
. (2.59)

Â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (2.59) ñòîÿò, ôàêòè÷åñêè, äâà îòîáðàæåíèÿ, ñî-

ïîñòàâëÿþùèõ ýëåìåíòó

(a1 ⊗ b1)⊗ (a2 ⊗ b2)⊗ (u⊗ w)

íåêîòîðûé âåêòîð ïðîñòðàíñòâà U ⊗W . Ìû äîêàæåì, ÷òî ïðèìåíåíèå ýòèõ (àïðè-

îðè ðàçíûõ) îòîáðàæåíèé ê óêàçàííîìó ýëåìåíòó äåéñòâèòåëüíî ïðèâîäèò ê îäè-

íàêîâîìó ðåçóëüòàòó.

Ââåäåì ñîêðàùåííûå îáîçíà÷åíèÿ

R(b1 ⊗ a2) = a′2 ⊗ b′1 , R(b2 ⊗ u) = u′ ⊗ b′2 , R(b′1 ⊗ u′) = u′′ ⊗ b′′1 .

Îïðåäåëåíèÿ (2.52) è (2.58) äàþò âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâèòü ëåâóþ ÷àñòü ôîðìóëû

(2.59) â âèäå êîìïîçèöèè ñëåäóþùèõ ìîðôèçìîâ êàòåãîðèè SW(Vm|n)

(a1 ⊗ b1)⊗ (a2 ⊗ b2)⊗ (u⊗ w) 7→ (a1 ⊗ a′2)⊗ (b′1 ⊗ b2)⊗ (u⊗ w)

7→ (a1a
′
2 ⊗ b′1b2)⊗ (u⊗ w) 7→ (a1a

′
2 ⊗ u′′)⊗ (b′′1b

′
2 ⊗ w)

7→ (ρU(a1a
′
2) ◃ u

′′)⊗ (ρW (b′′1b
′
2) ◃ w) .
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Ó÷òåì òåïåðü óñëîâèå ýêâèâàðèàíòíîñòè (2.51) ïðåäñòàâëåíèé ρU è ρW . Ýòî óñëî-

âèå îçíà÷àåò, ÷òî ïîä äåéñòâèåì êàòåãîðíûõ òâèñòîâ âåêòîð ρU(a) ◃ u ïåðåñòàâëÿ-

åòñÿ ñ ëþáûì îáúåêòîì òàêèì æå îáðàçîì, êàê è ýëåìåíò a ⊗ u. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (2.59) ìîæåò áûòü, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðåäñòàâëåíà â âèäå

òàêîé êîìïîçèöèè ìîðôèçìîâ

(a1 ⊗ b1)⊗ (a2 ⊗ b2)⊗ (u⊗ w) 7→ (a1 ⊗ b1)⊗ (a2 ⊗ u′)⊗ (b′2 ⊗ w)

7→ (a1 ⊗ b1)⊗ (ρU(a2) ◃ u
′ ⊗ ρW (b′2) ◃ w)

7→ (a1 ⊗ ρU(a′2) ◃ u′′)⊗ (b′′1 ⊗ ρW (b′2) ◃ w)

7→ (ρU(a1) ◃ ρU(a
′
2) ◃ u

′′)⊗ (ρW (b′′1) ◃ ρW (b′2) ◃ w)

7→ (ρU(a1a
′
2) ◃ u

′′)⊗ (ρW (b′′1b
′
2) ◃ w) .

Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèÿ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (2.59) îäíîìó èñ-

õîäíîìó ýëåìåíòó ñîïîñòàâëÿþò îäèíàêîâûé âåêòîð â ïðîñòðàíñòâå U ⊗W . Ýòî

îçíà÷àåò èäåíòè÷íîñòü ýòèõ îòîáðàæåíèé è çàâåðøàåò âñå äîêàçàòåëüñòâî.

Òåîðåìà 52 Ïóñòü U è W ÿâëÿþòñÿ äâóìÿ ìîäóëÿìè íàä àëãåáðîé L(Rq, 1) ñ

ýêâèâàðèàíòíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ρU è ρW . Òîãäà ýêâèâàðèàíòíîå ïðåäñòàâëå-

íèå L(Rq, 1)→ End (U ⊗W ) çàäàåòñÿ ïðàâèëîì:

a 7→ ρU⊗W (∆(a)) , ∀ a ∈ L(Rq, 1) , (2.60)

ãäå êîóìíîæåíèå ∆ è îòîáðàæåíèå ρU⊗W îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (2.55) è (2.58)

ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîé òåîðåìû íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç

Óòâåðæäåíèÿ 50 è Òåîðåìû 51.

Êàê áûëî îòìå÷åíî â íà÷àëå ýòîãî ðàçäåëà, ýêâèâàðèàíòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ

àëãåáðû ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé L(Rq, 1) â ïðîñòðàíñòâàõ Vλ,

λ ⊢ k ∈ N, áûëè ïîñòðîåíû â [39, 84]. Òåì æå ìåòîäîì ñòðîÿòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ

â ïðîñòðàíñòâàõ V ∗
λ . Ïîñëå ýòîãî ôîðìóëà (2.60) ïîçâîëÿåò ðàñïðîñòðàíèòü ìî-

äóëüíóþ ñòðóêòóðó íàä àëãåáðîé ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé íà

âñå îáúåêòû êàòåãîðèè SW(V(m|n)).

Äëÿ áîëüøåé çàìêíóòîñòè èçëîæåíèÿ ïðèâåäåì êðàòêîå îïèñàíèå ðåçóëüòàòîâ

ðàáîò [39, 84] è äîêàæåì ýêâèâàðèàíòíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå V ∗. Â îò-

ëè÷èå îò ÷åòíîãî ñëó÷àÿ, äëÿ ñèììåòðèè Ãåêêå îáùåãî áè-ðàíãà ýêâèâàðèàíòíîñòü
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ïðåäñòàâëåíèé â äóàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ V ∗
λ äîëæíà äîêàçûâàòüñÿ íåçàâèñèìî îò

ïðåäñòàâëåíèé â ïðîñòðàíñòâàõ Vλ.

Áàçèñíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû L(Rq, 1) â ïðîñòðàíñòâå V çàäàåòñÿ â òåðìè-

íàõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ îïåðàòîðà B

ρ1(l
j
i ) ◃ xk = Bj

kxi. (2.61)

Â ðàáîòå [84] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îòîáðàæåíèå ρ2 : L(Rq, 1)→ End (V ⊗2) âèäà

ρ2(l
j
i ) ◃ (xk1 ⊗ xk2) = (ρ1(l

j
i ) ◃ xk1)⊗ xk2 +

(
R−1 ◦ (ρ1(lji )⊗ I) ◦R−1

)
◃ (xk1 ⊗ xk2)

äàåò ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû L(Rq, 1). Ðàñøèðåíèÿ áàçèñíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äî

ñòàðøèõ ïðåäñòàâëåíèé ρp : L(Rq, 1) → End (V ⊗p), p ≥ 3, îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷-

íûìè ôîðìóëàìè (ñì. [84]). Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòè ðàñøèðåíèÿ ñîâïàäàþò ñ

óíèâåðñàëüíûì ðåöåïòîì (2.60).

Âûïèñàííûå âûøå ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ âïîëíå ïðèâîäèìûìè: ïðîñòðàí-

ñòâî V ⊗p ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Vλ, íóìåðó-

åìûõ ðàçáèåíèÿìè λ ⊢ p. Îãðàíè÷åíèå ïðåäñòàâëåíèÿ ρp íà ïîäïðîñòðàíñòâî Vλ
äîñòèãàåòñÿ äåéñòâèåì îðòîíîðìèðîâàííûõ ïðîåêòîðîâ Eλ

a (ñì. ôîðìóëû (2.4) è

(2.5))

ρλ,a = Eλ
a ◦ ρp ◦ Eλ

a , (2.62)

ïðè÷åì ìîäóëè, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì èíäåêñà a, ýêâèâàëåíòíû.

Áàçèñíîå ïðåäñòàâëåíèå ρ∗1 : L(Rq, 1)→ End (V ∗) äàåòñÿ ïðàâèëîì:

ρ∗1(l
j
i ) ◃ x

k = −xrR kj
ri . (2.63)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åãî ýêâèâàðèàíòíîñòè óñòàíîâèì ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåé

ëåììû.

Ëåììà 53 Ïóñòü R ÿâëÿåòñÿ êîñîîáðàòèìîé ñèììåòðèåé Ãåêêå. Òîãäà îòîáðà-

æåíèå

V ⊗ V ∗ → V ∗ ⊗ V : xi ⊗ xj 7→ xk ⊗ xlR lj
ki (2.64)

åñòü ìîðôèçì ñîîòâåòñòâóþùåé êàòåãîðèè Øóðà-Âåéëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîé ñèììåòðèè Ãåêêå R = R−1+(q−q−1)I â ñèëó (A.23).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàâåíñòâî â (2.64)

xi ⊗ xj 7→ xk ⊗ xl (R−1)ljki + (q − q−1) δji x
k ⊗ xk ,
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ìû îáíàðóæèì, ÷òî èññëåäóåìîå îòîáðàæåíèå (2.64) åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

êàòåãîðíîãî ìîðôèçìà èç ñïèñêà (2.14) è îòîáðàæåíèÿ âèäà

xi ⊗ xj 7→ δji x
k ⊗ xk .

Ýòî îòîáðàæåíèå, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîìïîçèöèè ìîðôèçìîâ

êàòåãîðèè Øóðà-Âåéëÿ

xi ⊗ xj
⟨ , ⟩r7→ δji 1

πr7→ δji x
k ⊗ xk ,

ãäå ìû ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíèëè êàòåãîðíûå ìîðôèçìû (2.12) è (2.16).

Èòàê, îòîáðàæåíèå (2.64) ïðåäñòàâëåíî â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ìîðôèç-

ìîâ êàòåãîðèè Øóðà-Âåéëÿ, ñëåäîâàòåëüíî îíî òàêæå ÿâëÿåòñÿ êàòåãîðíûì ìîð-

ôèçìîì ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ êëàññà ìîðôèçìîâ.

Óòâåðæäåíèå 54 Ïðåäñòàâëåíèå (2.63) àëãåáðû L(Rq, 1) â ïðîñòðàíñòâå V
∗ ÿâ-

ëÿåòñÿ ýêâèâàðèàíòíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîâåðêè ýêâèâàðèàíòíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ρ∗1 ìû äîëæíû

óáåäèòüñÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå ρ∗1 : L(Rq, 1) → End (V ∗) åñòü ìîðôèçì êàòåãîðèè

Øóðà-Âåéëÿ.

Îòîæäåñòâëÿÿ ãåíåðàòîð lji ñ ýëåìåíòîì xi ⊗ xj, ìû ìîæåì òðàêòîâàòü ëþáîå

ýêâèâàðèàíòíîå ëåâîå äåéñòâèå ãåíåðàòîðà lji íà áàçèñíûé âåêòîð xk ∈ V ∗ êàê

îòîáðàæåíèå

V ⊗ V ∗ ⊗ V ∗ → V ∗.

Ïîñòðîèì ïðèìåð òàêîãî äåéñòâèÿ â âèäå ñëåäóþùåé êîìïîçèöèè ìîðôèçìîâ

V ⊗ V ∗ ⊗ V ∗ (2.64)⊗I−→ V ∗ ⊗ V ⊗ V ∗ I⊗⟨ , ⟩r−→ V ∗ ⊗ K ∼= V ∗ ,

èëè, â òåðìèíàõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ,

lji ◃ x
k = xrR kj

ri .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî áàçèñíîå ïðåäñòàâëåíèå (2.63) îòëè÷àåòñÿ îò ïîñòðîåííîãî ìîð-

ôèçìà òîëüêî çíàêîì.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíî âàæíûé ïðèìåð �ïðèñîåäèíåííîãî� ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåá-

ðû ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé, äåéñòâóþùåãî â ëèíåéíîé îáîëî÷êå

ãåíåðàòîðîâ lji ýòîé àëãåáðû. Ïîñêîëüêó

Span(lji )
∼= V ⊗ V ∗ ,
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òî ðàññìàòðèâàåìîå ïðåäñòàâëåíèå ñòðîèòñÿ ïî îáùåé ôîðìóëå (2.60), êîòîðàÿ â

äàííîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä

lji 7→ ρV⊗V ∗(∆(lji )) ,

ãäå â êà÷åñòâå ρV (l
j
i ) è ρV ∗(lji ) ñëåäóåò âçÿòü áàçèñíûå ïðåäñòàâëåíèÿ (2.61) è (2.63)

ñîîòâåòñòâåííî. Îïóñêàÿ ïðîìåæóòî÷íûå âûêëàäêè, ïðåäñòàâèì îêîí÷àòåëüíûé

îòâåò â êîìïàêòíîé ìàòðè÷íîé ôîðìå

ρV⊗V ∗(L1) ◃ L2 = L1R12 −R12L1. (2.65)

Êîóìíîæåíèå ∆ (2.55) ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñ ëèíåéíîé îáî-

ëî÷êè ãåíåðàòîðîâ àëãåáðû ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé íà ëþáóþ

åå îäíîðîäíóþ êîìïîíåíòó.

Çàìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ (2.65) ñîâïàäàåò ñ L-ëèíåéíîé ÷àñòüþ îïðåäå-

ëÿþùèõ ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé (2.33) àëãåáðû L(Rq, 1), åñëè èõ ïåðåïèñàòü

â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå

L1L2 −R−1
12 L1L2R12 = L1R12 −R12L1 .

Â ýòîì ñìûñëå äåéñòâèå (2.65) àíàëîãè÷íî ïðèñîåäèíåííîìó äåéñòâèþ àëãåáðû

Ëè g íà åå óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðå U(g), êîòîðîå òîæå çàäàåòñÿ

ëèíåéíîé ïî ãåíåðàòîðàì ÷àñòüþ ñêîáêè Ëè è ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñ àëãåáðû Ëè

íà ñòàðøèå îäíîðîäíûå êîìïîíåíòû àëãåáðû U(g) ñ ïîìîùüþ õîðîøî èçâåñòíîãî

ñòàíäàðòíîãî êîóìíîæåíèÿ.

Â çàâåðøåíèå ðàçäåëà ðàññìîòðèì âîïðîñ îá �sl-ðåäóêöèè�, òî åñòü, î ïåðåõîäå

îò àëãåáðû L(Rq, 1) ê åå ôàêòîð-àëãåáðå SL(Rq)

SL(Rq) := L(Rq, 1)/⟨ℓ⟩ , ℓ := TrRL := Tr(CL) . (2.66)

Ýëåìåíò ℓ öåíòðàëåí â àëãåáðå ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé, ÷òî

ìîæåò áûòü ëåãêî ïðîâåðåíî âû÷èñëåíèåì R-ñëåäà âî âòîðîì ïðîñòðàíñòâå ìàò-

ðè÷íîãî ñîîòíîøåíèÿ (2.33). Âû÷èñëåíèå ïðîâîäèòñÿ íà îñíîâå ôîðìóë (A.33).

Äëÿ ÿâíîãî îïèñàíèÿ ôàêòîð-àëãåáðû SL(Rq) ïåðåéäåì ê íîâîìó íàáîðó ãåíå-

ðàòîðîâ {f j
i , ℓ}, ñâÿçàííîìó ñ ïðåæíèì íàáîðîì ñëåäóþùèì ëèíåéíûì ïðåîáðàçî-

âàíèåì:

lji = f j
i + (TrC)−1δji ℓ èëè L = F + (TrC)−1I ℓ , (2.67)
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ãäå F = ∥f j
i ∥. Î÷åâèäíî, ÷òî TrRF = 0. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ñèëó (2.10)

ïðèâåäåííûé âûøå ñäâèã âîçìîæåí òîëüêî åñëè m ̸= n.

Â òåðìèíàõ íîâûõ ãåíåðàòîðîâ ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ àëãåáðû L(Rq, 1)

çàïèñûâàþòñÿ â âèäå R12F1R12F1 − F1R12F1R12 = (eL −
ω

Tr(C)
ℓ)(R12F1 − F1R12)

ℓ F = F ℓ , TrRF = 0 ,

ãäå ω := q−q−1. Òåïåðü ëåãêî ïîëó÷èòü ÿâíîå îïèñàíèå ôàêòîðà (2.66) â òåðìèíàõ

ãåíåðàòîðîâ è ñîîòíîøåíèé íà íèõ. Ìàòðèöà F = ∥f j
i ∥, ñîñòàâëåííàÿ èç ãåíåðàòî-

ðîâ àëãåáðû SL(Rq), óäîâëåòâîðÿåò òåì æå ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíèÿì (2.33),

÷òî è ìàòðèöà L:

R12F1R12F1 − F1R12F1R12 = R12F1 − F1R12 , TrRF = 0 , (2.68)

íî åå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû f j
i ëèíåéíî çàâèñèìû â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ TrRF =

Tr(CF ) = 0.

Íåòðóäíî òàêæå ïåðåïèñàòü ïðåäñòàâëåíèå (2.65) â òåðìèíàõ ãåíåðàòîðîâ f j
i è

ℓ. Ó÷èòûâàÿ ñâÿçü (2.67), íàõîäèì ïîñëå íåáîëüøèõ ïðåîáðàçîâàíèé:

ρV⊗V ∗(ℓ) ◃ ℓ = 0, ρV⊗V ∗(F1) ◃ ℓ = 0 ,

ρV⊗V ∗(ℓ) ◃ F1 = −ω Tr(C)F1

ρV⊗V ∗(F1) ◃ F2 = F1R12 −R12F1 + ωR12F1R
−1
12 . (2.69)

Îòìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (2.69) îïðåäåëÿåò �ïðèñîåäèíåííîå� ïðåäñòàâëåíèå ôàê-

òîð-àëãåáðû SL(Rq), íî, â îòëè÷èå îò ïðåäñòàâëåíèÿ ñàìîé àëãåáðû ìîäèôèöèðî-

âàííîãî óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé L(Rq, 1), ïðåäñòàâëåíèå åå ôàêòîðà SL(Rq) íå äàåò-

ñÿ ëèíåéíîé ÷àñòüþ êâàäðàòè÷íî-ëèíåéíûõ ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé (2.68).

Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè â ïðåäñòàâëåíèè ρ : L(Rq, 1)→ End (U) ýëåìåíò ℓ êðàòåí

åäèíè÷íîìó îïåðàòîðó (íàïðèìåð, â íåïðèâîäèìîì ïðåäñòàâëåíèè)

ρ(ℓ) = χ IU , χ ∈ K ,

òî ìîæíî ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäñòàâëåíèå ρ̃ : SL(Rq) → End (U) ïî

ïðàâèëó [84]

ρ̃(f j
i ) =

1

ξ

(
ρ(lji )− (TrC)−1ρ(ℓ) δji

)
, ξ = 1− (q − q−1)(TrC)−1χ . (2.70)
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Àëãåáðà óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé (2.34) äîïóñêàåò ñåðèþ àâòîìîðôèçìîâ M 7→
zM ñ íåíóëåâûì ìíîæèòåëåì z ∈ K. Íà óðîâíå ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû ìîäèôè-

öèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé ýòè àâòîìîðôèçìû ïðèíèìàþò âèä (íàïîìíèì,

÷òî ~ = 1)

ρU(l
j
i ) 7→ ρzU(l

j
i ) = zρU(l

j
i ) +

(1− z)
(q − q−1)

δji IU .

Ïîëüçóÿñü (2.70), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå ρ̃U àëãåáðû SL(Rq), ïîñòðî-

åííîå íà îñíîâå ρzU , íå çàâèñèò îò z. Äðóãèìè ñëîâàìè, âåñü êëàññ ïðåäñòàâëåíèé

ρzU , ñâÿçàííûõ ïðèâåäåííûìè âûøå àâòîìîðôèçìàìè, ïåðåõîäèò â îäíî ïðåäñòàâ-

ëåíèå ôàêòîð-àëãåáðû SL(Rq).

2.5 Ìàòðè÷íàÿ ñòðóêòóðà è õàðàêòåðû öåíòðàëüíûõ ýëå-

ìåíòîâ

Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ ÿâíàÿ ìàòðè÷íàÿ ñòðóêòóðà ïðåäñòàâëåíèé ìîäè-

ôèöèðîâàííîé àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé GL(m) òèïà, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ

èç ôîðìóë (2.60) è (2.61). Êðîìå òîãî, âû÷èñëÿþòñÿ õàðàêòåðû öåíòðàëüíûõ ýëå-

ìåíòîâ àëãåáðû â ñåðèÿõ êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé, çàäàâàåìûõ ïîëíûìè q-

àíòèñèììåòðèçàòîðàìè è ïîëíûìè q-ñèììåòðèçàòîðàìè. Â ïîñëåäíåì ïîäðàçäåëå

ðàññìîòðåíî ïðåäñòàâëåíèå sl-ðåäóöèðîâàííîé àëãåáðû SL(Rq).

2.5.1 Òåíçîðíûå ñòåïåíè áàçèñíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

Ìû íà÷èíàåì ñ áàçèñíîãî êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà V , dimV = N , â êîòîðîì

çàäàíî ïðåäñòàâëåíèå ìîäèôèöèðîâàííîé àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé L(Rq, 1)

âèäà (2.61):

ρ1(l
j
i ) ◃ xk = xiB

j
k, 1 ≤ i, j, k ≤ N,

ãäå âåêòîðà {xk}1≤k≤N îáðàçóþò íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà

V , à N × N ìàòðèöà B = ∥Bj
i ∥ ñòðîèòñÿ ïî N2 × N2 R-ìàòðèöå GL(m) òèïà

(ñì. Ïðèëîæåíèå À). Ðàññìîòðèì ðàñøèðåíèå ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íà òåíçîðíóþ

ñòåïåíü V ⊗n, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ (n− 1)-êðàòíûì ïðèìåíåíèåì ôîðìóëû (2.60).

Ïðåæäå âñåãî ââåäåì óäîáíûå êîìïàêòíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñëåäóþùèõ öåïî-
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÷åê R-ìàòðèö:

Ri ≡ Rii+1, R±1
(i→j)

def
=


R±1

i R±1
i+1 . . . R

±1
j if i < j

R±1
i R±1

i−1 . . . R
±1
j if i > j

R±1
i if i = j.

(2.71)

Îïèøåì òåïåðü ÿâíóþ ìàòðè÷íóþ ñòðóêòóðó ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû L(Rq, 1) â

òåíçîðíîé ñòåïåíè V ⊗k ïðîñòðàíñòâà V .

Óòâåðæäåíèå 55 Çàôèêñèðóåì â ïðîñòðàíñòâå V íàáîð áàçèñíûõ âåêòîðîâ {xi},
1 ≤ i ≤ N , è çàäàäèì ïðåäñòàâëåíèå ìîäèôèöèðîâàííîé àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðà-

æåíèé L(Rq, 1) â ïðîñòðàíñòâå V ôîðìóëîé (2.61). Òîãäà k-ÿ òåíçîðíàÿ ñòåïåíü

ïðîñòðàíñòâà V òàêæå ÿâëÿåòñÿ (ïðèâîäèìûì) ìîäóëåì íàä L(Rq, 1). Â áàçè-

ñå {xi1 ⊗ · · · ⊗ xik} îïåðàòîðû, ïðåäñòàâëÿþùèå ãåíåðàòîðû lji àëãåáðû L(Rq, 1),

çàäàþòñÿ ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè:

ρk(l
j
i ) = ρ1(l

j
i )⊗ I⊗(k−1) +

k−1∑
s=1

R−1
(s→1)

[
ρ1(l

j
i )⊗ I⊗(k−1)

]
R−1

(1→s). (2.72)

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî óòâåðæäåíèÿ èçëîæåíî â ðàáîòå [84], ãäå ïðîâåäåíà

ïðÿìàÿ ïðîâåðêà, ÷òî îïåðàòîðû (2.72) äåéñòâèòåëüíî óäîâëåòâîðÿþò ïåðåñòàíî-

âî÷íûì ñîîòíîøåíèÿì ìîäèôèöèðîâàííîé àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé. Äðóãîé

ñïîñîá ñîñòîèò â íåïîñðåäñòâåííîì ïðèìåíåíèè ôîðìóëû (2.60) è ÿâíîãî âèäà ïå-

ðåñòàíîâî÷íûõ ìîðôèçìîâ êàòåãîðèè Øóðà-Âåéëÿ.

Ïîñòðîåííîå ïðåäñòàâëåíèå â ïðîñòðàíñòâå V ⊗k ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäèìûì. Íàøåé

ñëåäóþùåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîèñê ðàçëîæåíèÿ V ⊗k â ïðÿìóþ ñóììó èíâàðèàíò-

íûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Òàêîå ðàçëîæåíèå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî ñ èñïîëüçîâàíèåì

èçîìîðôèçìà àëãåáðû Ãåêêå Hk(q) è ãðóïïîâîé àëãåáðû C[Sk] ñèììåòðè÷åñêîé

ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê k-ãî ïîðÿäêà: Hk(q) ∼= C[Sk]. Ýòîò èçîìîðôèçì èìååò ìåñòî

äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà q â îáùåì ïîëîæåíèè (ñì. Ïðèëîæåíèå À). Äëÿ íàøåãî

ïîñòðîåíèÿ íàèáîëåå âàæíûì ñëåäñòâèåì óêàçàííîãî èçîìîðôèçìà ÿâëÿåòñÿ ñóùå-

ñòâîâàíèå q-àíàëîãîâ ïðèìèòèâíûõ èäåìïîòåíòîâ Þíãà Eλ
a ∈ Hk(q) è ðàçëîæåíèå

ïðîñòðàíñòâà V ⊗k â ïðÿìóþ ñóììó Hk(q) ìîäóëåé

V ⊗k =
⊕
λ⊢k

dim[λ]⊕
a=1

V λ
a , V λ

a = Im(ρR(E
λ
a )). (2.73)
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Çäåñü ρR(Eλ
a ) ∈ End(V ⊗k) � îáðàç èäåìïîòåíòà Eλ

a îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíîãî R-

ìàòðè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Ãåêêå (A.24). Ñèìâîë dim[λ] îáîçíà÷àåò êî-

ëè÷åñòâî ñòàíäàðòíûõ òàáëèö Þíãà, êîòîðûå ìîæíî ïîñòðîèòü ïî çàäàííîé äèà-

ãðàììå (ðàçáèåíèþ) λ ⊢ k. Ïî ñóòè, ýòî ÷èñëî ðàâíî ìíîæåñòâåííîñòè ìîäóëÿ V λ

â ðàçëîæåíèè òåíçîðíîé ñòåïåíè V k, ïîñêîëüêó âñå ìîäóëè V λ
a ñ ôèêñèðîâàííûì

λ èçîìîðôíû äðóã äðóãó.

Óòâåðæäåíèå 56 Ðàññìîòðèì ìîäèôèöèðîâàííóþ àëãåáðó óðàâíåíèÿ îòðàæå-

íèé (2.33) ñ R-ìàòðèöåé GL(p) òèïà (òî åñòü, èìåþùåé ðàíã ñèììåòðèè p).

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå V çàäàíî íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå (2.61). Òîãäà ïðåä-

ñòàâëåíèå â òåíçîðíîé ñòåïåíè V ⊗k, çàäàííîå ôîðìóëîé (2.72), ïðèâîäèìî è

ìîæåò áûòü ðàçëîæåíî â ïðÿìóþ ñóììó èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ V λ
a ,

ïàðàìåòðèçóåìûõ ðàçáèåíèÿìè λ ⊢ k. Êðàòíîñòü ìîäóëÿ, îòâå÷àþùåãî ðàçáèå-

íèþ λ, â ïðÿìîé ñóììå ðàâíà ÷èñëó ñòàíäàðòíûõ òàáëèö Þíãà, êîòîðûå ìîæíî

ïîñòðîèòü äëÿ ðàçáèåíèÿ λ. Ìàòðèöû îïåðàòîðîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ãåíåðàòî-

ðû ìîäèôèöèðîâàííîé àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé â àëãåáðå End(V λ), â áàçèñå

xi1 ⊗ · · · ⊗ xik ïðîñòðàíñòâà V ⊗k äàþòñÿ ñëåäóþùèì ïðàâèëîì:

ρν(a)(l
j
i ) = Yν(a)(R) ρk(l

j
i )Yν(a)(R), (2.74)

ãäå îòîáðàæåíèå ρk îïðåäåëåíî ôîðìóëîé (2.72) Óòâåðæäåíèÿ 55.

Ìîäóëè, ïàðàìåòðèçîâàííûå ðàçëè÷íûìè òàáëèöàìè Þíãà îäíîãî è òîãî æå

ðàçáèåíèÿ λ ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ

ïðîåêòîðîâÞíãà, ïðåäñòàâëÿþùèõ ïðèìèòèâíûå èäåìïîòåíòû àëãåáðû Ãåêêå (ñì.

Ïðèëîæåíèå À). Ïîäðîáíîñòè èçëîæåíû â ðàáîòå [84].

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèé, ïàðàìåòðèçîâàííûõ îäíîñòðî÷íûìè è îäíîñòîëáöîâûìè

äèàãðàììàìè ôîðìóëû ñòàíîâÿòñÿ ãîðàçäî ïðîùå, è, êðîìå òîãî, äëÿ ýòèõ ïðåä-

ñòàâëåíèé ìîæíî ÿâíî âû÷èñëèòü ñïåêòð öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ sm(L) = TrR(Lm).

Óòâåðæäåíèå 57 Ðàññìîòðèì ìîäóëè V ν
a íàä ìîäèôèöèðîâàííîé àëãåáðîé óðàâ-

íåíèÿ îòðàæåíèé GL(p) òèïà, ââåäåííûå â Ïðåäëîæåíèè 56.

i) Äëÿ ðàçáèåíèé ν = (k) è ν = (1k) (ãäå k ≤ p) ìàòðèöû îïåðàòîðîâ èç

End (V (k)) è End (V (1k)), ïðåäñòàâëÿþùèõ ãåíåðàòîðû àëãåáðû óðàâíåíèÿ îò-
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ðàæåíèé, çàäàþòñÿ ñëåäóþùèìè âûðàæåíèÿìè:

ρ(k)(l
j
i ) = q1−kkq S

(k)(R)
[
ρ1(l

j
i )⊗ I⊗(k−1)

]
S(k)(R), (2.75)

ρ[k](l
j
i ) = qk−1kq A

(k)(R)
[
ρ1(l

j
i )⊗ I⊗(k−1)

]
A(k)(R), k ≤ p, (2.76)

ãäå S(k) è A(k) ÿâëÿþòñÿ, R-ìàòðè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì q-ñèììåòðèçàòîðà

è q-àíòèñèììåòðèçàòîðà àëãåáðû Ãåêêå.

ii) Â ïðåäñòàâëåíèÿõ ρ(k) è ρ[k] ñïåêòð χ öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ sm = TrR(Lm)

ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

χ(k)(sm) = q−m(p+k−1)−p kq(p+ k − 1)m−1
q , (2.77)

χ[k](sm) = q−m(p−k+1)−p kq(p− k + 1)m−1
q . (2.78)

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå i) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäâñòâèåì ñîîòíîøåíèÿ

(2.74). Äåéñòâèòåëüíî, çàìåíÿÿ â (2.74) ïðîåêòîð Yν(a) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçáè-

åíèÿ íà ïðîåêòîðû S(k)(R) èëè A(k)(R) ñîîòâåòñòâåííî è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå

ðàâåíñòâà

R±1
i S

(k)
12...k = q±1S

(k)
12...k = S

(k)
12...kR

±1
i

R±1
i A

(k)
12...k = −q∓1A

(k)
12...k = A

(k)
12...kR

±1
i

1 ≤ i ≤ k − 1

è îïðåäåëåíèå (A.5) q-÷èñëà, ìû ñðàçó ïðèõîäèì ê (2.75) è (2.76).

×òîáû îïðåäåëèòü çíà÷åíèå õàðàêòåðîâ (2.77) è (2.78), íóæíî ðàññìîòðåòü ìàò-

ðèöó ρ(k)(TrR(Lm)) (áåðåì, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, q-ñèììåòðè÷åñêèé ñëó÷àé) è ïîêà-

çàòü, ÷òî îíà ïðîïîðöèîíàëüíà q-ñèììåòðèçàòîðó (êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì

îïåðàòîðîì íà ïîäïðîñòðàíñòâå V(k)). Êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè è áóäåò

ðàâåí çíà÷åíèþ õàðàêòåðà χ(k)(sm).

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå B · C = q−2pI, ðàññìàòðèâàåìóþ ìàòðèöó ìîæíî ïåðå-

ïèñàòü â âèäå

ρ(k)(TrRL
m) = qm(1−k)−2p kmq S

(k)
12...k

[
Tr(1)B1S

(k)
12...k

]m−1

S
(k)
12...k.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñëåäà Tr(1)B1S
(k)
12...k íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåêóððåíòíûìè ñîîò-

íîøåíèÿìè äëÿ q-(àíòè)ñèììåòðèçàòîðîâ (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó [23])

S(1)(R) = I S
(k)
12...k(R) =

1

kq
S
(k−1)
2...k (R)

(
q1−kI + (k − 1)qR12

)
S
(k−1)
2...k (R), (2.79)

A(1)(R) = I A
(k)
12...k(R) =

1

kq
A

(k−1)
2...k (R)

(
qk−1I − (k − 1)qR12

)
A

(k−1)
2...k (R) (2.80)
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ãäå S(k−1)
2...k åñòü q-ñèììåòðèçàòîð ñòåïåíè (k− 1), äåéñòâóþùèé â êîìïîíåíòàõ âåê-

òîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ V ⊗k ñ íîìåðàìè îò 2 äî k. Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì

Tr(1)B1S
(k)
12...k = q−p (p+ k − 1)q

kq
S
(k−1)
2...k .

Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ýòîãî ñëåäà ïðèõîäèì ê îêîí÷àòåëüíîìó îòâåòó

ρ(k)(TrRL
m) = q−m(p+k−1)−p kq(p+ k − 1)m−1

q S(k)(R) = χ(k)(sm) idV(k)
, (2.81)

÷òî è óòâåðæäàëîñü â (2.77).

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â ïðèâåäåííûõ âûøå ôîðìóëàõ öåíòðàëüíóþ ðîëü èãðàåò

ðàíã ñèììåòðèè p ñîîòâåòñòâóþùåé R-ìàòðèöû, à íå ïàðàìåòð N , îïðåäåëÿþùèé

ðàçìåð R-ìàòðèöû è ÷èñëî ãåíåðàòîðîâ ñîîòâåñòâóþùåé àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðà-

æåíèé.

2.5.2 sl-ðåäóêöèÿ

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîáëåìó ïîñòðîåíèÿ òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé ôóíäàìåíòàëü-

íûõ ïðåäñòàâëåíèé (2.70) àëãåáðû SL(Rq). Ôàêòè÷åñêè, ðåøåíèå ýòîé ïðîáëå-

ìû ñëåäóåò èç Óòâåðæäåíèÿ 56 è ôîðìóëû (2.70). Íåîáõîäèìî òîëüêî âû÷èñëèòü

ñïåêòð öåíòðàëüíîãî ýëåìåíòà TrRL â ïðåäñòàâëåíèÿõ (2.74).

Ëåììà 58 Ïóñòü ðàçáèåíèå ν ⊢ k èìååò âûñîòó s, òî åñòü

ν = (ν1, ν2, . . . , νs),
s∑

r=1

νi = k, ν1 ≥ ν2 ≥ · · · ≥ νs > 0.

Òîãäà ñïåêòð öåíòðàëüíîãî ýëåìåíòà s1 = TrRL â ïðåäñòàâëåíèè ρν(a) 1 ≤ a ≤
dim[ν] èìååò ñëåäóþùèé âèä:

χν(s1) = q−2p

s∑
r=1

q2r−1−νr(νr)q, (2.82)

ãäå íàòóðàëüíîå ÷èñëî p ≥ 2 åñòü ðàíã ñèììåòðèè R-ìàòðèöû, à (νr)q ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé q-àíàëîã öåëîãî ÷èñëà νr (ñì. îïðåäåëåíèå (A.5)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì ìàòðèöó ρν(a)(TrRL) äëÿ ïðîèçâîëüíîé òàáëèöû ν(a).

Ïîëüçÿñü ñîîòíîøåíèÿìè (A.28) è (A.30), ïîëó÷àåì èç (2.74) ñëåäóþùèé ðåçóëü-

òàò:

ρtν(a)(TrRL) = q−2p Yν(a)(R)
(
J−1
1 + J−1

2 + · · ·+ J−1
k

)
Yν(a)(R).
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Âåëè÷èíû Jk ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìàòðèöû ñëåäóþùåî âèäà

J1 = I, Ji = R(i−1→1)R(1→i−1) i ≥ 2. (2.83)

Ýòè ìàòðèöû ÿâÿþòñÿ îáðàçàìè ýëåìåíòîâ Þöèñà-Ìåðôè Ji(σ) àëãåáðû Ãåêêå

Hk(q) îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (A.24). Ýëåìåíòû Ji(σ) ãåíåðèðó-

þò ìàêñèìàëüíóþ êîììóòàòèâíóþ ïîäàëãåáðû â Hk(q) è îáëàäàþò ñëåäóþùèìè

âàæíûìè ñâîéñòâàìè [73]

Ji(σ)Yν(a)(σ) = Yν(a)(σ)Ji(σ) = q2(ci−ri)Yν(a)(σ),

ãäå ÷èñëà ci è ri ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîîðäèíàòû ñîîòâåòñòâåííî ñòîëáöà è ñòðîêè,

â êîòîðûõ ðàñïîëîæåíà êëåòêà ñ íîìåðîì i. Âåëè÷èíà q2(c−r) íàçûâàåòñÿ ñîäåðæè-

ìûì (c, r)-é êëåòêè äàííîé äèàãðàììûÞíãà. Íèæå ïðèâåäåí ïðèìåð äèàãðàììû

ν = (4, 3, 12) ñ ÿâíûì óêàçàíèåì ñîäåðæèìîãî âñåõ êëåòîê:

1 q2 q4 q6

q−2 1 q2

q−4

q−6

Ðåçþìèðóÿ ñêàçàííîå, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó:

ρtν(a)(TrRL) = q−2p
( k∑

i=1

q−2(ci−ri)
)
Yν(a) = χν(TrRL)Yν(a). (2.84)

Î÷åâèäíî, ÷òî ñóììà ñîäåðæèìîãî âñåõ êëåòîê äàííîé òàáëèöû ν(a) (èëè ñóì-

ìà âåëè÷èí, îáðàòíûõ ê ñîäåðæèìîìó) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì (òî

åñòü äèàãðàììîé Þíãà) è îäèíàêîâî äëÿ âñåõ òàáëèö äàííîé ôîðìû ν. Êàê ñëåä-

ñòâèå, õàðàêòåð χν(TrRL) íå çàâèñèò îò êîíêðåòíîé òàáëèöû (íå çàâèñèò îò íîìåðà

a). Ýòî, ðàçóìååòñÿ, íàõîäèòñÿ â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ ýêâèâàëåíòíîñòüþ ïðåä-

ñòàâëåíèé ρν(a), ïàðàìåòðèçóåìûõ ðàçëè÷íûìè òàáëèöàìè ν(a) îäíîãî è òîãî æå

ðàçáèåíèÿ ν.

Ïðîñòûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî χν(TrRL),

ðàâíûé ñóììå îáðàòíîãî ñîäåðæèìîãî âñåõ êëåòîê òàáëèöû ν(a), äåéñòâèòåëüíî çà-

ïèñûâàåòñÿ â âèäå (2.82).

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü ðåçóëüòàò äëÿ ìîäóëåé ñòàðøåé ðàçìåðíîñòè íàä àëãåá-

ðîé SL(Rq).
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Óòâåðæäåíèå 59 Ðàññìîòðèì àëãåáðó SL(Rq) (2.66) ñ Ãåêêåâñêîé R-ìàòðèöåé,

îáëàäàþùåé ðàíãîì ñèììåòðèè p. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå V çàôèñèðîâàí íåêî-

òîðûé áàçèñ ei, 1 ≤ i ≤ n è â ýòîì áàçèñå çàäàíî áàçèñíîå ïðåäñòàâëåíèå (2.61).

Ñîãëàñíî Óòâåðæäåíèþ 55 òåíçîðíàÿ ñòåïåíü V ⊗k òàêæå ÿâëÿåòñÿ SL(Rq)-

ìîäóëåì äëÿ ëþáîãî k ∈ N. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

i) Ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû SL(Rq) â ïðîñòðàíñòâå V ⊗k ïðèâîäèìî. Â áàçèñå

ei1⊗· · ·⊗eik ìàòðèöû îïåðàòîðîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ãåíåðàòîðû f j
i àëãåáðû

SL(Rq) çàïèñûâàþòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

ρ̄tk(f
j
i ) =

1

ω

(
ρtk(l

j
i )−

δ j
i

pqqp
Zk

)
, ω =

q1−p

pq
(qp−2(p+ 1)q − 1), (2.85)

ãäå èíäåêñ t îçíà÷àåò ìàòðè÷íîå òðàíñïîíèðîâàíèå, ρk(l
j
i ) îïðåäåëåíî â

(2.72), à âåëè÷èíà Zk äàåòñÿ âûðàæåíèåì:

Zk = I +
k−1∑
n=1

R−1
(n→1)R

−1
(1→n).

ii) Ðàçëîæèì òåíçîðíóþ ñòåïåíü V ⊗k â ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ êàê

óêàçàíî â (2.73). Êàæäàÿ êîìïîíåíòà V ν
a ïðÿìîé ñóììû ïðåäñòàâëÿåò ñî-

áîé SL(Rq) ïîäìîäóëü â V
⊗k. Ãåíåðàòîð f j

i ïðåäñòàâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïå-

ðàòîðîì ñî ñëåäþùåé ìàòðèöåé:

ρ̄tν(a)(f
j
i ) =

1

ων

Yν(a)

[
ρtk(l

j
i )− δ

j
i

qp

pq
χν(s1)I12...k

]
Yν(a), ων = 1− λ q

p

pq
χν(s1),

(2.86)

ãäå õàðàêòåð χν(s1) îïðåäåëåí ôîðìóëîé (2.82). Ìîäóëè, ïàðàìåòðèçóåìûå

ðàçëè÷íûìè òàáëèöàìè îäíîãî è òîãî æå ðàçáèåíèÿ ν ⊢ k, ÿâëÿþòñÿ ýêâè-
âàëåíòíûìè.

iii) Ñïåêòð χ̄ öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ s̄m = TrRFm àëãåáðû SL(Rq) s̄m = TrRFm

â ïðåäñòàâëåíèÿõ ρ̄(k) è ρ̄[k], îòâå÷àþùèì ðàçáèåíèÿì ν = (k) è ν = (1k),

ïðèíèìàåò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

χ̄(k)(s̄m) = q−p−m kq(p− 1)q(p+ k)q
(p+ k − 1)q

[
(p− 1)m−1

q (p+ k)m−1
q + (−1)mkm−1

q

]
(qp−2(p+ k)q − kq)m

(2.87)

χ̄[k](s̄m) = q−p+m kq(p+ 1)q(p− k)q
(p− k + 1)q

[
(p+ 1)m−1

q (p− k)m−1
q + (−1)mkm−1

q

]
(qp+2(p− k)q + kq)m

(2.88)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü äàííîãî óòâåðæäåíèÿ ïðÿìî ñëåäóåò èç Óòâåð-

æäåíèé 55 è 56, Ñëåäñòâèÿ 57 è ôîðìóëû (2.70). Â ñàìîì äåëå, îïåðàòîðû ρ̄k(TrRF )

è π̄ν(a)(TrRF ) î÷åâèäíî ðàâíû íóëþ. Îñíîâûâàÿñü íà Óòâåðæäåíèÿõ 55 è 56, ìîæ-

íî ïðîâåðèòü, ÷òî âûðàæåíèÿ (2.85) è (2.86) äåéñòâèòåëüíî óäîâëåòâîðÿþò ñîîò-

íîøåíèÿì (2.68), à ìíîæèòåëü ω−1
ν îáåñïå÷èâàåò íàäëåæàùóþ íîðìèðîâêó ïðàâîé

÷àñòè ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé (2.68).

×òî æå êàñàåòñÿ âûðàæåíèé (2.87) è (2.88), îíè ìîãóò áûòü ïðîâåðåíû ïðÿìî-

ëèíåéíûìè, äîñòàòî÷íî îáúåìíûìè âû÷èñëåíèÿìè, íà îñíîâå ôîðìóë (2.86), (2.77)

è (2.78).

Äëÿ R-ìàòðèöû Äðèíôåëüäà-Äæèìáî, ïðîèñõîäÿùååé èç êâàíòîâîé óíèâåð-

ñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû Uq(sln), ðàíã ñèììåòðèè p = n è â êëàññè÷åñêîì

ïðåäåëå q → 1 ñïåêòð (2.87), (2.88) öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ SL(Rq) ïåðåõîäèò

â ñïåêòð ýëåìåíòîâ Êàçèìèðà àëãåáðû U(sln) â ñîîòâåòñòâóþùåì ïðåäñòàâëåíèè

(ñì., íàïðèìåð, [1]).

È, â çàêëþ÷åíèå, ðàññìîòðèì òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåïðèâîäèìûõ ìî-

äóëåé Vµ è Vν íàä àëãåáðîé L(Rq, 1) (èëè íàä SL(Rq)), â êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíèÿ

ãåíåðàòîðîâ äàþòñÿ îïåðàòîðàìè (2.74) (èëè îïåðàòîðàìè (2.86)). Ïîëüçóÿñü èçî-

ìîðôèçìîì àëãåáðû Ãåêêå ïðè îáùåì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà è ãðóïïîâîé àëãåáðû

ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê Hk(q) ∼= C[Sk], ìîæíî ïîêàçàòü (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó [29]),

÷òî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå Vµ⊗Vν èçîìîðôíî (êàê ìîäóëü íàä àëãåáðîé) ïðÿìîé
ñóììå ìîäóëåé

Vµ ⊗ Vν ∼=
⊕
σ

cσµνVσ. (2.89)

Â ýòîé ôîðìóëå öåëûå ÷èñëà cσµν ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîýôôèöèåíòû Ëèòòâóäà-

Ðè÷àðäñîíà, îïðåäåëÿþùèå ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ñòðêóòóðó êîëüöà ñèììåòðè÷å-

ñêèõ ôóíêöèé Øóðà.

3 Êâàíòîâûå ìíîãîîáðàçèÿ

Òåðìèí �êâàíòîâîå ìíîãîîáðàçèå� áóäåò îçíà÷àòü íåêîòîðóþ íåêîììóòàòèâíóþ àë-

ãåáðó, êîòîðàÿ òðàêòóåòñÿ êàê êâàíòîâàíèå êîììóòàòèâíîé àëãåáðû ôóíêöèé íà

êëàññè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè. Òî åñòü, â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ, êâàí-

òîâîå ìíîãîîáðàçèå íå èìååò íàãëÿäíîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî îáðàçà êàê, íàïðèìåð,

íåêîòîðîé îáëàñòè èëè ìíîæåñòâà òî÷åê â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â äàííîì
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ðàçäåëå ýòîò ïîäõîä ïðèìåíÿåòñÿ ê êâàíòîâàíèþ ïîëóïðîñòûõ îðáèò êîïðèñîåäè-

íåííîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû GL(m) íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå gl(m)∗ � äóàëüíîì

ïðîñòðàíñòâå ê àëãåáðå Ëè gl(m). Íàïîìíèì, ÷òî îðáèòà íàçûâàåòñÿ ïîëóïðîñòîé.

åñëè îíà ñîäåðæèò äèàãîíàëèçóåìóþ ìàòðèöó. Òàêèì îáðàçîì, íàáîð ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé òàêîé ìàòðèöû è èõ êðàòíîñòåé îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò îðáèòó.

Ìîäèôèöèðîâàííàÿ àëãåáðà óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé (2.33), çàäàâàåìàÿ Uq(sl(m))

R-ìàòðèöåé Äðèíôåëüäà-Äæèìáî òðàêòóåòñÿ êàê êâàíòîâàííàÿ àëãåáðà ðåãóëÿð-

íûõ ôóíêöèé C[gl(m)∗] ∼= Sym(gl(m)) íà äóàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ê àëãåáðå Ëè

gl(m). Ïîýòîìó êâàíòîâàííûå îðáèòû êîïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿGL(m) íà gl(m)∗

áóäóò íåêîòîðûìè ôàêòîð-àëãåáðàìè àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé.

3.1 Êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå: ïóàññîíîâà ñòðóêòóðà

àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé

Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê ïîñòðîåíèþ êâàíòîâàííûõ îðáèò, èçó÷èì ïóàññîíî-

âó ñòðóêòóðó íà C[gl(m)∗], êâàíîâàíèå êîòîðîé ïðèâîäèò ê ìîäèôèöèðîâàííîé

àëãåáðå óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé. Êàê èçâåñòíî, Uq(sl(m)) R-ìàòðèöà Äðèíôåëüäà-

Äæèìáî èìååò ñëåäóþùèé âèä:

R = q

m∑
i=1

hii ⊗ hii +
m∑
i̸=j

hji ⊗ hij + (q − q−1)
m∑
i<j

hii ⊗ h
j
j, (3.1)

ãäå hji � ìàòðè÷íàÿ åäèíèöà, òî åñòü, m×m ìàòðèöà, ñîäåðæàùàÿ åäèíñòâåííûé

íåíóëåâîé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò, ðàâíûé åäèíèöå, íà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-

ãî ñòîëáöà. Â ïðåäåëå q = 1 ýòà ìàòðèöà ïðåâðàùàåòñÿ â ìàòðèöó ïåðåñòàíîâêè

P =
∑m

i,j=1 h
j
i ⊗ hij.

Ïîëüçóÿñü ÿâíûì âèäîì R-ìàòðèöû, ìû ìîæåì íàéòè ïó÷îê ñêîáîê Ïóàññîíà,

ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé êâàçèêëàññè÷åñêèé àíàëîã äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé àëãåáðû

L(Rq, ~). Ïîëàãàÿ ñ ýòîé öåëüþ q = 1 â ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ (2.33), ìû

ïåðåéäåì îò àëãåáðû L(Rq, ~) ê àëãåáðå U(gl(m)~). Ñëåäîâàòåëüíî, ñêîáêà Ïóàñ-

ñîíà, îòâå÷àþùàÿ äåôîðìàöèè ïî ïàðàìåòðó ~ åñòü ñòàíäàðòíàÿ ëèíåéíàÿ ñêîáêà

Ïóàññîíà-Ëè íà ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé íà gl(m)∗:

{lji , lsk}PL = ~ (δjkl
s
i − δsi l

j
k).

×òîáû íàéòè âòîðóþ ñêîáêó Ïóàññîíà, ãåíåðèðóþùóþ ïó÷îê, ïîëîæèì ~ = 0

â ñîîòíîøåíèè (2.33), ïåðåõîäÿ òåì ñàìûì ê àëãåáðå L(Rq) íåìîäèôèöèðîâàííî-
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ãî óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé. Ââîäÿ ìàòðèöó R = PR, ïåðåïèøåì ïåðåñòàíîâî÷íûå

ñîîòíîøåíèÿ àëãåáðû L(Rq) â ñëåäóþùåé ôîðìå:

R12 L1R21 L2 − L2R12 L1R21 = 0 , (3.2)

ãäå R21 = P12R12P12. Ïîëàãàÿ q = eν äëÿ íåêîòîðîãî ν ∈ C è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

R = I ïðè q = 1, ìû ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå ìàòðèöû R â ðÿä ïî ïàðàìåòðó ν:

R = 1 + ν r+O(ν2), ãäå

r =
m∑
i=1

hii ⊗ hii + 2
m∑
i<j

hij ⊗ h
j
i , (3.3)

åñòü êëàññè÷åñêàÿ sl(m) r-ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ

[r12, r13] + [r12, r23] + [r13, r23] = 0 .

Âûäåëèâ â (3.2) ëèíåéíóþ ïî ν ÷àñòü, ìû ïîëó÷èì âòîðóþ ñêîáêó Ïóàññîíà â

ïðîñòðàíñòâå C[gl(m)∗]:

{L1, L2}r = L2L1r21 − r12L1L2 + L2r12L1 − L1r21L2 . (3.4)

Ïîêà ýòà ôîðìóëà îïðåäåëåíà ëèøü íà ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòàõ lji ìàòðèöû L, êî-

òîðûå îáðàçóþò áàçèñ ëèíåéíûõ ôóíêöèé íà ïðîñòðàíñòâå gl(m)∗. Ðàñøèðåíèå

ñêîáêè (3.4) íà ïðîèçâîëüíûå ïîëèíîìû îò ãåíåðàòîðîâ lji ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìî-

ùüþ âåêòîðíûõ ïîëåé íà gl(m)∗. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óêàçàííîãî ðàñøèðåíèÿ îïðåäå-

ëèì ìàòðèöû

r± =
1

2
(r12 ± r21) .

Èç ôîðìóëû (3.3) ñëåäóåò, ÷òî âíîâü ââåäåííûå ìàòðèöû r± ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè

ìàòðèö

r− =
m∑
i<j

(eij ⊗ e
j
i − e

j
i ⊗ eij) :=

m∑
i<j

eij ∧ e
j
i , r+ =

m∑
i,j

eji ⊗ eij , r± ∈ gl(m)⊗2 (3.5)

îòíîñèòåëüíî ôóíäàìåíòàëüíîãî âåêòîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ eji 7→ hji , ãäå ýëåìåíòû

eji îáðàçóþò ñòàíäàðòíûé áàçèñ àëãåáðû Ëè gl(m):

[eji , e
r
k] = δjk e

r
i − δri e

j
k .

Ðàññìîòðèì òåïåðü äåéñòâèå àëãåáðû gl(m) íà ïðîñòðàíñòâå C[gl(m)∗] ïîñðåä-

ñòâîì ëåâûõ, ïðàâûõ è ïðèñîåäèíåííûõ èíâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé:

eji ◃ l
s
k := δjk l

s
i , lsk ▹ e

j
i := δsi l

j
k , ad eji (l

s
k) = eji ◃ l

s
k − lsk ▹ e

j
i , (3.6)
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êîòîðîå ðàñøèðÿåòñÿ íà ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîì îò ãåíåðàòîðîâ lji ñ ïîìîùüþ ïðà-

âèëà Ëåéáíèöà. Òîãäà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îïðåäåëåíèÿ ìàòðèö r±, ìû ìîæåì

ïåðåïèñàòü (3.4) â îáùåì âèäå

{f, g}r = ◦ rl,r+ (f ⊗ g)− ◦ rr,l+ (f ⊗ g)− ◦ rad,ad− (f ⊗ g), ∀ f, g ∈ C[gl(m)∗]. (3.7)

Çäåñü ◦ : C[gl(m)∗]⊗2 → C[gl(m)∗] ñèìâîëèçèðóåò êîììóòàòèâíîå ïîòî÷å÷íîå óìíî-

æåíèå ôóíêöèé íà gl(m)∗, à âåðõíèå èíäåêñû ìàòðèö r± óêàçûâàþò íà ñëåäóþùèå

òèïû äåéñòâèÿ

rad,ad− (f ⊗ g) :=
m∑
i<j

ad eij(f) ∧ ad eji (g), rl,r+ (f ⊗ g) :=
∑
i,j

(eij ◃ f)⊗ (g ▹ eji ) . (3.8)

Çàìåòèì, ÷òî ñêîáêè

{f, g}− = ◦ rad,ad− (f ⊗ g) è {f, g}+ = ◦ rl,r+ (f ⊗ g)− ◦ rr,l+ (f ⊗ g)

ïî îòäåëüíîñòè íå ÿâëÿþòñÿ Ïóàññîíîâûìè, ïîñêîëüêó äëÿ íèõ íå óäîâëåòâîðÿåòñÿ

òîæäåñòâî ßêîáè.

Ñêîáî÷íàÿ îïåðàöèÿ { }+ ÿâëÿåòñÿ gl(m)-êîâàðèàíòíîé, òî åñòü

adX({f, g}+) = {adX(f), g}+ + {f, adX(g)}+, ∀f, g ∈ C[gl(m)∗], X ∈ gl(m) .

Ñêîáêà (3.7) îãðàíè÷èâàåòñÿ íà ëþáóþ GL(m)-îðáèòó O ⊂ gl(m)∗, òàê êàê äëÿ

ëþáîé ôóíêöèè f ∈ IO, ãäå IO åñòü èäåàë ôóíêöèé, çàíóëÿþùèõñÿ íà îðáèòå, è

ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè g ∈ C[gl(m)∗] âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî

{f, g}r ∈ IO .

Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî âêëþ÷åíèÿ î÷åâèäíà äëÿ êîìïîíåíòû { }−, ïîñêîëüêó ýòà

îïåðàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ïðèñîåäèíåííûå âåêòîðíûå ïîëÿ. Äîêàçàòåëüñòâî

äëÿ êîìïîíåíòû { }+ ïðèâåäåíî â [19]. Â ÷àñòíîñòè, ñêîáêà (3.7) ìîæåò áûòü îãðà-

íè÷åíà íà ìíîãîîáðàçèå c1 :=
∑
lii = c, ãäå c ∈ C åñòü íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Ïîëà-

ãàÿ c = 0, ìû ïîëó÷èì ñêîáêó Ïóàññîíà íà àëãåáðå ôóíêöèé C[sl(m)∗].

Çàìå÷àíèå 60 Áóäó÷è îãðàíè÷åííîé íà àëãåáðó C[g∗], ãäå g = sl(m), ñêîáêà { }+
äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ èíòåðïðåòàöèþ [26, 19]. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî g⊗2 êàê

ïðèñîåäèíåííûé g-ìîäóëü. Îíî ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ïîäìîäóëåé

g⊗2 = gs ⊕ ga ,
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ãäå gs(ga) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì (êîñîñèììåòðè÷åñêèì) ïîäïðîñòðàíñòâîì â

g⊗2. Äëÿ m > 2 ñóùåñòâóþò ïîäïðîñòðàíñòâà g+ ⊂ gs è g− ⊂ ga, êîòîðûå èçî-

ìîðôíû ñàìîìó g êàê ïðèñîåäèíåííûå g-ìîäóëè. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííûé (ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ) íåòðèâèàëüíûé g-êîâàðèàíòíûé ìîðôèçì

β : g⊗2 → g⊗2, îòîáðàæàþùèé g− â g+.

Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèé íà g∗, íàäåëåííîå ñêîáêîé Ïóàññîíà-

Ëè, èçîìîðôíî êàê àëãåáðà Ëè àëãåáðå g, ìîðôèçì β îïðåäåëÿåòñÿ íà âñåé àëãåáðå

C[g∗] (ïîñðåäñòâîì ïðàâèëà Ëåéáíèöà) è ïðèâîäèò ê ñêîáêå, ñîâïàäàþùåé (ñ òî÷-

íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ) ñî ñêîáêîé { }+. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ m = 2 êîìïîíåíòà g+

çàíóëÿåòñÿ è ïîýòîìó çàíóëÿåòñÿ è ñêîáêà { }+.

Óòâåðæäåíèå 61 Ñêîáêà (3.7) ñîâìåñòíà ñî ñêîáêîé Ïóàññîíà-Ëè (èõ ñêîáêà

Ñõîóòåíà ðàâíà íóëþ) è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòíîøåíèå

{ , }PL,r = a{ , }PL + b{ , }r, a, b ∈ C

îïðåäåëÿåò ïó÷îê ñêîáîê Ïóàññîíà.

Õîòÿ, â ïðèíöèïå, ýòî óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî

ñåìåéñòâî àëãåáð L(Rq, ~) åñòü äâóõïàðàìåòðè÷åñêàÿ äåôîðìàöèÿ êîììóòàòèâíîé

àëãåáðû C[gl(m)∗], åãî ìîæíî ïðîâåðèòü è ïðÿìûìè ðàñ÷åòàìè [19].

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé m = 2 áîëåå ïîäðîáíî. Êàê óæå óïîìèíàëîñü âûøå, â ýòîì

ñëó÷àå êîìïîíåíòà { }+ ñêîáêè Ïóàññîíà { }r çàíóëÿåòñÿ è ìû èìååì { }r = { }−.
Îáîçíà÷èì ñèìâîëàìè {H,E, F} ãåíåðàòîðû Êàðòàíà-Øåâàëüå àëãåáðû Ëè sl(2).

Òîãäà r− = −E ∧ F (ñì. (3.5)) è ñêîáêà Ïóàññîíà (3.7) ïðèíèìàåò âèä:

{a, b}r = adE(a) adF (b)− adF (a) adE(b) .

Âûáåðåì â àëãåáðå C[sl(2)∗] ãåíåðàòîðû {e, f, h}, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ãåíåðàòî-
ðàì Êàðòàíà-Øåâàëüå ïðè èçîìîðôèçìå àëãåáðû Ëè sl(2) è àëãåáðû Ëè ëèíåéíûõ

ôóíêöèé íà ïðîñòðàíñòâå sl(2)∗. Íåñëîæíîå âû÷èñëåíèå íà îñíîâå (3.6) äàåò

{h, e}r = 2eh , {h, f}r = −2fh , {e, f}r = h2 .

Âèäíî, ÷òî ýòè ñêîáêè îòëè÷àþòñÿ îò ñêîáîê Ïóàññîíà-Ëè òîëüêî ìíîæèòåëåì h

è, ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé ëèñò ñêîáêè { }r ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ëèñòå ñêîáêè

Ïóàññîíà-Ëè. Êðîìå òîãî, ýëåìåíò c2 = h2/2 + 2ef öåíòðàëåí îòíîñèòåëüíî îáå-

èõ ñêîáîê, ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåìûé ïó÷îê ñêîáîê Ïóàññîíà îãðàíè÷èâàåòñÿ íà

ôàêòîð-àëãåáðó C[sl(2)∗]/⟨c2 − c⟩ ïðè ëþáîì çíà÷åíèè c ∈ C.
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Ðàññìîòðèì ãåíåðàòîðû àëãåáðû su(2):

x =
1

2
(e− f), y =

i

2
(e+ f), z =

i

2
h .

Â ýòèõ ãåíåðàòîðàõ ìû ïîëó÷àåì ïó÷îê ñêîáîê Ïóàññîíà âèäà

{x, y}PL = z, {y, z}PL = x, {z, x}PL = y,

{x, y}r = z2, {y, z}r = xz, {z, x}r = yz .

Êâàäðàòè÷íûé öåíòðàëüíûé ýëåìåíò çàïèñûâàåòñÿ â âèäå c2 = x2 + y2 + z2.

×àñòíûé ñëó÷àé ñêîáêè èç ðàññìàòðèâàåìîãî ïó÷êà (à èìåííî, { }PL − {}r)
ïîÿâëÿëñÿ â ñòàòüå [87] (ñì. Ïðèëîæåíèå ê ýòîé ðàáîòå, íàïèñàííîå J.-H.Lu è À.

Âàéíøòåéíîì) ïðè èçó÷åíèè êâàçèêëàññè÷åñêîãî àíàëîãà êâàíòîâîé ñôåðû. Â [87]

ôóíêöèè íà êâàíòîâîé ñôåðå áûëè ðåàëèçîâàíû êàê ýëåìåíòû íåêîòîðîé îïåðà-

òîðíîé àëãåáðû. Ýòîò ïîäõîä îñíîâàí íà ðåçóëüòàòàõ ñòàòüè [76], ãäå êâàíòîâàÿ

ñôåðà òðàêòîâàëàñü êàê C∗-àëãåáðà è åå áûëè êëàññèôèöèðîâàíû åå íåïðèâîäè-

ìûå ïðåäñòàâëåíèÿ (êàê C∗-àëãåáðû). Â êîíå÷íîì èòîãå, êâàíòîâàÿ ñôåðà â [87]

áûëà îïèñàíà â òåðìèíàõ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ äðóãîé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êâàíòîâûõ ìíîãîîáðà-

çèé. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòîò ìåòîä íà ïðèìåðå êâàíòîâîé ñôåðû (èëè êâàíòîâîãî

ãèïåðáîëîèäà, ÷òî îäíî è òî æå íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë). Ïðåæäå âñåãî,

ìû êâàíòóåì ñêîáêó Êèðèëëîâà-Êîñòàíòà-Ñóðüå10 (ñîêðàùåííî ÊÊÑ) íà ñôåðå è

ðåàëèçóåì êâàíòîâóþ àëãåáðó â âèäå ñëåäóþùåãî ôàêòîðà

U(su(2)~)/⟨x2 + y2 + z2 − c⟩ , c ∈ K , c ̸= 0 . (3.9)

Äàëåå ìû èíòåðåñóåìñÿ êîíå÷íîìåðíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè äàííîé ôàêòîð-àëãåáðû.

Êàê èçâåñòíî, ñóùåñòâóåò íàáîð îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé c(k) = −~2k(k + 2)/4,

k ∈ N, òàêèõ ÷òî ôàêòîð-àëãåáðà (3.9) îáëàäàåò êîíå÷íîìåðíûì ïðåäñòàâëåíèåì,

åñëè c = c(k) äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ N.

Âîçâðàùàÿñü ê ãåíåðàòîðàì àëãåáðû sl(2), ìû ïîëó÷àåì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå

ñåìåéñòâî àëãåáð

SLc(~) = U(sl(2)~)/⟨
1

2
H2 + EF + FE − c⟩ .

10Íàïîìíèì, ÷òî òàê íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åíèå ñêîáêè Ïóàññîíà-Ëè íà îðáèòó êîïðèñîåäèíåí-

íîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû Ëè, ðàñïîëîæåííóþ â ïðîñòðàíñòâå äóàëüíîì ê åå àëãåáðå Ëè.
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Íà ëþáîé àëãåáðå SLc(~) èç ýòîãî ñåìåéñòâà, êàê è íà àëãåáðå

SLc = C[sl(2)∗]/⟨h
2

2
+ ef + fe− c⟩

ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî äåéñòâèå àëãåáðû Ëè sl(2). Îòíîñèòåëüíî ýòîãî äåéñòâèÿ

àëãåáðû SLc è SLc(~) ðàñêëàäûâàþòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó sl(2)-ìîäóëåé, ñ êðàòíî-

ñòüþ ñëàãàåìûõ, íå ïðåâûøàþùåé åäèíèöû:

SLc ∼=
⊕
k≥0

Vk

(àíàëîãè÷íîå ðàçëîæåíèå èìååò ìåñòî äëÿ SLc(~)).

Ïóñòü α : SLc → SLc(~) åñòü sl(2)-èíâàðèàíòíîå îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå

ýëåìåíòó ñòàðøåãî âåñà ek ∈ SLc ýëåìåíò E⊗k ∈ SLc(~). Ýòî óñëîâèå îäíîçíà÷íî

îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå α. Òåïåðü â êîììóòàòèâíîé àëãåáðå SLc ìîæíî ââåñòè

íîâîå íåêîììóòàòèâíîå óìíîæåíèå ⋆, ïðèõîäÿùåå èç àëãåáðû SLc(~)

f ⋆~ g = α−1(α(f) ◦ α(g)), f, g ∈ SLc , (3.10)

ãäå ◦ ñèìâîëèçèðóåò îïåðàöèþ ïðîèçâåäåíèÿ â àëãåáðå SLc(~). Òàêèì îáðàçîì, ìû

ïðîêâàíòîâàëè ñêîáêó ÊÊÑ íà ãèïåðáîëîèäå c2 = c â äóõå äåôîðìàöèîííîé ñõåìû

êâàíòîâàíèÿ � ÷åðåç ââåäåíèå íîâîãî ïðîèçâåäåíèÿ â èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå êîì-

ìóòàòèâíûõ ôóíêöèé. Çàìåòèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ [82], íàøå àëãåáðàè÷åñêîå

êâàíòîâàíèå íå ðàñøèðÿåòñÿ íà ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé C∞[S2].

Äåôîðìèðóåì òåïåðü àëãåáðó C[sl(2)∗] �âäîëü� ïàðàìåòðîâ q è ~ îäíîâðåìåííî.

Ìû ïîëó÷èì àëãåáðó L(Rq, ~) ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé (2.33) ñ

R-ìàòðèöåé (3.1), ãäå ñëåäóåò ïîëîæèòü m = 2. Âûäåëÿÿ R-áåññëåäîâûå ýëåìåíòû

èç íàáîðà ÷åòûðåõ ãåíåðàòîðîâ àëãåáðû L(Rq, ~), ïðèäåì ê àññîöèàòèâíîé àëãåáðå

ñ åäèíèöåé, ïîðîæäåííîé òðåìÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ýëåìåíòàìè {Ĥ, Ê, F̂},
óäîâëåòâîðÿþùèìè ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíèÿì âèäà

q2ĤÊ − ÊĤ = 2q~ Ê ,

ĤF̂ − q2F̂ Ĥ = −2q~ F̂ ,

q(ÊF̂ − F̂ Ê) = Ĥ
(
~− (q2 − 1)

2q
Ĥ
)
.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ýòó àëãåáðó ñèìâîëîì SL(q, ~). Åå öåíòðàëüíûé ýëåìåíò Cq =
Ĥ2

2q
+q−1ÊF̂+qF̂ Ê áóäåì íàçûâàòüòâèñòîâàííûì ýëåìåíòîì Êàçèìèðà. Ïîëîæèì

SLc(q, ~) = SL(q, ~)/⟨Cq − c⟩ .
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Äàííóþ ôàêòîð-àëãåáðó áóäåì íàçûâàòü êâàíòîâûì ãèïåðáîëîèäîì èëè, ðàññìàò-

ðèâàÿ åãî íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, � êâàíòîâîé ñôåðîé. Ýòà àëãåáðà ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé äâóõïàðàìåòðè÷åñêóþ äåôîðìàöèþ èñõîäíîé êîììóòàòèâíîé àë-

ãåáðû SLc. Äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà q èç îáùåãî ïîëîæåíèÿ îêàçûâàåòñÿ âîçìîæ-

íûì îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèå αq : SLc → SLc(q, ~), àíàëîãè÷íîå îòîáðàæåíèþ α

(çà èñêëþ÷åíèåì ñâîéñòâà ýêâèâàðèàíòíîñòè) è ïðåäñòàâèòü íîâîå ïðîèçâåäåíèå

â àëãåáðå SLc àíàëîãè÷íî ñîîòíîøåíèþ (3.10).

Êàê è â ñëó÷àå àëãåáðû (3.9), ñóùåñòâóåò ðÿä çíà÷åíèé ïàðàìåòðà c = ck, òàêèõ,

÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôàêòîð-àëãåáðà SLck(q, ~) îáëàäàåò êîíå÷íîìåðíûì ýêâèâà-

ðèàíòíûì ïðåäñòàâëåíèåì, îïèñàííûì â ðàçäåëå 2.4. Ïðè q → 1 îíî ïåðåõîäèò â

ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû SLck(~). Â îòëè÷èå îò ðàññìàòðèâàåìîãî ïîäõîäà, òåîðèÿ

ïðåäñòàâëåíèé êâàíòîâîé ñôåðû, ïðåäëîæåííàÿ â ðàáîòå [76], íå èìååò íè÷åãî îá-

ùåãî ñ òåîðèåé êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû Ëè sl(2) (èëè su(2)).

Â îáùåì ñëó÷àå, êâàíòóÿ ñêîáêó ÊÊÑ íà ïîëóïðîñòîé îðáèòå, ìû ïðåäñòàâëÿ-

åì êâàíòîâóþ àëãåáðó â âèäå íåêîòîðîãî ôàêòîðà îáåðòûâàþùåé àëãåáðû U(g~),

ãäå g = gl(m) èëè sl(m). Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïîëóïðîñòàÿ îðáèòà íå ÿâëÿåòñÿ îð-

áèòîé îáùåãî ïîëîæåíèÿ, òî çàäà÷à íàõîæäåíèÿ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ñî-

îòâåòñòâóþùåé êâàíòîâîé îðáèòû ñîäåðæèò íåêîòîðûå òîíêîñòè (ñì. ïîäðîáíî-

ñòè â [18]). È, íàêîíåö, ìû äîïîëíèòåëüíî äåôîðìèðóåì ýòó ôàêòîð-àëãåáðó â

�q-íàïðàâëåíèè� è ïðèõîäèì ê ôàêòîð-àëãåáðå àëãåáðû L(q, ~).
Íà îðáèòå îáùåãî ïîëîæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå g∗, ãäå g åñòü íåêîòîðàÿ ïîëóïðî-

ñòàÿ àëãåáðà Ëè, ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî íåýêâèâàëåíòíûõ ñêîáîê Ïóàññîíà, ïðè-

âîäÿùèõ ïîñëå êâàíòîâàíèÿ ê Uq(g)-êîâàðèàíòíûì àëãåáðàì. Îäíà èç íèõ � ðå-

äóöèðîâàííàÿ ñêîáêà Ñêëÿíèíà. Îíà ÷àñòî îïèñûâàåòñÿ â òåðìèíàõ ðàçëîæåíèÿ

Áðþà [62]. Êëàññèôèêàöèÿ âñåõ òàêèõ ñêîáîê è èõ äåôîðìàöèîííîãî êâàíòîâà-

íèÿ ïðèâåäåíà â [14] è [19]. Ðåäóöèðîâàííàÿ ñêîáêà Ñêëÿíèíà ìîæåò áûòü òàêæå

ïðîêâàíòîâàíà â òåðìèíàõ òàê íàçûâàåìîãî ðàñøèðåíèÿ Õîïôà-Ãàëóà [12].

Îäíàêî, ïîñëå îãðàíè÷åíèÿ íà ïîëóïðîñòóþ îðáèòó, èç âñåãî óïîìÿíóòîãî âûøå

ñåìåéñòâà ñêîáîê òîëüêî ñêîáêà âèäà (3.7) ñîâìåñòèìà ñî ñêîáêîé ÊÊÑ, è êâàí-

òîâàíèå ïîðîæäåííîãî èìè ïó÷êà ñêîáîê Ïóàññîíà ìîæåò áûòü îïèñàíî íà ÿçûêå

àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, òî åñòü, â òåðìèíàõ íåêîòîðûõ ãåíåðàòîðîâ è ïîëèíî-

ìèàëüíûõ ñîîòíîøåíèé íà íèõ.

Çàìåòèì, ÷òî íà ñôåðå (ãèïåðáîëîèäå) ðåäóöèðîâàííàÿ ñêîáêà Ñêëÿíèíà ñîâïà-

äàåò ñ îäíîé èç ñêîáîê ïó÷êà { , }KKS,r (ýòî ñïðàâåäëèâî è äëÿ ëþáîé ñèììåòðè÷å-
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ñêîé îðáèòû). Ïîýòîìó, ñêîáêà Ñêëÿíèíà ìîæåò áûòü ïðîêâàíòîâàíà â ðàçëè÷íûõ

ïîäõîäàõ. Îäíàêî äëÿ m > 2 è äëÿ îðáèò ñòàðøåé ðàçìåðíîñòè ïîíÿòèå �êâàí-

òîâîé îðáèòû� äîëæíî áûòü óòî÷íåíî. Îíî ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò òèïà ñêîáêè

Ïóàññîíà íà àëãåáðå ôóíêöèé, ïîäëåæàùåé êâàíòîâàíèþ.

×òî æå êàñàåòñÿ äðóãèõ êëàññè÷åñêèõ ïîëóïðîñòûõ àëãåáð g, îòíîñÿùèõñÿ ê ñå-

ðèÿì B, C èëè D, äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé äåôîðìàöèè àëãåáðû C[g∗] íå ñóùåñòâóåò

[19]. Õîòÿ ìû è ìîæåì â ýòîé ñèòóàöèè îïðåäåëèòü êâàäðàòè÷íî-ëèíåéíóþ àëãåá-

ðó, àíàëîãè÷íóþ àëãåáðå L(Rq, ~) (ïîäðîáíîñòè ñì. â [13]), íî íè ýòà àëãåáðà, íè

àññîöèèðîâàííàÿ ñ íåé êâàäðàòè÷íàÿ àëãåáðà íå áóäóò äåôîðìàöèåé ñîîòâåòñòâó-

þùèõ êëàññè÷åñêèõ îáúåêòîâ.

3.2 Êâàíòîâûå ìíîãîîáðàçèÿ êàê ôàêòîð-àëãåáðû

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ êâàíòîâûõ îðáèò (êâàíòîâàííûõ àëãåáð

ôóíêöèé íà îðáèòàõ) êàê ôàêòîð-àëãåáð àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé. Íà ýòîì

æå ïóòè ìîæíî ïîñòðîèòü è êâàíòîâàíèå ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé íà îðáèòàõ.

3.2.1 Êâàíòîâûå ìíîãîîáðàçèÿ â U(gl(m)~)

Åñòåñòâåííî íà÷àòü ïîñòðîåíèÿ ñ áîëåå ïðîñòîé ñèòóàöèè � êâàíòîâàíèÿ ïóàññî-

íîâîé àëãåáðû ôóíêöèé íà îðáèòå ñî ñêîáêîé Êèðèëëîâà-Êîñòàíòà-Ñóðüå (îãðàíè-

÷åíèå ñêîáêè Ïóàññîíà-Ëè íà îðáèòó êîïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû). Äâóõ-

ïàðàìåòðè÷åñêîå êâàíòîâàíèå âñåãî ïó÷êà ñêîáîê Ïóàññîíà íà àëãåáðå K[gl(m)∗]

áóäåò ðàññìîòðåíî â ñëåäóþùåì ðàçäåëå. Äàëåå âåçäå ñèìâîëîì K áóäåò îáîçíà-

÷àòüñÿ ÷èñëîâîå ïîëå êîìïëåñíûõ ÷èñåë C èëè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R.

Îïèøåì âíà÷àëå èñõîäíûé êëàññè÷åñêèé îáúåêò � êîîðäèíàòíóþ àëãåáðó êî-

ïðèñîåäèíåííîé îðáèòû îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Çàôèêñèðóåì äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó

M = diag(µ1, . . . , µm), µi ∈ C (3.11)

ñ ïðîñòûìè (íå êðàòíûìè) ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè µi. Áóäåì òðàêòîâàòü ýòó

ìàòðèöó êàê ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà g∗ = gl(m)∗ (îòîæäåñòâëÿåìîãî ñ ïðîñòðàí-

ñòâîì g = gl(m)) è ðàññìîòðèì îðáèòó OM ýòîé ìàòðèöû îòíîñèòåëüíî (êî)ïðè-

ñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû GL(m):

M 7→Mg = g−1M g, g ∈ GL(m). (3.12)
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Îðáèòà OM � çàìêíóòîå àôôèííîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå è åãî êîîðäè-

íàòíàÿ àëãåáðà K(OM) ìîæåò áûòü îïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü K(g∗)

åñòü ïîëèíîìèàëüíàÿ àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ m2 êîììóòèðóþùèìè ýëåìåíòàìè lji ,

1 ≤ i, j ≤ m, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè. Òîãäà, êàê õî-

ðîøî èçâåñòíî, K(OM) = K(g∗)/I, ãäå I ⊂ K(g∗) ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì, ïîðîæäåííûì

ñëåäóþùèìè ýëåìåíòàìè

TrLk − βk, k = 1, 2, . . . ,m. (3.13)

Â ýòîé ôîðìóëå ìàòðèöà L = ∥lji∥ ñîñòàâëåíà èç lji (i íóìåðóåò ñòðîêè, à j �

ñòîëáöû ìàòðèöû), à êîåýôôèöèåíòû βk îïðåäåëÿþòñÿ ïî ïðàâèëó

βk =
m∑
i=1

µk
i , k = 1, 2, . . . ,m. (3.14)

Çàìå÷àíèå 62 Åñëè ïîëóïðîñòàÿ îðáèòà OM íå ÿâëÿåòñÿ îðáèòîé îáùåãî ïîëî-

æåíèÿ (òî åñòü, ó ìàòðèöû M èìåþòñÿ êðàòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ µi), òî åå

êîîðäèíàòíàÿ àëãåáðà çàäàåòñÿ àíàëîãè÷íûì ôàêòîðîì K(OM) = K(g∗)/I ′, íî èäå-
àë I ′ óñòðîåí íåìíîãî ïî-äðóãîìó. Ââåäåì ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû M

P(M) = (M − µ1I) . . . (M − µrI),

ãäå ñèìâîë I îáîçíà÷àåò åäèíèè÷íóþ m × m ìàòðèöó. Òîãäà m2 ìàòðè÷íûõ ýëå-

ìåíòîâ ìàòðèöû P(L) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîëèíîìû îò ãåíåðàòîðîâ lji . Èäåàë

I ′ ïîðîæäàåòñÿ ýòèìè ïîëèíîìàìè è, êðîìå òîãî, ýëåìåíòàìè (3.13), ãäå èíäåêñ

k ïðîáåãàåò òîëüêî íåçàâèñèìûå ñòåïåíè ìàòðèöû L: k = 1, . . . , r − 1. Îòìåòèì,

÷òî åñëè ìû îòáðîñèì ýòè äîïîëíèòåëüíûå ïîðîæäàþùèå ñîîòíîøåíèÿ íà ñëå-

äû ìàòðèöû L, òî ôàêòîð ïî èäåàëó I ′ ,áóäåò îïèñûâàòü êîîðäèíàòíóþ àëãåáðó

îáúåäèíåíèÿ ïîëóïðîñòûõ îðáèò, îáëàäàþùèõ îäíèì è òåì æå ìèíèìàëüíûì ìíî-

ãî÷ëåíîì.

Åñëè èñõîäíàÿ ìàòðèöà M òàêîâà, ÷òî TrM = 0, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ îðáèòà

âêëàäûâàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâî sl(m)∗. Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ

K(sl(m)∗) = K(gl(m)∗)/⟨TrL⟩,

êîîðäèíàòíàÿ àëãåáðà ñîîòâåòñòâóþùåé îðáèòû ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà âûøå-

îïèñàííûì ñïîñîáîì ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì β1 = 0.
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Åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû M âåùåñòâåííû, ìîæíî ïåðåéòè ê

ìàòðèöå iM , ãäå i =
√
−1, êîòîðàÿ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ýëåìåíò ïðîñòðàí-

ñòâà u(m)∗ (èëè su(m)∗, åñëè TrM = 0). Âûáðàâ ãåíåðàòîðû xji äëÿ i ≤ j è yji äëÿ

i > j òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñîîòíîøåíèÿ

lji = xji + iyji äëÿ i < j, lji = xij − iyij äëÿ i > j, lii = xii,

ìû ïîëó÷èì êîìïàêòíîå âåùåñòâåííîå ìíîãîîáðàçèå, ÿâëÿþùååñÿ SU(m)-îðáèòîé

(òî åñòü, â (3.12) ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî g ∈ SU(m)). Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ðàññìàò-

ðèâàåì åãî êîîðäèíàòíóþ àëãåáðó êàê àëãåáðó íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ïîñòðîåíèþ îðáèò, êîòîðûå áóäóò ðåàëèçîâàíû ÷åðåç ôàêòîð-

àëãåáðû êâàíòîâàííîé àëãåáðû ôóíêöèé íà gl(m)∗. Äâóñòîðîííèå èäåàëû, çàäà-

þùèå ñîîòâåòñòâóþùèå ôàêòîð-àëãåáðû, ïîðîæäàþòñÿ íåêîòîðûìè ÿâíûìè ñîîò-

íîøåíèÿìè íà ãåíåðàòîðû. Îáðàòèìñÿ ñíîâà ê ìàòðèöå L = ∥lji∥, íî òåïåðü áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ãåíåðàòîðû lji óäîâëåòâîðÿþò îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèÿì àëãåáðû

U(g~), ãäå g = gl(m):

lji l
n
m − lnm l

j
i − ~(lni δ

j
m − ljm δni ) = 0.

Ìàòðèöà L ∈ Matn(U(g~)) óäîâëåòâîðÿåò ïîëèíîìèàëüíîìó òîæäåñòâó:

CH(L) =
m∑
k=0

(−L)m−kσk(L) = 0, (3.15)

ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû σk(L) ïðèíàäëåæàò öåíòðó àëãåáðû U(g~), è σ0(L) = 1 ïî

îïðåäåëåíèþ. ßâíîå âûðàæåíèå êîýôôèöèåíòîâ σk(L) ÷åðåç ãåíåðàòîðû l ji ïðèâå-

äåíî â ðàáîòå [39].

Êàê èçâåñòíî, öåíòð Z(U(g~)) àëãåáðû U(g~) ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè σk(L)

ïðè 1 ≤ k ≤ m. Äðóãîé íàáîð ãåíåðàòîðîâ öåíòðà äàåòñÿ ïîëèíîìàìè sk(L) =

TrLk, 1 ≤ k ≤ m. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé õàðàêòåð öåíòðà

χ : Z(U(g~))→ K

ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íà ãåíåðàòîðàõ öåíòðà χ(σk(L)) = αk

èëè χ(sk(L)) = βk, k = 1, . . . ,m.

Ðàññìîòðèì ôàêòîð-àëãåáðó

Lχ
~ = U(g~)/{z − χ(z) | z ∈ Z(U(g~))}, (3.16)
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ãäå χ � íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé õàðàêòåð. Äëÿ àëãåáðû Lχ
~ ñîîòíîøåíèå (3.15)

ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä

CHχ(L)
def
=

n∑
k=0

(−L)n−kχ(σk(L)) =
n∑

k=0

(−L)n−kαk = 0. (3.17)

Â äàëüíåéøåì èíäåêñ χ áóäåò îáîçíà÷àòü ïåðåõîä îò àëãåáðû U(g~) ê àëãåáðå Lχ
~ .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëîâîå óðàâíåíèå:

n∑
k=0

(−µ)n−kαk = 0. (3.18)

Îáîçíà÷èì åãî êîðíè ñèìâîëàìè µi. Òîãäà äëÿ êîýôôèöèåíòîâ αk óðàâíåíèÿ ïî-

ëó÷àåì òàêîå âûðàæåíèå

αk = χ(σk) =
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

µi1µi2 . . . µik . (3.19)

Íèæå (äî êîíöà ýòîãî ðàçäåëà) ìû áóäåì ïîëàãàòü ÷èñëà µi ∈ K çàäàííûìè è

õàðàêòåð χ ôèêñèðîâàííûì íàáîðîì çíà÷åíèé (3.19).

Îïðåäåëåíèå 63 Êîðíè óðàâíåíèÿ (3.18) íàçîâåì ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿì ìàò-

ðèöû L íà îðáèòå Lχ
~ (òî åñòü, êîãäà ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû L ïðèíàäëåæàò àë-

ãåáðå Lχ
~). Àëãåáðà L

χ
~ íàçûâàåòñÿ 1-îðáèòîé îáùåãî ïîëîæåíèÿ åñëè ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ µi ïîïàðíî ðàçëè÷íû (ïðîñòûå êîðíè).

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî 1-îðáèòû îáùåãî ïîëîæåíèÿ,

íå óïîìèíàÿ ýòîãî êàæäûé ðàç. Îòìåòèì, ÷òî òàêèå îðáèòû ìîãóò âîçíèêàòü ïðè

êâàíòîâàíèè ïðîñòûõ îðáèò íå â îáùåì ïîëîæåíèè (òî åñòü êëàññè÷åñêèõ îðáèò,

ñîñòîÿùèõ èç ìàòðèö ñ êðàòíûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè (ñì. çàìå÷àíèå 71

íèæå)).

Äëÿ ëþáîé îðáèòû, çàäàííîé íàáîðîì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé µi, ââåäåì n èäåì-

ïîòåíòîâ:

ej =
∏
i ̸=j

(L− µiI)
(µj − µi)

, j = 1, . . . , n. (3.20)

Èç òîæäåñòâà (3.17) ñëåäóåò, ÷òî

ei ej = δij ei,

n∑
i=1

ei = I.
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Òîæäåñòâî Ãàìèëüòîíà-Êýëè (3.15) è âñå ñâÿçàííûå ñ íèì îáúåêòû (èäåìïîòåíòû

(3.20), ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîåêòèâíûå Lχ
~ -ìîäóëè è ò.ï.) áóäóò íàçûâàòüñÿ áàçèñ-

íûìè.

Îïèøåì òåïåðü ðåãóëÿðíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ íåêîòîðûõ ñòàðøèõ àíàëîãîâ

ýòèõ îáúåêòîâ. Ñ ýòîé öåëüþ îòáðàòèìñÿ ê êàòåãîðèè êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâ-

ëåíèé àëãåáðû U(g). Ïðîñòûå îáúåêòû Vλ ýòîé êàòåãîðèè íóìåðóþòñÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòüþ ÷èñåë

λ = (λ1, . . . , λn), (3.21)

ãäå ðàçíîñòè λi− λi+1 ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè öåëûìè ÷èñëàìè. Êàê èçâåñò-

íî (ñì. [96]), òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàþòñÿ ñèãíàòóðàìè. Åñëè, ïîìèìî

ýòîãî, ñàìè ÷èñëà λi ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè öåëûìè è
∑
λi = m, òî ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ ñèãíàòóðà íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûì ðàçáèåíèåì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà

m. Ïîñêîëüêó àëãåáðû U(g~) è U(g) � èçîìîðôíû, òî íà ïðîñòðàíñòâàõ Vλ ìîæíî

çàäàòü äåéñòâèå U(g~).

Ðàññìîòðèì íåïðèâîäèìûé U(g~)-ìîäóëü Vλ è îáîçíà÷èì ñèìâîëîì πλ îòîáðà-

æåíèå, ðåàëèçóþùåå ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäñòàâëåíèå

πλ : U(g~)→ End (Vλ).

Âñå ïðåäñòàâëåíèÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ ýêâèâàðèàíòíûìè, òî åñòü, êîììóòèðóþùèìè

ñ ïðèñîåäèíåííûì äåéñòâèåì ãðóïïû GL(n) íà àëãåáðå U(g~).

Îïðåäåëèì, òàêæå, îòîáðàæåíèå ñëåäóþùåãî âèäà:

π
(2)
λ = I⊗ πλ : U(g~)⊗ U(g)→ U(g~)⊗ End (Vλ),

ãäå âî âòîðîì ñîìíîæèòåëå òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ óíèâåðñàëüíûõ îáåðòûâà-

þùèõ àëãåáð çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ~ âûáðàíî ðàâíûì åäèíèöå. Çàôèêñèðîâàâ â

ïðîñòðàíñòâå Vλ íåêîòîðûé áàçèñ, ìû îòîæäåñòâëÿåì ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îïå-

ðàòîðîâ End (Vλ) è ïðîñòðàíñòâî nλ × nλ ìàòðèö Matnλ
(K), ãäå nλ = dimVλ. Êàê

ñëåäñòâèå, ïðîñòðàíñòâà

U(g~)⊗ End (Vλ) è U(g~)⊗Matnλ
(K) = Matnλ

(U(g~)) (3.22)

òàêæå ìîãóò áûòü îòîæäåñòâëåíû. Ïîýòîìó îïðåäåëåííîå âûøå îòîáðàæåíèå π(2)
λ

ìîæíî òðàêòîâàòü êàê îòîáðàæåíèå âèäà

π
(2)
λ : U(g~)⊗ U(g)→ Matnλ

(U(g~)).
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Çàìå÷àíèå 64 Çàìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâà Vλ è Vµ, ñèãíàòóðû êîòîðûõ îòëè÷à-

þòñÿ íà ïîñòîÿííûé ñäâèã

λi − µi = z, 1 ≤ ∀ i ≤ n, z ∈ K

èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü: nλ = nµ. Ñîâåðøèâ íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâà-

íèå

πλ(e
j
i ) 7→ πλ(e

j
i )− z δ

j
i idVλ

∀ z ∈ K, (3.23)

ãäå e ji ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãåíåðàòîðû àëãåáðû U(gl(n)), ìû ïåðåâåäåì U(gl(n))-

ïðåäñòàâëåíèå πλ â ïðåäñòàâëåíèå πµ. Â ÷àñòíîñòè, ïîëàãàÿ z = λn ìû ïîëó÷èì

ïðåäñòàâëåíèå πλ̂, ãäå ñèãíàòóðà λ̂ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçáèåíèå âèäà

λ̂ = (λ̂1, . . . , λ̂n−1, 0), λ̂i = λi − λn ∈ N. (3.24)

Îòìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâà Vλ è Vλ̂ îòëè÷àþòñÿ êàê U(gl(n))-ìîäóëè, íî ñîâïàäàþò

êàê U(sl(n))-ìîäóëè. Â ñèëó ýòîãî dimVλ = dimVλ̂.

Êðîìå òîãî, â êàòåãîðèè êîíå÷íîìåðíûõ U(gl(n))-ìîäóëåé ïðîñòðàíñòâî V ∗
λ ,

äóàëüíîå ê Vλ), ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Vλ∗ , ãäå ñèãíàòóðà λ∗ îïðåäåëÿåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

λ∗ = (−λn, . . . ,−λ1). (3.25)

Ïðèìåíèì îòîáðàæåíèå π(2)
λ ê òàê íàçûâàåìîìó ðàñùåïëåííîìó ýëåìåíòó Êà-

çèìèðà

Cas = lji ⊗ lij, (3.26)

ãäå ïîäðàçóìåâàâåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì. Äëÿ çíà÷åíèÿ

ïàðàìåòðà ~ = 1 îáðàç ðàñùåïëåííîãî ýëåìåíòà Êàçèìèðà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè

óìíîæåíèÿ â îáåðòûâàþùåé àëãåáðå U(g)⊗2 → U(g) ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì êâàäðà-

òè÷íûì ýëåìåíòèîì Êàçèìèðà s2 = Tr(L2) ∈ U(g). Îáîçíà÷èì ìàòðèöó, òðàíñïî-

íèðîâàííóþ ê ìàòðèöå π(2)
λ (Cas), ñèìâîëîì Lλ:

Lt
λ = π

(2)
λ (Cas) = lji ⊗ πλ(lij).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ðàçáèåíèÿ λ0 = (1, 0, . . . , 0) ìû ïîëó÷èì Lλ0 = L, ïðè

óñëîâèè, ÷òî íà áàçèñíûå ýëåìåíòû {xi} ∈ V ïðîñòðàíñòâà V ëèíåéíûå îïåðàòîðû

πλ0(l
j
i ) äååéñòâóþò ñëåäóþùèì îáðàçîì: πλ0(l

j
i ) ◃ xk = δjkxi.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ìàòðèöà π(2)
λ (Cas) ïðèíàäëåæèò GL(n)-èíâàðèàíòíîé ïîäàë-

ãåáðå àëãåáðû Matnλ
(U(g~)). Ýòî ñëåäóåò èç ýêâèâàðèàíòíîñòè ïðåäñòàâëåíèé πλ :

103



U(g~)→ End (Vλ) = Matnλ
(K). Çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî äåéñòâèå ãðóïïû GL(n)

íà àëãåáðå Matnλ
(U(g~)) îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâå èäåíòèôèêàöèè (3.22).

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ïðîñòîé ñëó÷àé n = 2. Òîãäà ðàñùåïëåííûé ýëåìåíò Êà-

çèìèðà èìååò ñëåäóþùèé ÿâíûé âèä:

Cas = a⊗ a+ b⊗ c+ c⊗ b+ d⊗ d, ãäå a = l11, b = l21, c = l12, d = l22.

Âûáåðåì ñèãíàòóðó λ = (l + 1, l), l ∈ K, è ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäñòàâ-

ëåíèå πλ of U(gl(2)):

πλ(a) =

(
1 + l 0

0 l

)
, πλ(b) =

(
0 1

0 0

)
, πλ(c) =

(
0 0

1 0

)
, πλ(d) =

(
l 0

0 1 + l

)
.

Îòâå÷àþùàÿ òàêîé ñèãíàòóðå ìàòðèöà Lλ èìååò âèä

Lλ =

(
a b

c d

)
+ l(a+ d)

(
1 0

0 1

)
.

Åñëè l = 0, òî ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòî ìàòðèöà L.

Äàëåå ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì îäíîñòðî÷íûõ ðàçáèåíèé

λ = (m) = (m, 0, 0, . . . , 0)

Ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû è äðóãèå ñâÿçàííûå îáúåêòû áóäåì îáîçíà÷àòü L(m),

π(m), V(m), è òàê äàëåå.

Ìàòðèöà L(m) òàê æå êàê è L = L(1) óäîâëåòâîðÿåò ïîëèíîìèàëüíîìó òîæäå-

ñòâó Ãàìèëüòîíà-Êýëè. Îïèøåì ñòðóêòóðó ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîëèíîìà,

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ íàáîðîì âñåâîçìîæíûõ íåóïîðÿäî÷åí-

íûõ ðàçáèåíèé öåëîãî ÷èñëà m, äëèíà êîòîðûõ íå ïðåâûøàåò n. Èíûìè ñëîâàìè,

ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü öåëî÷èñëåííûå âåêòîðà k ∈ Zn
≥0 ñ êîìïîíåíòàìè ki, îá-

ëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

k = (k1, . . . , kn), ki ≥ 0, |k| = k1 + · · ·+ kn = m. (3.27)

Äëÿ ëþáîãî òàêîãî íåóïîðÿäî÷åííîãî ðàçáèåíèÿ k ⊢ m èç íàáîðà (3.27) îáîçíà÷èì

µk(m) =
n∑

i=1

kiµi + ~
∑

1≤i<j≤n

kikj, (3.28)
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ãäå µi, 1 ≤ i ≤ n, ïðèíàäëåæàò àëãåáðàè÷åñêîìó çàìûêàíèþ öåíòðà óíèâåðñàëü-

íîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû Z(U(g~)). Ýòè âåëè÷èíû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåøåíèÿ

ñèñòåìû ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé∑
1≤i1<i2<···<ik≤n

µi1µi2 . . . µik = σk(L), 1 ≤ k ≤ n, (3.29)

ãäå σk(L) åñòü êîýôôèöèåíò áàçîâîãî ïîëèíîìà Ãàìèëüòîíà-Êýëè (3.15).

Ââåäåì òåïåðü ïîëèíîì

ch(m)(x) =
∏
k⊢m

(x− µk(m)). (3.30)

Êîýôôèöèåíòû ýòîãî ïîëèíîìà ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè îò âåëè-

÷èí µi è ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ôóíöèè. Â

ñèëó (3.29) ýòè êîýôôèöèåíòû ïðèíàäëåæàò öåíòðó óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé

àëãåáðû Z(U(g~)). Êðîìå òîãî, deg ch(m)(x) = dimV(m).

Óòâåðæäåíèå 65 [41] Îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé (3.30) ïîëèíîì ch(m)(x) ÿâëÿåò-

ñÿ ïîëèíîìîì Ãàìèëüòîíà-Êýëè äëÿ ìàòðèöû L(m), òî åñòü, ñïðàâåäëèâî òîæ-

äåñòâî

ch(m)(L(m)) ≡ 0.

Ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ ïðèâåäåíî â ðàáîòå[41].

Íà 1-îðáèòàõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ Lχ
~ (3.16) ìû ôèêñèðóåì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

µi ìàòðèöû L (ñì. (3.19)) è, ïîñðåäñòâîì ýòîãî, çà÷åíèÿ âåëè÷èí µk(m). Àíàëî-

ãè÷íî ñëó÷àþ m = 1, âåëè÷èíû µk(m) áóäåì íàçûâàòü ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ìàòðèöû L(m) íà îðáèòå Lχ
~ . Êðîìå òîãî, â öåëÿõ ââåäåíèÿ åäèíîîáðàçèÿ â îáîçíà-

÷åíèÿõ, ìû ïîëàãàåì µk(1) = µi äëÿ |k| = 1 è kj = δi,j.

Îïðåäåëåíèå 66 Äëÿ äàííîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m îðáèòà áóäåò íàçûâàòü-

ñÿ m-îðáèòîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ 1-îðáèòîé îáùåãî ïîëîæåíèÿ è ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ µk(m) íå âûðîæäåíû. Îðáèòà áóäåò íàçûâàòüñÿ îðáèòîé îáùåãî ïî-

ëîæåíèÿ, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ m-îðáèòîé äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé m-îðáèòû ïîñòðîèì nm = dimV(m) =

(
n+m

m

)
èäåìïîòåí-

òîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ek(m) =
∏
k

′ ̸=k

(L(m) − µk′(m)I)
(µk(m)− µ

k
′(m))

. (3.31)
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Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì òîæäåñòâà Ãàìèëüòîíà-

Êýëè CHχ
(m)(L(m)) = 0 è ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê íåêîììóòàòèâíàÿ âåðñèÿ

ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 67 Äëÿ ïðîèçâîëüíîé m-îðáèòû Lχ
~ , çàäàâàåìîé ñîáñòâåííûìè

çíà÷åíèÿìè µi, 1 ≤ i ≤ n, ñóùåñòâóþò âåëè÷èíû dk(m), òàêèå, ÷òî

TrLs
(m) =

∑
|k|=m

µk(m)s dk(m), ∀ s ≥ 1,

ãäå µk(m) îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (3.28). Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå:

dk(m) = Tr ek(m).

Âåëè÷èíû dk(m) áóäåì íàçûâàòü êâàíòîâûìè êðàòíîñòÿìè. Èõ òî÷íîå çíà-

÷åíèå äëÿ m-îðáèò äàåòñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.

Óòâåðæäåíèå 68 Äëÿ ïðîèçâîëüíîém-îðáèòû Lχ
~ çàäàâàåìîé ñîáñòâåííûìè çíà-

÷åíèÿìè µi, ≤ i ≤ n, êâàíòîâûå êðàòíîñòè èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

dk(m) =
∏

1≤i<j≤n

µi − µj − (ki − kj)~
µi − µj

. (3.32)

Òàêèì îáðàçîì, ñëåäû ñòåïåíåé ìàòðèöû L(m) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

TrLs
(m) =

∑
|k|=m

(
n∑

i=1

kiµi + ~
∑

1≤i<j≤n

kikj)
s
∏

1≤i<j≤n

µi − µj − (ki − kj)~
µi − µj

. (3.33)

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ ïîäðîáíî èçëîæåíî â ðàáîòå [41].

Åñëè m = 1, òî ôîðìóëà (3.33) óïðîùàåòñÿ:

TrLs =
n∑

j=1

µs
j

∏
i̸=j

µj − µi − ~
µj − µi

. (3.34)

Ïîëàãàÿ â ýòîé ôîðìóëå ~ = 1 è µi = λn−i+1 + i− 1. ìû âîñïðîèçâåäåì ðåçóëüòàò,

ïîëó÷åííûé â ðàáîòå [2].

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå áóäóò ïðèâåäåíû q-îáîáùåíèÿ ýòèõ ñîîòíîøåíèé.
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3.2.2 Êâàíòîâûå îðáèòû ïðè q ̸= 1.

Â äàííîì ðàçäåëå ìû áóäåì ðàáîòàòü ñ àëãåáðîé óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé, êîãäà

ïàðàìåòð q ̸= 1 ôèêñèðîâàí â îáùåì ïîëîæåíèè. Ââåäåì íåêîòîðûå óäîáíûå îáî-

çíà÷åíèÿ. Ñèìâîëîì D(t1, t2, . . . , tn) áóäåì îáîçíà÷àòü îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà:

D(t1, t2, . . . , tn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1

t1 t2 . . . tn

t21 t22 . . . t2n

. . . . . . . . . . . .

tn−1
1 tn−1

2 . . . tn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∏
i>j

(ti − tj),

ãäå áóêâû ti ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íàáîð íåêîòîðûõ êîììóòèðóþùèõ ïåðåìåííûõ,

íàïðèìåð, íàáîð ýëåìåíòîâ íåêîòîðîé êîììóòàòèâíîé àëãåáðû (êîëüöà).

Êðîìå òîãî, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ôóíêöèè îò

ïåðåìåííûõ ti (ñòàíäàðòíîå îïðåäåëåíèå èç [65]):

e0 ≡ 1, ek =
∑

1≤i1<···<ik≤n

ti1ti2 . . . tik , 1 ≤ k ≤ n. (3.35)

Ñ êàæäîé ýëåìåíòàðíîé ñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé ek ñâÿæåì ñåðèþ âåëè÷èí

òàêîãî âèäà:

ek(t̂i)
def
= ek

ti=0
, ek(t̂i, t̂j)

def
= ek

ti=0,tj=0
, 1 ≤ i, j ≤ n, è òàê äàëåå. (3.36)

Î÷åâèäíî, ÷òî ek(t̂i) ÿâëÿåòñÿ k-é ýëåìåíòàðíîé ñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé îò íà-

áîðà (n− 1) ïåðåìåííîé tj, j ̸= i, òî åñòü, íàáîðà, íå ñîäåðæàùåãî ti, è òàê äàëåå.

Ýëåìåíòàðíî ïðîâåðÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà âñåõ ââåäåííûõ âûøå îáúåêòîâ:

ek = ek(t̂i) + tiek−1(t̂i), (3.37)

ek(t̂i)− ek(t̂j) = (tj − ti)ek−1(t̂i, t̂j) (3.38)

kek =
n∑

i=1

tiek−1(t̂i). (3.39)

Â ðàâåíñòâàõ ïåðâûõ äâóõ ñòðîê ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî 1 ≤ k ≤ n è 1 ≤ i, j ≤ n.

Ñòîëü æå ïðîñòî � èíäóêöèåé ïî ðàçìåðó äåòåðìèíàíòà � äîêàçûâàåòñÿ ïðèâå-

äåííàÿ íèæå ëåììà.
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Ëåììà 69∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1

e1(t̂1) e1(t̂2) . . . e1(t̂n)

e2(t̂1) e2(t̂2) . . . e2(t̂n)

. . . . . . . . . . . .

en−1(t̂1) en−1(t̂2) . . . en−1(t̂n)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∏
i<j

(ti − tj) ≡ D(tn, tn−1, . . . , t1).

Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà îáðàòíûé ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ àðãóìåíòîâ â D â

óñëîâèè ëåììû ïî ñðàâíåíèþ ñ îïðåäåëåíèåì ýòîãî äåòåðìèíàíòà â íà÷àëå ðàçäå-

ëà.

Ðàññìîòðèì äâà íàáîðà íåçàâèñèìûõ öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ íåìîäèôèöèðî-

âàííîé àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé Lq:

σk(L̂) = qk TrR(12...k)A
(k)L̂1̄ . . . L̂k̄, è sk(L̂) = qTrRL̂

k, 1 ≤ k ≤ p,

ãäå ìàòðèöà L̂k̄ îïðåäåëåíà îáû÷íûì îáðàçîì:

L̂1̄ = L̂1, L̂k̄ = Rk−1L̂k−1R
−1
k−1, k ≥ 2.

Ïîëîæèì, òàêæå, ïî îïðåäåëåíèþ:

σ0(L̂) = s0(L̂) = idL.

Ýòè íàáîðû öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ ñâÿçàíû êâàíòîâûìè ñîîòíîøåíèÿìè Íüþòî-

íà [32, 79]

s1 = σ1

− s2 + s1σ1 = 2qq
−1 σ2

s3 − s2σ1 + s1σ2 = 3qq
−2 σ3

. . . . . . . . .

(−1)p−1sp + (−1)p−2sp−1σ1 + · · ·+ s1σp−1 = pqq
1−p σp

(3.40)

Ïîëüçóÿñü ýòèìè ñîîòíîøåíèÿìè, ìîæíî, â ïðèíöèïå, âûðàçèòü �ñòåïåííûå ñóì-

ìû� sk â òåðìèíàõ σi, 1 ≤ i ≤ k. Íî ïîëó÷àþùèåñÿ ôîðìóëû î÷åíü ñëîæíû è

íå äàþò íèêàêèõ ïðåèìóùåñòâ ïðè ðàáîòå ñ TrRL̂k. Ïîýòîìó, âìåñòî ÿâíîãî âû-

ðàæåíèÿ îäíèõ öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ ÷åðåç äðóãèå, ìû âîñïîëüçóåìñÿ óäîáíûì

ïàðàìåòðè÷åñêèì ðàçðåøåíèåì ñèñòåìû êâàíòîâûõ òîæäåñòâ Íüþòîíà.
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À èìåííî, ïðåäñòàâèì ýëåìåíòû σk(L̂) â âèäå, àíàëîãè÷íîì ôîðìóëå (3.35):

σk(L̂) =
∑

1≤i1<···<ik≤p

µi1µi2 . . . µik , 1 ≤ k ≤ p. (3.41)

Çäåñü âåëè÷èíû µi, 1 ≤ i ≤ p, ïðèíàäëåæàò àëãåáðàè÷åñêîìó çàìûêàíèþ öåíòðà

àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé. Ïðè ïåðåõîäå ê îðáèòå Lχ
q , ýëåìåíòû µi ïðèðàâíè-

âàþòñÿ ôèêñèðîâàííûì ïîïàðíî ðàçëè÷íûì ÷èñëàì èç îñíîâíîãî ïîëÿ. Ýòî àâòî-

ìàòè÷åñêè äàåò 1-îðáèòó îáùåãî ïîëîæåíèÿ â òåðìèíîëîãèè ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà

3.2.1.

Óïîìÿíóòîå âûøå ïàðàìåòðè÷åñêîå ðàçðåøåíèå òîæäåñòâ (3.40) äàåòñÿ ñëåäó-

þùèì óòâåðæäåíèåì.

Óòâåðæäåíèå 70 Ïóñòü öåíòðàëüíûå ýëåìåíòû σk(L̂) ïàðàìåòðèçîâàíû ñîîò-

íîøåíèÿìè (3.41). Òîãäà

q−1sk(L̂) ≡ TrR(L̂
k) = q−p

p∑
i=1

µk
i di, (3.42)

ãäå

di =

p∏
j ̸=i

qµi − q−1µj

µi − µj

. (3.43)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

xi = q1−pdi =

p∏
j ̸=i

µi − q−2µj

µi − µj

.

Òåïåðü íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî sk =
∑
µk
i xi ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû ðà-

âåíñòâ (3.40), ïðè óñëîâèè, ÷òî σk ïàðàìåòðèçîâàíû â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.41).

Ïðåæäå âñåãî, îòìåòèì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ xi, ïðÿìî ñëåäóþùåå èç

îïðåäåëåíèèÿ ýòîé âåëè÷èíû:

xi = q(p−1)(p−2) D(q
−2µ1, q

−2µ2, . . . , µi, . . . , q
−2µp)

D(µ1, µ2, . . . , µp)
. (3.44)

Ïîäñòàâèì òåïåðü àíçàö sk =
∑
µk
i xi â ñèñòåìó êâàíòîâûõ òîæäåñòâ Íüþòîíà

è äîêàæåì, ÷òî ïîëó÷èâøàÿñÿ ñèèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà ïåðåìåííûå xi
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ñîâïàäàþùåå ñ (3.44).
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Ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè (3.37) è (3.41), ïðåîáðàçóåì ñèñòåìó òîæäåñòâ (3.40) ê

òàêîìó âèäó:
p∑

i=1

µiσk−1(µ̂i)xi = kqq
1−k σk, 1 ≤ k ≤ p, (3.45)

ãäå âåëè÷èíû σk(µ̂i) èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è ek(t̂i) â (3.36).

Ýòî ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñî ñëåäóþùèì äåòåðìèíàíòîì:

∆(µ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ1 µ2 . . . µp

µ1σ1(µ̂1) µ2σ1(µ̂2) . . . µp σ1(µ̂p)

µ1σ2(µ̂1) µ2σ2(µ̂2) . . . µp σ2(µ̂p)

. . . . . . . . . . . .

µ1σp−1(µ̂1) µ2σp−1(µ̂2) . . . µp σp−1(µ̂p)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ëåììà 69 ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü ýòîò äåòåðìèíàíò â ýêâèâàëåíòíîì âèäå:

∆(µ) =

(
p∏

i=1

µi

)
D(µp, µp−1, . . . , µ1). (3.46)

Ïîñêîëüêó ∆(µ) ̸= 0, ñèñòåìà (3.45) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Äëÿ åãî íàõîæ-

äåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè Êðàìåðà. ßñíî, ÷òî äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü âèä

ðåøåíèÿ äëÿ îäíîé êàêîé-ëèáî ïåðåìåííîé, íàïðèìåð, äëÿ x1, ïîòîìó ÷òî çíà÷å-

íèÿ îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ ïîëó÷àþòñÿ ïðîñòîé ïåðåñòàíîâêîé âåëè÷èí µi.

Èòàê, áóäåì èñêàòü îòâåò äëÿ x1. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé Êðàìåðà, ðåøåíèå

äëÿ x1 äàåòñÿ îòíîøåíèåì äâóõ ñëåäóþùèõ îïðåäåëèòåëåé:

x1 =
1

∆(µ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

σ1 µ2 . . . µp

2qq
−1σ2 µ2σ1(µ̂2) . . . µp σ1(µ̂p)

3qq
−2σ3 µ2σ2(µ̂2) . . . µp σ2(µ̂p)

. . . . . . . . . . . .

pqq
1−pσp µ2σp−1(µ̂2) . . . µp σp−1(µ̂p)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ ∆1(µ)

∆(µ)
.

Çàéìåìñÿ òåïåðü òîæäåñòâåííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ÷èñëèòåëÿ âûøåïðèâåäåí-

íîãî îòíîøåíèÿ � îïðåäåëèòåëÿ ∆1(µ).

Ïðåæäå âñåãî, âû÷òåì èç ïåðâîãî ñòîëáöà ìàòðèöû äåòåðìèíàíòà ∆1(µ) ñóììó

âñåõ îñòàëüíûõ ñòîëáöîâ. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè (3.37) è (3.39), ïðèâåäåì ýëåìåíò

k-é ñòðîêè ïåðâîãî ñòîëáöà ê âèäó:

kqq
1−k σk −

p∑
i=2

µiσk−1(µ̂i) = zk σk(µ̂1) + zk−1 µ1σk−1(µ̂1) + q2(1−k)µ1 σk−1(µ̂1), (3.47)
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ãäå ââåäåíî ñîêðàùåííîå îáîçíà÷åíèå zn = nqq
1−n − n äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè âû-

êëàäîê. Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòû ïåðâîãî ñòîëáöà ïðåäñòàâëåíû â âèäå ñóììû

íåñêîëüêèõ ñëàãàåìûõ è â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì îïðåäåëèòåëü ∆1(µ) ìîæíî ðàçëî-

æèòü â òàêóþ ñóììó îïðåäåëèòåëåé:

∆1(µ) = ∆′
1(µ) + ∆′′

1(µ),

ãäå k-é ýëåìåíò ïåðâîãî ñòîëáöà ∆′
1(µ) ðàâåí q

2(1−k)µ1σk−1(µ̂1), à â k-é ýëåìåíò ïåð-

âîãî ñòîëáöà îïðåäåëèòåëÿ ∆′′
1(µ) âõîäèò ñóììà ηk(µ) îñòàâøèõñÿ ÷ëåíîâ ïðàâîé

÷àñòè âûðàçåíèÿ (3.47)

ηk(µ) ≡ zk σk(µ̂1) + zk−1 µ1σk−1(µ̂1).

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì îïðåäåëèòåëü

∆′′
1(µ) =

p∏
i=2

µi

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 . . . 1

η2 σ1(µ̂2) σ1(µ̂3) . . . σ1(µ̂p)

η3 σ2(µ̂2) σ2(µ̂3) . . . σ2(µ̂p)

. . . . . . . . . . . .

ηp σp−1(µ̂2) σp−1(µ̂3) . . . σp−1(µ̂p)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
è äîêàæåì, ÷òî îí ðàâåí íóëþ: ∆′′

1(µ) = 0.

Âû÷èòàÿ âòîðîé ñòîëáåö ïîñëåäîâàòåëüíî èç òðåòüåãî, ÷åòâåðòîãî, è òàê äà-

ëåå, à òàêæå ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèå (3.38), ìû ïðèõîäèì ê òàêîìó

âûðàæåíèþ

∆′′
1(µ) =

p∏
i=2

µi

p∏
j=3

(µ2 − µj)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 0 . . . 0

η2 σ1(µ̂2) 1 . . . 1

η3 σ2(µ̂2) σ1(µ̂2, µ̂3) . . . σ1(µ̂2, µ̂p)

. . . . . . . . . . . . . . .

ηp σp−1(µ̂2) σp−2(µ̂2, µ̂3) . . . σp−2(µ̂2, µ̂p)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Òåïåðü ïîâòîðèì ýòó ïðîöåäóðó, âû÷èòàÿ òðåòèé ñòîëáåö èç âñåõ j-õ ñòîáöîâ ñ

j > 3 è òàê äàëåå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùåå:

∆′′
1(µ) = N(µ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 0 0 . . . 0 0

η2 σ1(µ̂2) 1 0 . . . 0 0

η3 σ2(µ̂2) σ1(µ̂2, µ̂3) 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ηp−1 σp−2(µ̂2) σp−3(µ̂2, µ̂3) σp−4(µ̂2, µ̂3, µ̂4) . . . σ1(µ̂2, . . . ) 1

ηp σp−1(µ̂2) σp−2(µ̂2, µ̂3) σp−3(µ̂2, µ̂3, µ̂4) . . . σ2(µ̂2, . . . ) µ1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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ñ íîðìèðîâî÷íûì ìíîæèòåëåì

N(µ) =

p∏
i=2

µi

∏
2≤j<k≤p

(µj − µk).

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äîïóñêàåò äàëüíåéøåå óïðîùåíèå. Âû÷òåì èç (p − 1)-ãî

ñòîëáöà ïîñëåäíèé p-é ñòîëáåö, ïðåäâàðèòåëüíî óìíîæåííûé íà µp. Çàòåì èç (p−
2)-ãî ñòîáöà âû÷òåì ïîñëåäíèé ñòîáåö, ïðåäâàðèòåëüíî óìíîæåííûé íà µp−1µp è

òàê äàëåå. Ïîòîì ïîâòîðèì ýòó ïðîöåäóðó, ñòàðòóÿ ñ (p−1)-ãî ñòîëáöà ïîëó÷åííîãî
îïðåäåëèòåëÿ, ïîêà íå ïðèäåì ê îêîí÷àòåëüíîìó âûðàæåíèþ:

∆′′
1(µ) = N(µ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 0 0 . . . 0 0

z2σ2(µ̂1) µ1 1 0 . . . 0 0

z3σ3(µ̂1) + z2σ2(µ̂1)µ1 0 µ1 1 . . . 0 0

z4σ4(µ̂1) + z3σ3(µ̂1)µ1 0 0 µ1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

zp−1σp−1(µ̂1) + zp−2σp−2(µ̂1)µ1 0 0 0 . . . µ1 1

zp−1µ1σp−1(µ̂1) 0 0 0 . . . 0 µ1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

ãäå ìû âîññòàíîâèëè ÿâíûé âèä ηk è ó÷ëè, ÷òî σp(µ̂1) ≡ 0.

Íàêîíåö, óìíîæèì òðåòèé ñòîëáåö íà z2σ2(µ̂1), ÷åòâåðòûé íà z3σ3(µ̂1) è ò.ï, à

ïîòîì âû÷òåì âñå ýòè ñòîáöû èç ïåðâîãî ñòîëáöà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ îïðåäå-

ëèòåëü ñ íóëåâûì ïåðâûì ñòîáöîì, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ∆′′
1(µ) = 0.

Ïðåîáðàçóåì âòîðîé îïðåäåëèòåëü

∆′
1(µ) =

p∏
i=1

µi

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1

q−2σ1(µ̂1) σ1(µ̂2) σ1(µ̂3) . . . σ1(µ̂p)

q−4σ2(µ̂1) σ2(µ̂2) σ2(µ̂3) . . . σ2(µ̂p)

. . . . . . . . . . . . . . .

q2(1−p)σp−1(µ̂1) σp−1(µ̂2) σp−1(µ̂3) . . . σp−1(µ̂p)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé, àíàëîãè÷íûõ òåì, ÷òî ïðèìåíÿëèñü

ê ∆′′
1(µ) , äàííûé îïðåäåëèòåëü ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåé ôîðìå:

∆′
1(µ) =

p∏
i=1

µi

∏
2≤j<k≤p

(µj − µk)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 0 . . . 0

q−2σ1(µ̂1) µ1 1 . . . 0

q−4σ2(µ̂1) 0 µ1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

q2(1−p)σp−1(µ̂1) 0 0 . . . µ1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Ââåäåì íîâûå ïàðàìåòðû

ν1 = µ1, νi = q−2µi, 2 ≤ i ≤ p.

Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà σk(µ̂1) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ïîëèíîìîì k-ãî ïîðÿäêà îò ïå-

ðåìåííûõ µi, i ≥ 2, òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

q−2kσk(µ̂1) = σk(ν̂1).

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

∆′
1 =

(
q2(p−1)

p∏
i=1

νi

)
q(p−1)(p−2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1

σ1(ν̂1) σ1(ν̂2) σ1(ν̂3) . . . σ1(ν̂p)

σ2(ν̂1) σ2(ν̂2) σ2(ν̂3) . . . σ2(ν̂p)

. . . . . . . . . . . . . . .

σp−1(ν̂1) σp−1(ν̂2) σp−1(ν̂3) . . . σp−1(ν̂p)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ïðèìåíèì ê îïðåäåëèòåëþ ýòîé ôîðìóëû ëåììó 69, à çàòåì âåðíåìñÿ îò ïåðåìåí-

íûõ {νi} íàçàä ê íàáîðó {µi}. Â ðåçóëüòàòå ïðèäåì ê òàêîìó âûðàæåíèþ:

∆1(µ) = ∆′
1(µ) = q(p−1)(p−2)

(
p∏

i=1

µi

)
D(q−2µp, q

−2µp−1, . . . , q
−2µ2, µ1).

Âîñïîëüçóåìñÿ çíà÷åíèåì (3.46) îïðåäåëèòåëÿ ∆(µ) è ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíûé

îòâåò

x1 =
∆1(µ)

∆(µ)
= q(p−1)(p−2)D(q

−2µp, q
−2µp−1, . . . , µ1)

D(µp, µp−1, . . . , µ1)

÷òî î÷åâèäíûì îáðàçîì ýêâèâàëåíòíî (3.44).

Çàìå÷àíèå 71 Â ðàáîòå [18] áûë ïðåäëîæåí ñïîñîá êâàíòîâaíèÿ ïðîñòûõ (íî íå

îáÿçàòåëüíî îáùåãî ïîëîæåíèÿ) îðáèò â gl(n)∗ è áûëà ïðåäëîæåíà äðóãàÿ ôîðìà

áàçèñíîãî òîæäåñòâà Íüþòîíà. Îïèøåì êðàòêî ïðîöåäóðó êâàíòîâàíèÿ èç [18] â

íàøèõ òåðìèíàõ. Ìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî ñëó÷àåì R-ìàòðèöû, ñâÿçàííîé ñ êâàí-

òîâîé óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû Uq(sl(m)).

Ðàññìîòðèì îðáèòó OM ãðóïïû GL(n), ñîäåðæàùóþ ïðîèçâîëüíóþ ïîëóïðî-

ñòóþ ìàòðèöó M ∈ gl(n)∗, ñïåêòð êîòîðîé ñîñòîèò èç r ≤ n ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé µi ñ êðàòíîñòÿìè mi ≥ 1

m1 +m2 + · · ·+mr = n. (3.48)
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Îáîçíà÷èì P (x) =
∏r

i=1(x− µi) � ìèíèìàëüíûé ïîëèíîì r-ãî ïîðÿäêà äàííîé

îðáèòû (êàæäîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå µi ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì êîðíåì ýòîãî ïîëèíî-

ìà). Òîãäà ïëîñêîé äåôîðìàöèåé (êâàíòîâàíèåì) êîììóòàòèâíîé àëãåáðû K(OM)

ÿâëÿåòñÿ ôàêòîð-àëãåáðà ìîäèôèöèðîâàííîé àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé ïî

èäåàëó, ïîðîæäåííîìó ýëåìåíòàìè ìàòðèöû P (L) =
∏r

i=1(L− µiI) è ïîëèíîìàìè

ïî ãåíåðàòîðàì ñëåäóþùåãî âèäà:

TrRL
k − β̄k, k = 1, . . . , r − 1 (3.49)

ñ ïîäõîäÿùèì îáðàçîì âûáðàííûìè ÷èñëàìè β̄k. Äàííûé ôàêò áûë óñòàíîâëåí â

ðàáîòå [18], ãäå êîýôôèöèåíòû β̄k áûëè âûðàæåíû â òåðìèíàõ êîðíåé ìèíèìàëüíî-

ãî ïîëèíîìà. Îäíàêî ýòè âûðàæåíèÿ ìîæíî ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü, âîñïîëüçîâàâ-

øèñü ïàðàìåòðè÷åñêèì ðàçðåøåíèåì êâàíòîâûõ òîæäåñòâ Íüþòîíà, ïðèâåäåííûì

â ôîðìóëàõ (3.42)�(3.43).

Ñ ýòîé öåëüþ ñâÿæåì ñ êàæäûì êîðíåì µ = µi ìèíèìàëüíîãî ïîëèíîìà P (x)

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (òàê íàçûâàåìóþ ñòðóíó) ÷èñåë âèäà

ν1 = µ, ν2 = q−2ν1+q
−1~, ν3 = q−2ν2+q

−1~, . . . , νmi
= q−2νmi−1+q

−1~. (3.50)

Ðàññìîòðèì íàáîð âñåõ ÷èñåë νik , ïðèíàäëåæàùèõ ñòðóíàì âèäà (3.50) è îïðåäå-

ëèì õàðàêòåð χ : Z(L(q, ~)) → K öåíòðà ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (3.19), â êîòîðîé

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðîáåãàþò âñå ýòè ν èç óïîìÿíóòîãî íàáîðà. Åñëè ïåðåéòè

ê ôàêòîð-àëãåáðå ìîäèôèöèðîâàííîé àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé ïî èäåàëó,

ïîðîæäåííîìó ýòèì õàðàêòåðîì (ñì. (3.16)), òî îí áóäåò áîëüøå, ÷åì êâàíòîâàÿ

îðáèòà, ïîëó÷àþùàÿñÿ êâàíòîâàíèåì ïó÷êà ñêîáîê Ïóàññîíà íà èñõîäíîé îðáèòå

OM . Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íàñòîÿùåé êâàíòîâîé îðáèòû Lχ
~,q íåîáõîäèìî âçÿòü äàëüíåé-

øèé ôàêòîð ïî èäåàëó, ïîðîæäåííîìó ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè ìàòðèöû P (L),

ïîñòðîåííîé ïî ìèíèìàëüíîìó ïîëèíîìó îðáèòû OM . Ïîëàãàÿ çíà÷åíèÿ |q − 1| è
~ äîñòàòî÷íî ìàëûìè, ÷òîáû èçáåæàòü ñëó÷àéíîãî ñîâïàäåíèÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë ν

èç ââåäåííîãî âûøå îáúåäèíåíèÿ ñòðóí, ìû ïîëó÷èì n ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé νik ìàòðèöû L, ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû êîòîðîé ðàññìàòðèâàþòñÿ

êàê ýëåìåíòû ôàêòîð-àëãåáðû Lχ
~,q.

Â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ 1-îðáèòà îáùåãî ïîëîæåíèÿ Lχ
~,q è çíà÷åíèÿ âåëè÷èí TrRL

k

ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ñ ïîìîùüþ (3.42)-(3.43). Ïðè ýòîì êðàòíîñòè di, îòâå÷à-

þùèå äîáàâî÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ν â ñòðóíå (òî åñòü òåì, êîòîðûå íå

ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìèíèìàëüíîãî ïîëèíîìà) îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ.
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Èòàê, åñëè äàíà íåêîììóòàòèâíàÿ 1-îðáèòà îáùåãî ïîëîæåíèÿ Lχ
~,q, òî îíà ÿâëÿ-

åòñÿ êâàíòîâàíèåì êëàññè÷åñêîé îðáèòû îáùåãî ïîëîæåíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà íàáîð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû L, îòâå÷àþùèõ ýòîé íåêîììóòàòèâíîé

îðáèòå, íå ñîäåðæèò ñòðóí âèäà (3.50). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü

ìèíèìàëüíûé ïîëèíîì P (x), âûáèðàÿ ïåðâûå ýëåìåíòû êàæäîé ñòðóíû â êà÷åñòâå

åãî ïðîñòûõ êîðíåé è ðàññìîòðåòü äâóñòîðîííèé èäåàë â Lχ
~,q, ïîðîæäåííûé ìàò-

ðè÷íûìè ýëåìåíòàìè ìàòðèöû P (L). Òîãäà äîïîëíèòåëüíûé ôàêòîð îò Lχ
~,q ïî

ýòîìó èäåàëó äàñò êâàíòîâàíèå ïîëóïðîñòîé îðáèòû ñ êðàòíûìè ñîáñòâåííûìè

çíà÷åíèÿìè, ðàâíûìè ïåðâûì ýëåìåíòàì ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðóí, à ñàìè êðàòíî-

ñòè áóäóò ðàâíû äëèíàì (êîëè÷åñòâó ýëåìåíòîâ) â ýòèõ ñòðóíàõ.

115



4 Êâàíòîâûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû

Äàííûé ðàçäåë ïîñâÿùåí ñòðóêòóðå äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ íà êâàíòî-

âûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Îñíîâíîé îáúåêò íàøåãî èíòåðåñà � òàê íàçûâàåìûå òâèñòî-

âàííûå äèôôåðåíöèàëüíûå àëãåáðû B(L(R),M). Êàæäàÿ òàêàÿ àëãåáðà ñîäåðæèò

â êà÷åñòâå ïîäàëãåáðû ìîäèôèöèðîâàííóþ àëãåáðó óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé L(R),
ïîðîæäàåìóþ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè ìàòðèöû L = ∥lji∥, êîòîðûå óäîâëåòâî-

ðÿþò êâàäðàòè÷íî-ëèíåéíûì ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíèÿì (2.33) (ïàðàìåòð ~

ïîëîæåí ðàâíûì åäèíèöå):

R1L1R1L1 − L1R1L1R1 = R1L1 − L1R1

Ýòà àëãåáðà áóäåò èãðàòü ðîëü àëãåáðû êâàíòîâàííûõ èíâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ

ïîëåé, äåéñòâóþùèõ íà íåêîììóòàòèâíîé àëãåáðå ôóíêöèé M. Äàííîå äåéñòâèå

äîëæíî çàäàâàòüñÿ òàê, ÷òîáû ñîõðàíÿòü àëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóêòóðó M è, îäíî-

âðåìåííî, äàâàòü ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé L(R).
Â êà÷åñòâåM ìîãóò âûñòóïàòü ðàçëè÷íûå íåêîììóòàòèâíûå àëãåáðû, íàïðè-

ìåð, àëãåáðà êîîðäèíàò êâàíòîâîé ïëîñêîñòè èëè âòîðàÿ êîïèÿ àëãåáðû óðàâíå-

íèÿ îòðàæåíèé. Óäîáíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ òàêîé àëãåáðû çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå

ôàêòîðîâ ñâîáîäíûõ òåíçîðíûõ àëãåáð, ïîðîæäåííûõ îáúåêòàìè êàòåãîðèèØóðà-

Âåéëÿ � êàòåãîðèè êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé,

ñòðóêòóðà êîòîðîé ðàññìàòðèâàëàñü â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè. Áîëåå ïîäðîáíî

ýòî áóäåò îáúÿñíåíî íèæå, ïîêà æå çàìåòèì, ÷òî êëþ÷åâûì ýëåìåíòîì âñåé êîí-

ñòðóêöèè ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå îïåðàòîðà ïåðåñòàíîâêè (ïðàâèëî ïåðåìíîæåíèÿ

êâàíòîâûõ ôóíêöèé è âåêòîðíûõ ïîëåé) âèäà:

R : L(R)⊗M→M⊗L(R). (4.1)

Íàëè÷èå òàêîé ïåðåñòàíîâêè ïîçâîëÿåò íàäåëèòü ïðîñòðàíñòâî L(R)⊗M àññîöè-

àòèâíûì ïðîèçâåäåíèåì. Ðåçóëüòèðóþùàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà è áóäåò íàçû-

âàòüñÿ òâèñòîâàííîé äèôôåðåíöèàëüíîé àëãåáðîé B(L(R),M).

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî îïåðàöèÿ (4.1) çàäàåò àíàëîã ïðàâèëà Ëåéáíèöà äëÿ ýëåìåí-

òîâ àëãåáðû L(R). Åñëè îïðåäåëåíî äåéñòâèå ýòèõ ýëåìåíòîâ íà ãåíåðàòîðàõ àë-

ãåáðûM, òî ïîñðåäñòâîì ýòîãî ïðàâèëà äàííîå äåéñòâèå ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðà-

íåíî íà ìîíîìû ëþáîé ñòåïåíè îò ãåíåðàòîðîâ M. Åñëè ïðàâèëî ïåðåñòàíîâêè

(4.1) âûáðàíî íàäëåæàùèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû óðàâíå-

íèÿ îòðàæåíèé íà âñåé àëãåáðå êâàíòîâûõ ôóíêöèéM.
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Îïèøåì ïîäðîáíåå ðàçëè÷íûå òèïû êâàíòîâûõ àëãåáðM, ñ êîòîðûìè ìû áó-

äåì èìåòü äåëî. Âî-ïåðâûõ, ðàññìîòðèì àëãåáðû, ïîðîæäåííûå áàçèñíûìè îáú-

åêòàìè V è V ∗ êàòåãîðèè ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû L(R). Ïðèìåðîì òàêèõ àëãåáð

ìîãóò ñëóæèòü ñâîáîäíûå òåíçîðíûå àëãåáðû T (V ) è T (V ∗), à òàêæå èõ ôàêòîð-

àëãåáðû: �R-ñèììåòðè÷åñêàÿ"è �R-àíòèñèììåòðè÷åñêàÿ"àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà V

èëè V ∗, îïðåäåëåííûå ñîîòíîøåíèÿìè (2.1).

Âî-âòîðûé, â êà÷åñòâåM ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êâàíòîâûå ìàòðè÷íûå àë-

ãåáðû, ïîðîæäåííûå ñîâìåñòèìîé ïàðîé R-ìàòðèö (ñì. ïåðâóþ ãëàâó). Â êà÷å-

ñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ çäåñü ñîäåðæèòñÿ êâàíòîâàííàÿ àëãåáðà ôóíêöèé íà ãðóïïå

GL(m) � øèðîêî èçâåñòíàÿ RTT àëãåáðà. Îòâå÷àþùàÿ òàêîìó âûáîðó M òâè-

ñòîâàííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ àëãåáðà ñîâïàäàåò ñ Ãåéçåíáåðãîâûì äóáëåì, ðàçî-

áðàííûì â ðàáîòå [49]. Åñëè æå â êà÷åñòâå M âûáðàòü âòîðóþ êîïèþ àëãåáðû

óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé, ìû ïîëó÷èì åùå îäèí íåòðèâèàëüíûé ïðèìåð òâèñòîâàí-

íîé äèôôåðåíöèàëüíîé àëãåáðû.

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ýëåìåíòû àëãåáðû óðàâíèåíèÿ îòðàæåíèé L(R) äåé-
ñòâóþò íà êâàíòîâîé ìàòðè÷íîé àëãåáðåM ñëåâà è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé àíàëîãè

ïðàâîèíâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé. Îäíàêî, åñëè ðîëü àëãåáðû êâàíòîâàííûõ

ôóíêöèé èãðàåò âòîðàÿ êîïèÿ àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé M(R), òî ìîæíî

îïðåäåëèòü è äðóãîå äåéñòâèå àëãåáðû L(R) íàM(R), à èìåííî, àíàëîã ïðèñîåäè-

íåííîãî äåéñòâèÿ îäíîé êîïèè àëãåáðû Ëè gl(m) íà äðóãîé. Â ðåçóëüòàòå ìû ïî-

ëó÷èì äâà òèïà òâèñòîâàííîé äèôôåðåíöèàëüíîé àëãåáðû, ñîñòàâëåííîé èç L(R)
èM(R). Îäíà èç òàêèõ àëãåáð Br(L(R),M(R)) ñíàáæåíà ëåâûì (ïðàâîèíâàðèàíò-

íûì) äåéñòâèåì âåêòîðíûõ ïîëåé, à âòîðàÿ � Bad(L(R),M(R)) � ïðèñîåäèíåííûì

äåéñòâèåì. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî àëãåáðà Bad(L(R),M(R)) ìîæåò áûòü âëîæåíà êàê

ïîäàëãåáðà â íàäëåæàùèì îáðàçîì ðàñøèðåííóþ àëãåáðó Br(L(R),M(R)). Êàê è

â êëàññè÷åñêîé ñèòóàöèè ïðèñîåäèíåííîå äåéñòâèå àëãåáðû L(R) íàM(R) ñîõðà-

íÿåò åå öåíòðàëüíûå ýëåìåíòû. Ïîëüçóÿñü ýòèì ôàêòîì, ìîæíî îãðàíè÷èòü êâàí-

òîâûå ïðèñîåäèíåííûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà êâàíòîâûå îðáèòû âM(R), óñòðîéñòâî

êîòîðûõ ðàçáèðàëîñü â ïðåäûäóùåé ãëàâå. Íà ýòîì ïóòè ìû ïîëó÷èì åùå îäíî

ñåìåéñòâî òâèñòîâàííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ àëãåáð, â êîòîðîé ðîëü êâàíòîâûõ

ôóíêöèé èãðàþò ôóíêöèè íà êâàíòîâûõ îðáèòàõ.

117



4.1 Ñòðóêðóðà òâèñòîâàííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ àëãåáð è

òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèèé

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ òâèñòîâàííûõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ àëãåáð, â êîòîðûõ âûáîð àëãåáðû êâàíòîâàííûõ ôóíêöèéM è ïðàâèëà

èõ ïåðåñòàíîâêè ñ ýëåìåíòàìè L(R) ïðåäïèñûâàþòñÿ òåîðèåé ïðåäñòàâëåíèé àë-

ãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé è ñòðóêòóðîé êàòåãîðèè Øóðà-Âåéëÿ. Òàêîé ïîäõîä

èìååò òî î÷åâèäíîå ïðåèìóùåñòâî, ÷òî îí äàåò äåéñòâèå L(R) íàM, ÿâëÿþùååñÿ

è ïðåäñòàâëåíèåì àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé, è êîìììóòèðóþùåå ñ àëãåáðàè-

÷åñêîé ñòðóêòóðîéM (â ñèëó ýêâèâàðèàíòíîñòè òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé).

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, êëþ÷åâûì ñîîòíîøåíèåì â îïðåäåëåíèè ñòðóêòó-

ðû àññîöèàòèâíîé àëãåáðû íà B(L(R),M) ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå ïåðåñòàíîâêè

ýëåìåíòîâ ïîäàëãåáðû L(R) è ýëåìåíòîâ ïîäàëãåáðûM. Ýòî ñîîòíîøåíèå ïðèâî-

äèò ê àíàëîãó êëàññè÷åñêîãî ïðàâèëà Ëåéáíèöà, ïîñêîëüêó â íåì îáúåäèíÿþòñÿ

äåéñòâèå ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà íà ôóíêöèþ è èõ âçàèìíàÿ

ïåðåñòàíîâêà. Íèæå ìû áóäåì íàçûâàòü ýòî ñîîòíîøåíèå ïðàâèëîì ïåðåñòàíîâêè

îïåðàòîðîâ è ôóíêöèé èëè, ñîêðàùåííî, ÎÔÏ ïðàâèëîì.

Ïåðå÷èñëèì åùå ðàç îñíîâíûå òðåáîâàíèÿ íà ÎÔÏ ïðàâèëî. Âî-ïåðâûõ, îíî

äîëæíî áûòü ñîâìåñòíûì ñ àëãåáðàè÷åñîêîé ñòðóêòóðîé îáåèõ ïîäàëãåáð L(R) è
M. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîäàëãåáðà M ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì íàä L(R) è äåéñòâèå àë-

ãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé ñîõðàíÿåò óìíîæåíèå â àëãåáðåM. Âî-âòîðûõ, ÎÔÏ

ïðàâèëî äîëæíî áûòü ñîâìåñòíî ñ âîçìîæíîé äîïîëíèòåëüíîé ñèììåòðèåé ïîäàë-

ãåáð L(R) èM. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè ñòðóêòóðó êîïðèñîåäèíåííî-

ãî êîìîäóëÿ íàä àëãåáðîé RTT, êîòîðîé îáëàäàåò àëãåáðà óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé

L(R). Àëãåáðà êâàíòîâàííûõ ôóíêöèéM òàêæå ìîæåò îáëàäàòü ñòðóêòóðîé êî-

ïðèñîåäèíåííîãî èëè êîâåêòîðíîãî êîìîäóëÿ íàä RTT àëãåáðîé.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòè åñòåñòâåííûå òðåáîâàíèÿ ê ÎÔÏ ïðàâèëó ñèëüíî îðãà-

íè÷èâàþò åãî âîçìîæíûé âèä. À òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðà-

æåíèé è ñòðóêòóðà êàòåãðèè Øóðà-Âåéëÿ ïîçâîëÿåò êëàññèôèöèðîâàòü âñå âîç-

ìîæíûå âèäè ÎÔÏ ïðàâèëà ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó.

Èòàê, ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü N -ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V íàä ïîëåì K ÿâëÿåòñÿ ëå-

âûì ìîäóëåì íàä L(R). Çàôèêñèðóåì â V íàáîð áàçèñíûõ âåêòîðîâ {xi}1≤i≤N , òî-

ãäà äåéñòâèå ãåíåðàòîðîâ ìîäèôèöèðîâàííîé àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé èìååò
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âèä

L1R1 ◃ x1 = η R−1
1 x1, η ∈ K \ 0, (4.2)

ãäå ñèìâîë ◃ îçíà÷àåò äåéñòâèå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Äëÿ ïðîäîëæåíèÿ ýòîãî äåé-

ñòâèÿ íà òåíçîðíûå ñòåïåíè ïðîñòðàíñòâà V âîñïîëüçóåìñÿ ÿâíûì âèäîì îïåðà-

òîðà ïåðåñòàíîâêè, äèêòóåìîãî ñòðóêòóðîé êàòåãîðèè Øóðà-Âåéëÿ (ïîäðîáíîñòè

ñì. â ðàáîòå [36])

R(L2

.
⊗ x1) = x1 ⊗ L2,

÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ñ ó÷åòîì (4.2) äàåò òàêîå ïðàâèëî ïåðåñòàíîâêè îïåðàòîðà,

ïðåäñòàâëÿþùåãî ãåíåðàòîðû àëãåáðû L(R) è áàçèñíûå âåêòîðà xi:

R1(L1◃)R1x1 = η x1(L2◃). (4.3)

Ýòà ôîðìóëà çàêëþ÷àåò â ñåáå äåéñòâèå lji íà ïðîñòðàíñòâå V è êàòåãîðíûé ìîð-

ôèçì ïåðåñòàíîâêè R, ïðèâåäåííûé âûøå. Ôîðìóëà (4.3) îòêðûâàåò óäîáíûé ïóòü

äëÿ ïðîäîëæåíèÿ äåéñòâèÿ àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé íà òåíçîðíûå ñòåïåíè

ïðîñòðàíñòâà V è ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì èíãðåäèåíòîì äëÿ íèæåñëåäóþùåãî îïðå-

äåëåíèÿ ÎÔÏ ïðàâèëà.

Ââåäåì òåïåðü àëãåáðó êâàíòîâàííûõ ôóíêöèé. Ðàññìîòðèì àññîöèàòèâíóþ K-

àëãåáðó ñ åäèíèöåé X (V ), ñâîáîäíî ïîðîæäåííóþ ýëåìåíòàìè xi:

X (V ) = K⟨x1, x2, . . . , xN⟩.

Ýòà àëãåáðà èãðàåò ðîëü M äëÿ ñëåäóþùåé òâèñòîâàííîé äèôôåðåíöèàëüîé àë-

ãåáðû.

Îïðåäåëåíèå 72 Ïóñòü X (V ) = K⟨xi⟩1≤i≤N åñòü àëãåáðà íåêîììóòàòèâíûõ ïî-

ëèíîìîâ, ñâîáîäíî ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòàìè xi è ïóñòü L(R) � ìîäèôèöèðîâàí-

íàÿ àëãåáðà óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé, çàäàâàåìàÿ R-ìàòðèöåé GL(m|n) òèïà. Òîãäà
ñâîáîäíàÿ òâèñòîâàííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ àëãåáðà B(L(R),X (V )) åñòü àññîöè-

àòèâíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé, ïîðîæäåííàÿ ãåíåðàòîðàìè {xi} and {l ji }, êîòîðûå
óäîâëåòâîðÿþò äîáàâî÷íîìó ïåðåñòàíîâî÷íîìó ñîîòíîøåíèþ (ÎÔÏ ïðàâèëî)

R1L1R1x1 = η x1L2, η ∈ K \ 0. (4.4)

×òîáû ïðåâðàòèòü ïîäàëãáåðó X (V ) ⊂ B(L(R),X (V )) â ìîäóëü íàä àëãåáðîé

óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé äîñòàòî÷íî çàäàòü äåéñòâèå ãåíåðàòîðîâ L íà åäèíè÷íîì
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ýëåìåíòå 1B. Ïîñêîëüêó òàêîå äåéñòâèå äîëæíî ðåàëèçîâûâàòü îäíîìåðíîå ïðåä-

ñòàâëåíèå àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé, åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü:

L ◃ 1B = ε(L) 1B, (4.5)

ãäå ε(Lj
i ) îáîçíà÷àåò ãîìîìîðôèçì êîåäèíèöû â ñòðóêòóðå áèàëãåáðû íà L(R).

Òîãäà ÎÔÏ ïðàâèëî (4.4) âìåñòå ñ (4.5) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äåéñòâèå ìàòðè÷íûõ

ýëåìåíòîâ L íà ëþáîì îäíîðîäíîì ìîíîìå îò ïåðåìåííûõ xi: äëÿ ýòîãî ñ ïîìîùüþ

ÎÔÏ ïðàâèëà ñëåäóåò ïåðåíåñòè ýëåìåíò L â êðàéíþþ ïðàâóþ ïîçèöèþ, à çàòåì

ïðèìåíèòü (4.5). Íàïðèìåð, äëÿ ìîíîìîâ p-ãî ïîðÿäêà ìû ïîëó÷àåì:

(Rp→1L1R1→p) ◃ (x1x2 . . . xp) ≡ (Rp→1L1R1→p x1x2 . . . xp) ◃ 1B

= (Rp→2(R1L1R1x1)R2→p x2 . . . xp) ◃ 1B = ηx1(Rp→3(R2L2R2x2)R3→p x3 . . . xp) ◃ 1B

= · · · = ηpx1x2 . . . xp(Lp+1 ◃ 1B) = ηpx1x2 . . . xp Ip+1.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñâîáîäíàÿ òâèñòîâàííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ àëãåáðâ B(L(R),X (V ))

ñîäåðæèò âñå L(R)-ìîäóëè Vλ, λ ⊢ p ≥ 1. Ëþáîé òàêîé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïîäïðî-

ñòðàíñòâîì ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé êîìïîíåíòû X p(V ):

Vλ ∼= Im
(
ρ
R
(eaλ)

)
⊂ X p(V ), λ ⊢ p, 1 ≤ a ≤ dλ.

ñ êðàòíîñòüþ dλ.

Ðàçìåð ñâîáîäíîé òâèñòîâàííîé äèôôåðåíöèàëüíîé àëãåáðû ìîæíî ñîêðàòèòü

ïóòåì ïåðåõîäà ê ôàêòîð-àëãåáðå âèäà:

XJ(V ) = X (V )/⟨J⟩, J ⊂ X (V ).

Íàïîìíèì, ÷òî ñèìâîë ⟨J⟩ îáîçíà÷àåò äâóõñòîðîííèé èäåàë, ïîðîæäåííûé ïîä-

ìíîæåñòâîì J . Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî èäåàë ⟨J⟩ èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ

àëãåáðû L(R), ìû ìîæåì îïðåäåëèòü åå äåéñòâèå íà ôàêòîð-àëãåáðå XJ(V ).

Ðåãóëÿðíûé ñïîñîá ââåñòè íàáîð ñîîòíîøåíèé íà ñâîáîäíûå ãåíåðàòîðû xi òàê,

÷òîáû ïîëó÷èâøàÿñÿ àëãåáðàM îáëàäàëà âñåìè îïèñàííûìè âûøå æåëàòåëüíûìè

ñâîéñòâàìè, ñîñîòîèò â âûáîðå ïîðîæäàþùåãî èäåàë ïîäïðîñòðàíñòâà J â âèäå

îáðàçà öåíòðàëüíîãî èäåìïîòåíòà eλ(σ) ∈ Hp(q) äëÿ íåêîòîðîãî p ≥ 2:

Jλ = Im
(
ρ
R
(eλ)

)
⊂ X p(V ), λ ⊢ p.

Îïèðàÿñü íà ñâîéñòâà èäåìïîòåíòîâ eλ, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè êàíîíè÷åñêîé

ïðîåêöèè πλ : X (V )→ XJλ(V ) âñå L(R)-ïîäìîäóëè Vµ ∈ X (V ), îòâå÷àþùèå ðàçáè-

åíèÿì µ ⊃ λ, îòîáðàæàþòñÿ â íóëü:

πλ(Vµ) = 0, ∀µ ⊃ λ.

120



Íàïðèìåð, åñëè ìû õîòèì íàëîæèòü êâàäðàòè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ íà ãåíåðàòîðû

xi, òî ó íàñ áóäåò âñåãî äâå âîçìîæíîñòè: îòïðàâèòü â íóëü q-àíòèñèììåòðè÷íóþ

êîìïîíåíòó êâàäðàòè÷íûõ ïîëèíîìîâ

J(12) ⊂ X 2(V ) : J(12) = Im
(
(q −R)

)
(4.6)

èëè q-ñèììåòðè÷íóþ êîìïîíåíòó

J(2) ⊂ X 2(V ) : J(2) = Im
(
(q−1 +R)

)
. (4.7)

Âûáîð (4.6) ïðèâîäèò ê òâèñòîâàííîé äèôôåðåíöèàëüíîé àëãåáðå B(L(R),Xs(V ))

íàä òàê íàçûâàåìîé �êâàíòîâîé ïëîñêîñòüþ� Xs(V ) [83]

R1x1x2 − qx1x2 = 0

R1L1R1L1 − L1R1L1R1 = 0

R1L1R1x1 = η x1L2.

(4.8)

Äåéñòâèå L(R)◃Xs(V ) èíäóöèðóåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (4.5) âìåñòå ñ òðåòüåé ñòîðîêîé

â ñèñòåìå (4.8). Äèôôåðåíöèàëüíàÿ àëãåáðà (4.8) ñîäåðæèò òîëüêî òàêèå L(R)-
ìîäóëè, êîòîðûå èçîìîðôíû V(p) äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî p, ãäå ñèìâîë (p)

îáîçíà÷àåò ðàçáèåíèå ÷èñëà p, ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîñòðî÷íîé äèàãðàììå Þíãà.

Òâèñòîâàííàÿ äèôôåðåíöèàëüíÿ àëãåáðà B(L(R),Xs(V )) êîâàðèàíòíà îòíîñè-

òåëüíî ëåâîãî êîäåéñòâèÿ áèàëãåáðû RTT:

δℓ(L
j
i ) =

N∑
k,p=1

T k
i S(T

j
p )⊗ L

p
k , δℓ(xi) =

N∑
k=1

T k
i ⊗ xk,

ãäå S îçíà÷àåò îòîáðàæåíèå àíòèïîäà â RTT. Â ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèÿõ óäîáíî

âûáðàòü óñëîâíûå îáîçíà÷åíèÿ δℓ(L1) = T1L1S(T1) è δℓ(x1) = T1x1 è ñ÷èòàòü, ÷òî

ãåíåðàòîðû Ta êîììóòèðóþò ñ Lb è xc â ñëó÷àå, êîãäà a ̸= b è a ̸= c.

Êîâàðèàíòíîñòü ÎÔÏ ïðàâèëà â ñèñòåìå ñîîòîøåíèé (4.8) ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ

ïðÿìûì ðàñ÷åòîì:

δℓ(R1L1R1x1) = R1T1L1S(T1)R1T1x1 = R1T1L1T2R1S(T2)x1 = R1T1T2L1R1x1S(T2)

= T1T2R1L1R1x1S(T2) = η T1x1T2L2S(T2) = δℓ(η x1L2).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî R-ìàòðèöà GL(m) òèïà, çàäàþùàÿ ñîîòíîøåíèÿ â àëãåáðå

óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé, ÿâëÿåòñÿ äåôîðìàöèåé îáû÷íîé ïåðåñòàíîâêè: R→ P ïðè

q → 1. Â ýòîì ñëó÷àå m = N = dimK V . Ðàññìîòðèì êâàçèêëàññè÷åñêèé ïðåäåë
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q → 1 òâèñòîâàííîé äèôôåðåíöèàëüíîé àëãåáðû B(L(R),Xs(V )), çàäàííîé ñîîò-

íîøåíèÿìè (4.8). Ñ ýòîé öåëüþ ïåðåéäåì ê äðóãîìó íàáîðó ãåíåðàòîðîâ àëãåáðû

óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé:

L = I − (q − q−1)K, K = ∥K j
i ∥. (4.9)

Ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ Ãåêêå íà R-ìàòðèöó, ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ â àëãåáðå

óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé â òåðìèíàõ íîâûõ ãåíåðàòîðîâ ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:

R1K1R1K1 −K1R1K1R1 = R1K1 −K1R1. (4.10)

Ñòðóêòóðà áèàëãåáðû íà ãåíåðàòîðàõ K íåñêîëüêî ñëîæíåå, ÷åì íà ãåíåðàòîðàõ

L:

∆(K) = 1⊗K +K ⊗ 1− (q − q−1)K ⊗K, ε(K) = 0. (4.11)

Òåïåðü, ñîãëàñíî ïåðâîé ñòðîêå ñîîòíîøåíèé (4.8), êâàçèêëàññè÷åñêèé ïðåäåë ïî-

äàëãåáðû Xs(V ), ãåíåðèðóåìîé ýëåìåíòàìè xi, åñòü îáû÷íàÿ êîììóòàòèâíàÿ êîîð-

äèíàòíàÿ àëãåáðà ïðîñòðàíñòâà V ∗

x2x1 − x1x2 = 0. (4.12)

Èòàê, â ïðåäåëå q → 1 ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî Xs(V ) = K[V ∗].

Ïðàâèëà óìíîæåíèÿ (4.10) ïåðåõîäÿò â îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ óíèâåð-

ñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû U(gl(m))

κ1κ2 − κ2κ1 = κ1P12 − P12κ1, (4.13)

ãäå ìàòðèöà κ = ∥κ j
i ∥ åñòü ïðåäåë ìàòðèöû ãåíåðàòîðîâ K ïðè q → 1.

×òîáû ïîëó÷èòü ïðåäåëüíóþ ôîðìó äåéñòâèÿ àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé

(òðåòüå ñîîòíîøåíèå â (4.8)), äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàðàìåòð η èìååò

ñëåäóþùåå ïîâåäåíèå â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðåäåëå: η = 1− (q− q−1)η0+ o(q2− 1).

Ïîñëå ýòîãî ÎÔÏ ïðàâèëî ïðåîáðàçóòñÿ ê âèäó:

κ2x1 − x1κ2 = η0x1 + P12x1. (4.14)

Ó÷èòûâàÿ òàêæå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ (4.13), ìû ìîæåì èíòåðïðåòèðî-

âàòü ãåíåðàòîðû κ j
i êàê âåêòîðíûå ïîëÿ íà àëãåáðå ôóíêöèé K[V ∗]:

κ j
i = xi∂

j
x + η0δ

j
i (x · ∂x), (4.15)
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ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

∂ k
x =

∂

∂xk
, (x · ∂x) =

m∑
k=1

xk∂
k
x.

Åñëè â ïðîñòðàíñòâå V çàäàíî ëåâîå ôóíäàìåíòàëüíîå âåêòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå

ãðóïïû GL(m)

xi 7→ xjM
j
i , M = ∥M j

i∥ ∈ GL(m)

òî ïîëÿ κ j
i â ôîðìóëå (4.15) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðàâîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû

GL(m).

Ïðèìåð 2.Íà÷íåì òåïåðü ñ áîëåå èíòåðåñíîãî �ïðèñîåäèíåííîãî� ìîäóëÿW (M) =

V ⊗ V ∗. Çàôèêñèðóåì â W (M) ëèíåéíûé áàçèñ M j
i = xi ⊗ yj. Îïðåäåëèì âíà÷àëå

ìîðôèçì ïåðåñòàíîâêè ïðîñòðàíñòâ W (L) è W (M). Äëÿ ïðîñòðàíñòâà V ïåðåñòà-

íîâêà ñ W (L) áûëà ïðèâåäåíà âûøå â Ïðèìåðå 1, à äëÿ ïðîñòðàíñòâà V ∗ ýòîò

ìîðôèçì èìååò âèä [36]:

R (W (L),V ∗)(L2 ⊗ y1) = y1
.
⊗ L2. (4.16)

Íàïîìíèì, ÷òî L2 = R−1
12 L1R12. Ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé â

äóàëüíîì ïðîñòðàíñòâå V ∗ çàäàåòñÿ äåéñòâèåì ãåíåðàòîðîâ àëãåáðû íà áàçèñíûõ

âåêòîðàõ yi

Lj
i ◃ y

k = η̃

N∑
s=1

ys(R2)kjsi

èëè, â êîìïàêòíûõ ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ

L2 ◃ y1 = η̃ y1R
2
12, (4.17)

ãäå η̃ � íåíóëåâîé ÷èñëîâîé ïàðàìåòð.

Êàòåãîðíûé ìîðôèçì ïåðåñòàíîâêè (4.16) è äåéñòâèå (4.17) ïðèâîäÿò ê ñëåäó-

þùåìó ÎÔÏ ïðàâèëó (àíàëîãè÷íîìó ïðàâèëó (4.3))

(L2 ◃)y1 = η̃ y1R1(L1◃)R1. (4.18)

Òåïåðü ëåãêî íàïèñàòü ïåðåñòàíîâêó ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâ W (L) è W (M), à

òàêæå äåéñòâèå ãåíåðàòîðîâ L íà M . Ìîðôèçì ïåðåñòàíîâêè L è M ïîëó÷àåòñÿ

êîìáèíèðîâàíèåì ñîòâåòñòâóþùèèõ ïåðåñòàíîâîê L ñ x è y:

R (W (L),W (M))(L1

.
⊗M2) =M2

.
⊗ L1. (4.19)
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Äåéñòâèå àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå äàåòñÿ ôîðìóëîé:

L1 ◃ M2 = η η̃ M2. (4.20)

Ïðèñîåäèíåííîå äåéñòâèå (4.20) âìåñòå ñ âûøåïðèâåäåííûì ïðàâèëîì ïåðåñòàíîâ-

êè ïîçîâëÿåò ïîëó÷èòü òðåáóåìîå ÎÔÏ ïðàâèëî äëÿ îïåðàòîðîâ L◃ è áàçèñíûõ

âåêòîðîâ M â ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëåíèÿ W (M):

(L1◃)M2 = η η̃ M2 (L1◃). (4.21)

Ôîðìóëà (4.21) ïîçâîëÿåò ðàñïðîñòðàíèòü äåéñòâèå ãåíåðàòîðîâ àëãåáðû óðàâ-

íåíèÿ îòðàæåíèé íà òåíçîðíûå ñòåïåíè (V ⊗ V ∗)⊗n ïðèñîåäèíåííîãî ìîäóëÿ.

Ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è â Ïðèìåðå 1, ðàññìîòðèì àññîöèàòèâíóþ àëãåáðó ñ

åäèíèöåé B(L(R),M), ñîäåðæàùóþ â êà÷åñòâå ïîäàëãåáðû àëãåáðó óðàâíåíèÿ îò-

ðàæåíèé L(R) è àññîöèàòèâíóþ àëãåáðóM, ñâîáîäíî ïîðîæäåííóþ ãåíåðàòîðàìè

M j
i . Ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ãåíåðàòîðàìè ýòèõ ïîäàëãåáð ïîñòóëè-

ðóþòñÿ â âèäå:

L1M2 =M2L1. (4.22)

Ýòà ôîðìóëà ïðîèñòåêàåò èç ñîîòíîøåíèé (4.21), êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, äèêòó-

þòñÿ òåîðèåé ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé. Âûïîëíåíèå ïîäîá-

íûõ ñîîòíîøåíèé ïðèâîäèò ê ñîõðàíåíèþ àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû ïîäàëãåáðû

M ïîä äåéñòâèåì àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé, à òàêæå îáåñïå÷èâàåò ýêâèâàðè-

íàòíîñòü ïîëó÷àþùèõñÿ ïðåäñòàâëåíèé. Äåéñòâèå àëãåáðû óðàâåíåíèÿ îòðàæåíèé

L(R) íà ïîäàëãåáðå M çàäàåòñÿ êîìáèíèðîâàíèåì ÎÔÏ ïðàâèëà (4.22) è ñîîò-

íîøåíèÿ (4.5). Îòìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (4.5) íàëàãàåò ñâÿçü íà ïðîèçâîëüíûå

êîíñòàíòû η è η̃: η η̃ = 1.

Ðàçìåðû àëãåáðû B(L(R),M) ìîæíî óìåíüøèòü, íàëàãàÿ ñîîòíîøåíèÿ íà ãå-

íåðàòîðû M j
i , êîòîðûå äîëæíû áûòü ñîâìåñòíû ñ ÎÔÏ ïðàâèëîì (4.22). Ðàñ-

ñìîòðèì ñëó÷àé êâàäðàòè÷íûõ ñîîòíîøåíèé. Â ðàáîòå [32] áûëà ïîñòðîåíà ïàðà

îðòîãîíàëüíûõ ïðîåêòîðîâ Aq,Sq :M(2) →M(2). ÏîäïðîñòðàíñòâîM(2) ⊂M ïî-

ðîæäåíî êâàäðàòè÷íûìè ìîíîìàìè ïî ãåíåðàòîðàìM j
i . ÏðîåêòîðûAq è Sq äîïóñ-

êàþò åñòåñòâåííóþ èíòåðïðåòàöèþ êàê q-àíòèñèììåòðèçàòîðà è q-ñèììåòðèçàòîðà

â ïðîñòðàíñòâåM(2). Îáðàçû äåéñòâèÿ ýòèõ îïåðàòîðîâ � èíâàðèàíòíûå ïîäïðî-

ñòðàíñòâà îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé. Òàêèì îáðàçîì,

ñîãëàñîâàííûå êâàäðàòè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ íà ãåíåðàòîðû ñâîáîäíîé àëãåáðû M j
i

ìîãóò áûòü âûáðàíû â âèäå ImAq = 0 èëè ImSq = 0.
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Ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå ImAq = 0 ýêâè-

âàëåíòíî íàëîæåíèþ íà ãåíåðàòîðû M j
i ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé àëãåáðû

óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé. Òàêèì îáðàçîì ìû ïðèõîäèì ê òâèñòîâàííîé äèôôåðåíöè-

àëüíîé àëãåðå ñëåäóþùåãî âèäà:

R1M1R1M1 −M1R1M1R1 = 0

R1L1R1L1 − L1R1L1R1 = 0

R1L1R1M1 =M1R1L1R1.

(4.23)

Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòó äèôôåðåíöèàëüíóþ àëãåáðó ñèìâîëîì Bad(L(R),M(R)).

Ïîäàëãåáðà M(R) íàäåëåíà ñòðóêòóðîé L(R)-ìîäóëÿ ïîñðåäñòâîì äåéñòâèÿ ïî-

äàëãåáðû L(R), çàäàííîãî ôîðìóëîé (4.5) è òðåòüèì ñîîòíîøåíèåì âûøåïðèâå-

äåííîé ñèñòåìû. Êðîìå òîãî, àëãåáðà Bad(L(R),M(R)) ÿâëÿåòñÿ ëåâûì êîïðèñî-

åäèíåííûì êîìîäóëåì íàä àëãåáðîé RTT.

Âàæíûì ñâîéñòâîì ðàññìàòðèâàåìîé äèôôåðåíöèàëüíîé àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ òîò

ôàêò, ÷òî R-ñëåäû Tr
R
Mk, k ≥ 0, ÿâëÿþòñÿ öåíòàëüíûìè âî âñåé Bad(L(R),M(R)),

à íå òîëüêî â ïîäàëãåáðåM(R). Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè ñëåäû èíâàðèàíòíû îòíîñè-

òåëüíî äåéñòâèÿ àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé L(R), à çíà÷èò äåéñòâèå àëãåáðû
óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé ìîæåò áûòü îãðàíè÷åíî íà ôàêòîðû àëãåáðûM(R) ïî èäå-

àëàì, ïîðîæäåííûì ñîîòíîøåíèÿìè âèäà Tr
R
Mk = ck, 1 ≤ k ≤ m, ãäå âåëè÷èíû

ck ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ôèêñèàðîâàííûå êîíñòàíòû. Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå òà-

êèå ôàêòîð-àëãåáðû èíòåðïðåòèðîâàëèñü êàê êâàíòîâàííûå àëãåáðû ôóíêöèé íà

îðáèòàõ êîïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû GL(m) â gl∗(m). Òàêèì îáðàçîì, ïî-

äàëãåáðà L(R) ñ äåéñòâèåì, îãðàíè÷åííûì íà íåêîòîðóþ îðáèòó, ìîæåò ðàññìàòðè-

âàòüñÿ êàê êâàíòîâàííàÿ àëãåáðà äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ïîðîæäåííûõ

âåêòîðíûìè ïîëÿìè, êàñàòåëüíûìè ê äàííîé îðáèòå.

Äëÿ èëëþñòðàöèè ðàçóìíîñòè òàêîé èíòåðïðåòàöèè ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêèé

ïðåäåë q → 1 òâèñòîâàííîé äèôôåðåíöèàëüíîé àëãåáðû (4.23) â ñëó÷àå, êîãäà

R-ìàòðèöà, çàäàþùàÿ ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ åå ãåíåðàòîðîâ, ÿâëÿåòñÿ äå-

ôîðìàöèåé ïåðåñòàíîâêè P .

Âûïîëíÿÿ ñäâèã (4.9) ãåíåðàòîðîâ àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé è ïåðåõîäÿ

ê ïðåäåëó q → 1 â äèôôåðåíöèàëüíîé àëãåáðå (4.23), ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì

ñîîòíîøåíèÿì (çäåñü m j
i = limq→1M

j
i è κ j

i = limq→1K
j
i ):

m1m2 −m2m1 = 0

κ1κ2 − κ2κ1 = κ1P12 − P12κ1

κ2m1 −m1κ2 = P12m1 −m1P12.
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Äâå ïîñëåäíèå ñòðîêè ýòèõ ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé óêàçûâàþò, ÷òî âåëè÷è-

íû κ j
i ÿâëÿþòñÿ êîïðèñîåäèíåííûìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè íà ïðîñòðàíñòâå ãëàäêèõ

ôóíêöèé íà gl∗(m):

κ j
i = m s

i

∂

∂m s
j

−m j
s

∂

∂m i
s

, (4.24)

ãäå êàê îáû÷íî ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî èíäåêñó s. Êàê õîðîøî èçâåñòíî,

âåêòîðíûå ïîëÿ (4.24) êàñàòåëüíû ê îðáèòàì ãðóïïû GL(m) â ëèíåéíîì ïðîñòðàí-

ñòâå gl∗(m).

4.2 Íåêîììóòàòèâíûå âåêòîðíûå ïîëÿ, ÷àñòíûå ïðîèçâîä-

íûå è èíâàðèàíòíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû

Â äàííîì ðàçäåëå áóäåò îïðåäåëåíà òâèñòîâàííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ àëãáðà íàä

ïðîèçâîëüíîé êâàíòîâîé ìàòðè÷íîé àëãåáðîé M(R,F ). Êðîìå òîãî ìû ââåäåì

ïîíÿòèå íåêîììóòàòèâíûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî �êîîðäèíàòàì� â ïðîñòðàíñòâå

êâàíòîâàííûõ ôóíêöèé.

Ïðåæäå âñåãî, íåîáõîäèìî çàäàòü ÎÔÏ ïðàâèëî äëÿ ãåíåðàòîðîâ ïîäàëãåáð

L(R) è M(R,F ), àíàëîãè÷íîå òðåòüåìó ñîîòíîøåíèþ â ñèñòåìå (4.8). Äàäèì ñî-

îòâåòñòâóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 73 Ïóñòü L(R) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé, çàäàí-

íóþ R-ìàòðèöåé GL(m)-òèïà R, à M(R,F ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîâóþ ìàò-

ðè÷íóþ àëãåáðó, ñâÿçàííóþ ñ ïàðîé ñîâìåñòèìûõ R-ìàòðèö {R,F} (ñì. Ïðèëî-
æåíèå À). Îïðåäåëèì àññîöèàòèâíóþ àëãåáðó ñ åäèíèöåé Br(L(R),M) íàä ïîëåì

K, ïîðîæäåííóþ ýëåìåíòàìè L j
i àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé è ýëåìåíòàìè M j

i

êâàíòîâîé ìàòðè÷íîé àëãåáðû, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå ïåðåñòàíîâî÷íûõ

ñîîòíîøåíèé ñëåäóþùåãî âèäà:

R1M1M2 −M1M2R1 = 0

R1L1R1L1 − L1R1L1R1 = 0

R1L1R1M1 = ηM1L2, (4.25)

ãäå �ìàòðè÷íûå êîïèè� M2 è L2 ïîðîæäàþòñÿ R-ìàòðèöåé F â ñîîòâåòñòâèè ïðà-

âèëîì:

L2 = F1L1F
−1
1 , M2 = F1M1F

−1
1 .

Íåíóëåâîé ÷èñëîâîé êîýôôèöèåíò η ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì àëãåáðû.
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Ââåäåì äåéñòâèå ãåíåðàòîðîâ àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé íà åäèíè÷íûé ýëå-

ìåíò 1B àëãåáðû Br(L(R),M)

a ◃ 1B = ε(a)1B, ∀a ∈ L(R), (4.26)

ãäå îòîáðàæåíèå ε ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîåäèíèöó â àëãåáðå óðàâíåíèÿ îòðàæå-

íèé L(R): ε(Lj
i ) = δji (ñì. (2.56)). Ïîëüçóÿñü òðåòüèì ñîîòíîøåíèåì â ñèñòåì-

ìå (4.25), äåéñòâèå ïîäàëãåáðû L(R) ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà âñþ ïîäàëãåáðó

M(R,F ). Ââåäåííóþ òàêèì îáðàçîì àëãåáðó Br(L(R),M) áóäåò íàçûâàòü òâèñòî-

âàííîé äèôôåðåíöèàëüíîé àëãåáðîé íà êâàíòîâîé ìàòðè÷íîé àëãåáðåM(R,F ).

Îòìåòèì, ÷òî Ãåéçåíáåðãîâ äóáëü, ðàññìîòðåííûé â ðàáîòå [49], îòâå÷àåò ïà-

ðå ñîãëàñîâàííûõ R-ìàòðèö âèäà {R,P}, ãäå R åñòü R-ìàòðèöà GL(m)-òèïà. Â

äàííîì ñëó÷àå êâàíòèîâàÿ ìàòðè÷íàÿ àëãåáðà M(R,P ) ïðåâðàùàåòñÿ â àëãåáðó

Õîïôà êâàíòîâàííûõ ôóíêöèé íà ãðóïïå GL(m).

Äàäèì êðàòêîå ïîÿñíåíèå èç êàêèõ ñîîáðàæåíèé âûáèðàåòñÿ ÎÔÏ ïðàâèëî

(4.25) â ïðèâåäåííîì âûøå îïðåäåëåíèè òâèñòîâàííîé äèôôåðåíöèàëüíîé àëãåá-

ðû. Êàê îòìå÷àëîñü â ðàçäåëå 2.2, ãåíåðàòîðû àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé ÿâ-

ëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà V ⊗ V ∗, âõîäÿùåãî â êëàññ îáúåêòîâ êàòåãðèè

Øóðà-Âåéëÿ SW(V): L j
i = xi ⊗ yj, ãäå {xi}1≤i≤N è {yj}1≤j≤N ÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåò-

ñòâåííî, áàçèñíûìè âåêòîðàìè â ïðîñòðàíñòâàõ V è V ∗. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü

äåéñòâèå àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé íà ãåíåðàòîðàõ M j
i , êîòîðîå íå áûëî áû

ïðèñîåäèíåííûì äåéñòâèåì (êàê â (4.23)), à áûëî áû îäíîñòîðîííèì, àíàëîãè÷íûì

äåéñòâèþ (4.8), ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ðàñøèðèì êëàññ îáúåêòîâ êàòåãîðèè SW(V), ââåäÿ äîïîëíèòåëüíóþ ïàðó âçà-

èìíî äóàëüíûõ N -ìåðíûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ

U = spanK(ti)1≤i≤N , U∗ = spanK(z
i)1≤i≤N .

Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû M j
i áóäóò îòîæäåñòâëÿòüñÿ ñ áàçèñíûìè ýëåìåíòàìè òåí-

çîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ V ⊗ U∗: M j
i = xi ⊗ zj. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïåðåñòàíîâêè (ÎÔÏ

ïðàâèëà) ìåæäó Lj
i è M

s
r ìû äîëæíû ó÷åñòü óæå èçâåñòíóþ ïåðåñòàíîâêó ãåíåðà-

òîðîâ L è x, à çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ êàòåãîðíûì ìîðôèçìîì ïåðåñòàíîâêè äëÿ

L ∈ V ⊗ V ∗ è U∗.

Ìîðôèçì ïåðåñòàíîâêè F : V ⊗ U∗ → U∗ ⊗ V çàäàåòñÿ îïåðàòîðîì F :

F(xi ⊗ zj) = zk ⊗ xsF sj
ki .
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Èìåííî ýòîò îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ âòîðîé R-ìàòðèöåé â îïðåäåëåíèè ñîãëàñîâàííîé

ïàðû è âõîäèò â îïðåäåëåíèå ìàòðè÷íûõ êîïèé L2.

Êðîìå òîãî, èìååòñÿ è äðóãîé âûáîð ãåíåðàòîðîâ �àëãåáðû ôóíêöèé�. À èìåííî,

ìû ìîãëè áû âçÿòü â êà÷åñòâå êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå êâàíòîâàííûõ ôóíêöèé

òàêèå ýëåìåíòû:M j
i = ti⊗yj ∈ U⊗V ∗. Ïîäîáíûé âûáîð ïðèâîäèò ê äðóãîìó âèäó

ÎÔÏ ïðàâèëà ïî ñðàâíåíèþ ñ (4.25)

L2M1 = η̃ M1R1L1R1. (4.27)

Ìû ìîãëè áû ïîëó÷èòü ñîîòâåñòâóþùóþ òâèñòîâàííóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ

àëãåáðó íà÷àâ ñ (4.25). Åñëè ââåñòè ìàòðèöó L̂ = M−1LM è íîâóþ R-ìàòðèöó

R̂ = F−1R−1F , òî ñèñòåìà ñîîòíîøåíèé (4.25) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó:

R̂1M2M1 −M2M1R̂1 = 0

R̂1L̂1R̂1L̂1 − L̂1R̂1L̂1R̂1 = 0

L̂2M1 = ηM1R̂1L̂1R̂1,

ãäå M2 = F−1M1F . ÎÔÏ ïðàâèëî, âûðàæàåìîå òðåòüåé ñòðîêîé ýòîé ñèñòåìû,

ñîâïàäàåò ñ (4.27) (ñ òî÷íîñòüþ äî íåñóùåñòâåííîé çàìåíû F → F−1).

Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû óðàâíèåíèÿ îòðàæåíèé, ïî-

äàëãåáðàM(R,F ), âõîäÿùàÿ â îïðåäåëåíèå 73 òâèñòîâàííîé äèôôåðåíöèàëüíîé

àëãåáðû, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìóþ ñóììó ìîäóëåé, èçîìîðôíûõ ìîäóëÿì â

äèôôåðåíöèàëüíîé àëãåáðå (4.8). Áîëåå òî÷íî ýòî ñôîðìóëèðîâàíî â ñëåäóþùåì

óòâåðæäåíèè.

Óòâåðæäåíèå 74 Ñîîòíîøåíèå (4.26) ïîçâîëÿåò ââåñòè â ïîäàëãåáðåM(R,F ) ⊂
Br(L(R),M) ñòðóêòóðó L(R) ìîäóëÿ. Äåéñòâèå ãåíåðàòîðîâ L j

i íà áàçèñíûõ âåê-

òîðàõ îäíîðîäíîé êîìïîíåíòû p-é ñòåïåíè Mp(R,F ) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì:

L1 ◃ R(1→p)M1M2 . . .Mp = ηpR−1
(1→p)M1M2 . . .Mp, (4.28)

ãäå Mk = Fk−1Mk−1F
−1
k−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì. Ïðåæäå âñå-

ãî, ïîëüçóÿñü óñëîâèåì ñîâìåñòíîñòè (A.34) ïðåîáðàçóåì ñîîòíîøåíèå (4.25) ê âè-

äó:

RkLkRkMk = ηMkLk+1, ∀k ≥ 1.
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Ïîñëå ýòîãî èìååì:

L1 ◃ (R(1→p)M1 . . .Mp) = ηpR−1
(1→p)M1 . . .Mp(Lp+1 ◃ 1B).

Ïîñêîëüêó Lp+1 ◃ 1B = ε(Lp+1)1B = I12...p+11B, òî ìû ïðèõîäèì ê æåëàåìîìó ðå-

çóëüòàòó (4.28).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äåéñòâèå àëãåáðû L(R) ñîõðàíÿåò
àëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóêòóðó êâàíòîâîé ìàòðè÷íîé àëãåáðûM(R,F ), òî åñòü

a ◃ (RkMkMk+1 −MkMk+1Rk) = 0, ∀a ∈ L(R), ∀ k ≥ 1.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ñëó÷àé òâèñòîâàííîé äèôôåðåíöèàëüíîé àëãåáðû íàä

àëãåáðîé óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé, òî åñòü, ïîëîæèì F = R. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì

ìû íå ïîëó÷èì àëãåáðó (4.23), ïîñêîëüêó ÎÔÏ ïðàâèëî (4.25) ïðèìåò ñëåäóþùóþ

ôîðìó:

R1L1R1M1 = ηM1R1L1R
−1
1 , (4.29)

÷òî îòëè÷àåòñÿ îò òðåòüåãî ñîîòíîøåíèÿ â òâèñòîâàííîé äèôôåðåíöèàëüíîé àë-

ãåáðå (4.23) ñòåïåíüþ ìàòðèöû R, ñòîÿùåé íà ïîñëåäíåì ìåñòå. Òàêîå èçìåíåíèå

ïðèâîäèò ê âàæíîìó ñëåäñòâèþ: ñëåäû ìàòðèöû ãåíåðàòîðîâ àëãåáðû êâàíòîâûõ

ôóíêöèé TrR(Mk) íå ÿâëÿþòñÿ öåíòðàëüíûìè ýëåìåíòàìè âñåé àëãåáðû (4.29) è

äåéñòâèíå òâèñòîâàííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ èç ïîäàëåãáðû L(R) áî-
ëåå íå ñîõðàíÿåò êâàíòîâûõ îðáèò, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ ôàêòîð-àëãåáðàìè

àëãåáðûM(R) ïî èäåàëàì, ïîðîæäåííûì ñîîòíîøåíèÿìè íà ýòè ñëåäû.

Ýòîò ôàêò íå óäèâèòåëåí, òàê êàê â êëàññè÷åñêîì ïðåäåëå q → 1 ñîîòíîøåíèå

(4.29) îïðåäåëÿåò ïðàâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà gl∗(m):

L = I − (q − q−1)K, K j
i

q→1−→ m a
i

∂

∂m a
j

.

Çäåñü ìû ïðåíåáðåãëè âîçìîæíûìè äîáàâêàìè öåíòðàëüíîãî ñëàãàåìîãî, ïðîïîð-

öèîíàëüíîãî η0 (ñì. ôîðìóëó (4.15)).

Òâèñòîâàííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ àëãåáðà (4.23), ñîäåðæàùàÿ êâàíòîâûå äèô-

ôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, ïîëó÷åííûå èç ïðèñîåäèíåííûõ âåêòîðíûõ ïîëåé, ìî-

æåò áûòü âûäåëåíà êàê ïîäàëãåáðà â Br(L(R),M(R)) ñ ÎÔÏ ïðàâèëîì (4.29).

Áîëåå òî÷íî, ìû äîëæíû ðàñøèðèòü ýòó àëãåáðó ýëåìåíòàìè L−1 è M−1. Ó÷èòû-

âàÿ òîæäåñòâà Ãàìèëüòîíà-Êýëè íà ìàòðèöû L è M , äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ òîëüêî
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îáðàòèòü öåíòðàëüíûé ýëåìåíò, ñòîÿùèé ïðè åäèíè÷íîé ìàòðèöå â ýòîì òîæäåñòâå

� òàê íàçûâàåìûé êâàíòîâûé äåòåðìèíàíò ñîîòâåñòâåííî ìàòðèöû L è M .

Èòàê, ââåäåì ìàòðèöû

Q = LM−1L−1M, N =M−1Q. (4.30)

Íà ýòîì ýòàïå ìû äîæíû äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü îáðàòèìîñòè öåíòðàëüíûõ

ýëåìåíòîâ am(L) and am(M), êàê áûëî îáúÿñíåíî âûøå. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ÎÔÏ ïðàâèëà (4.29).

Óòâåðæäåíèå 75 Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ìàòðèö Q è M óäîâëåòâîðÿþò ñëåäó-

þùèì ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíèÿì:

R1M1R1M1 −M1R1M1R1 = 0

R1Q1R1Q1 −Q1R1Q1R1 = 0

R1Q1R1M1 −M1R1Q1R1 = 0.

(4.31)

Äëÿ ïàðû M è N èìååì ñîîòâåòñòâåííî:

R1M1R1M1 −M1R1M1R1 = 0

R1N1R1N1 −N1R1N1R1 = 0

R−1
1 N1R1M1 −M1R

−1
1 N1R1 = 0.

(4.32)

Èç óòâåðæäåíèÿ 75 ÿñíî, ÷òî ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ìàòðèö Q è M ïîðîæäà-

þò ïîäàëãåáðó â òâèñòîâàííîé äèôôåðåíöèàëüíîé àëãåáðå Br(L,M) (4.25). Êðîìå

òîãî, ìîæíî âû÷èñëèòü äåéñòâèå ãåíåðàòîðîâ Q j
i íà åäèíè÷íûé ýëåìåíò 1B è ïðå-

âðàòèòü ýòó ïîäàëãåðó â íîâóþ òâèñòîâàííóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ àëãåáðó.

Óòâåðæäåíèå 76 Åñëè äåéñòâèå ãåíåðàòîðîâ L çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (4.5),

òî ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ìàòðèöû Q, îïðåäåëåííîé â (4.30), äåéñòâóþò íà åäè-

íèöó àëãåáðû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Qj
i ◃ 1B = ξ δji 1B, ξ = η−1q2m. (4.33)

Î÷åâèäíî, ÷òî òâèñòîâàííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ àëãåáðà, ïîðîæäàåìàÿ ýëåìåíòà-

ìèQ èM , óäîâëåòâîðÿþùèìè (4.31) è (4.33), ñîâïàäàåò (ñ òî÷íîñòüþ äî ïàðàìåòðà

îáùåé íîðìèðîâêè ξ) ñ ïðèñîåäèíåííîé äèôôåðåíöèàëüíîé àëãåáðîé Bad(L(R),M(R)),

îïðåäåëåííîé â 4.23. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ÎÔÏ ïðàâèëî â ïðèñîåäèíåííîé äèôôåðåí-

öèàëüíîé àëãåáðå íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà η, âõîäÿùåãî â ñîîòíîøåíèÿ (4.25). Ýòîò
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ïàðàìåòð âîçíèêàåò òîëüêî â ôîðìóëå äåéñòâèÿ ïðèñîåäèíåííûõ ãåíåðàòîðîâ Q j
i

íà åäèíè÷íûé ýëåìåíò (4.33).

Îïðåäåëèì òåïåðü ñòðóêòóðó ïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ íà îäíîðîäíûõ êîì-

ïîíåíòàõ ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé.

Óòâåðæäåíèå 77 Â ïðèñîåäèíåííîé òâèñòîâàííîé äèôôåðåíöèàëüíîé àëãåáðå

Bad(Q,M), çàäàííîé ñîîòíîøåíèÿìè (4.31) è (4.33), ïîäàëãåáðà M(R), ïîðîæ-

äåííàÿ ýëåìåíòàìè M j
i , îáëàäàåò ñòðóêòóðîé Q(R)-ìîäóëÿ ñî ñëåäóþùèì äåé-

ñòâèåì áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ ïîäàëãåáðû Q(R) íà áàçèñíûå ýëåìåíòû îäíîðîäíîé

êîìïîíåíòû p-ãî ïîðÿäêàMp(R)

(Q1Q2 . . . Qk) ◃ (Mk+1Mk+2 . . .Mk+p) = ξk(Mk+1Mk+2 . . .Mk+p), ∀k, p ≥ 1. (4.34)

Íàïîìíèì, ÷òî â âûøåïðèâåäåííîé ôîðìóëå ìàòðè÷íûå êîïèè îïðåäåëÿþòñÿ ÷å-

ðåç ìàòðèöó R:

Mk = Rk−1Mk−1R
−1
k−1, Mk = R−1

k−1Mk−1Rk−1.

Òåïåðü, ïðåäïîëàãàÿ äîïîëíèòåëüíî, ÷òî ìàòðèöà R ÿâëÿåòñÿ äåôîðìàöèåé ïå-

ðåñòàíîâêè P , ïîñòðîèì îãðàíè÷åíèå ïðèñîåäèíåííîé äèôôåðåíöèàëüíîé àëãåáðû

íà êâàíòîâàííûå GL(m) îðáèòû. Êàê óæå íåîäíîêðàòíî óïîìèíàëîñü, êâàíòîâûå

àëãåáðû ôóíêöèé íà òàêèõ îðáèòàõ ïðåäñòàâëÿþòñÿ ôàêòîð-àëãåáðàìè àëãåáðû

óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé ïî èäåàëàì J{c}, ïîðîæäåííûì ýëåìåíòàìè

TrR(M
k)− ck, 1 ≤ k ≤ m. (4.35)

Ñèñòåìà ñîîòíîøåíèé (4.32) ïîçâîëÿåò óáåäèòüñÿ, ÷òî ýëåìåíòû TrR(Mk) è

TrR(Nk) öåíòðàëüíû â ïðèñîåäèíåííîé äèôôåðåíöèàëüíîé àëãåáðå. Ýòîò ôàêò

åñòü ïðÿìîå ñëåäñòâèå ñâîéñòâà êâàíòîâîãî ñëåäà:

TrR(2)(R±1
1 X1R

∓1
1 ) = TrR(X) I1,

ñïðàâåäëèâîãî äëÿ ïðîèçâîëüíîé N ×N ìàòðèöû X.

Òàêèì îáðàçîì, êâàíòîâàííûå àëãåáðû ôóíêöèé íà îðáèòàõ GL(m) èíâàðè-

àíòíû îòíîñèòåëüíî ïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ ãåíåðàòîðîâ àëãåáðû óðàâíåíèÿ

îòðàæåíèé. Îãðàíè÷èâ ïðèñîåäèíåííóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ àëãåáðó Bad(Q,M)

íà îðáèòóM(R)/J{c}, ìû ïðèäåì ê íåòðèâèàëüíûì ñîîòíîøåíèÿì íà äèôôåðåí-

öèàëüíûå îïåðàòîðû. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ôèêñàöèåé äðóãîãî íàáîðà

öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ, à èìåííî, ýëåìåíòîâ TrR(Nk) = TrR((M−1Q)k). Ëåãêî

ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.
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Óòâåðæäåíèå 78 Îãðàíè÷åíèå äèôôåðåíöèàëüíîé àëãåáðû Bad(Q,M), çàäàííîé

ñîîòíîøåíèÿìè (4.31), íà êâàíòîâóþ îðáèòóM(R)/J{c}, ãäå èäåàë J{c} ïîðîæäà-

åòñÿ ýëåìåíòàìè (4.35), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôàêòîð àëãåáðó èñõîäíîé àëãåáðû

Bad(Q,M) ïî äâóñòîðîííåìó èäåàëó, ïîðîæäåííîìó ñîîòíîøåíèÿìè

TrR(M
k) = ck, TrR((M

−1Q)k) = TrR((M
−1Q◃)k)1B|J{c} , 1 ≤ k ≤ m, (4.36)

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñëåäû ìàòðèöû M äîëæíû áûòü

ñïåöèàëèçèðîâàíû â êîíñòàíòû ci ïîñëå âû÷èñëåíèÿ äåéñòâèÿ ãåíåðàòîðîâ Q.

Çàìå÷àíèå 79 Îãðàíè÷åíèå 1 ≤ k ≤ m â óñëîâèè Óòâåðæäåíèÿ 78 ïðîèñòåêàåò

èç òîãî ôàêòà, ÷òî äëÿ R-ìàòðèöû GL(m)-òèïà êâàíòîâûå ìàòðèöû M è M−1Q

óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâó Ãàìèëüòîíà -Êýëè ñ ïîëèíîìîì ïîðÿäêàm. Ïîýòîìó âñå

ñëåäû TrR(Mp) è TrR((M−1Q)p) ñòåïåíè p > m âûðàæàþòñÿ â òåðìèíàõ ïåðâûõ m

ñëåäîâ.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî îãðàíè÷åíèå öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ TrR((M−1Q)k), çàäà-

âàåìîå óñëîâèåì (4.36), ñîâìåñòíî ñ îïåðàòîðíûì äåéñòâèåì ãåíåðàòîðîâ Q, ïðåä-

ñòàâëåííûì ñîîòíîøåíèÿìè (4.34). À èìåííî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî TrR((M−1Q◃)k)

ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì îïåðàòîðîì íà ëþáîé îäíîðîäíîé êîìïîíåíòåMp(R). Íàïðè-

ìåð, äëÿ ñëåäà îò ïåðâîé ñòåïåíè îïåðàòîðà ëåãêî ïîëó÷èòü:

TrR(M
−1Q◃)M1M2 . . .Mp = ξ TrR(M

−1)M1M2 . . .Mp.

Íà êëàññè÷åñêîì óðîâíå ñîîòâåòñòâóþùèå îðàíè÷åíèÿ èìåþò äîâîëüíî ïðî-

ñòóþ ôîðìó: Tr(MkK) = 0. Ýòè ðàâåíñòâà îçíà÷àþò, ÷òî gl∗(m)-ìîäóëü, ïîðîæ-

äåííûé èíôèíèòåçèìåëüíûìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè, âîçíèêàþùèìè èç äåéñòâèÿ

ãðóïïû GL(m) íà gl∗(m), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôàêòîð ñâîáîäíîãî gl∗(m)-ìîäóëÿ.

Áîëåå ñëîæíûé âèä êâàíòîâîé ôîðìóëû (4.36) âîçíèêàåò âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî

êâàíòîâàííûå âåêòîðíûå ïîëÿ Q åñòü â îïðåäåëåííîì ñìûñëå �ýêñïîíåíöèðîâàí-

íûå� êëàññè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê âîïðîñó ïîñòðîåíèÿ àíàëîãîâ íåêîììóòàòèâíûõ ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ. Â òâèñòîâàííîé äèôôåðåíöèàëüíîé àëãåáðå Br(L(R),M(R)) (ñì.

îïðåäåëåíèå (73)) ñäåëàåì ëèåíéíûé ñäâèã ãåíåðàòîðîâ ïîäàëãåáðû óðàâíåíèÿ îò-

ðàæåíèé è ïåðåéäåì ê ìîäèôèöèðîâàííîé àëãåáðå

L = I − (q − q−1)K,
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ãäå ìû ââåëè íîâûé ÷èñëîâîé ïàðàìåòð ~. Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, êâàçèêëàññè÷å-

ñêèé ïðåäåë ãåíåðàòîðîâ K � ïðàâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà gl∗(m):

Kj
i

q→1−→ ms
i

∂

∂ms
j

,

ãäå mj
i � áàçèñ êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé â gl∗(m). Âèä êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïðåäåëà

ïîäñêàçûâàåò âûáîð íîâûõ ãåíåðàòîðîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü àíàëîãàìè ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ â ïðîñòðàíñòâå êâàíòîâàííûõ ôóíêöèé. Ââåäåì ãåíåðàòîðû Dj
i ñî-

îòíîøåíèåì:

D =M−1K, D = ∥Dj
i ∥.

Ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ òâèñòîâàííîé äèôôåðåíöèàëüíîé àëãåáðû â íî-

âûõ ãåíåðàòîðàõ óñòàíàâëèâàþòñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.

Óòâåðæäåíèå 80 Â òâèñòîâàííîé äèôôåðåíöèàëüíîé àëãåáðå Br(L(R),M(R))

ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ:

RM1RM1 = M1RM1R,

R−1D1R
−1D1 = D1R

−1D1R
−1,

D1RM1R = RM1R
−1D1 +R.

(4.37)

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ëåãêî ïðîâîäèòñÿ ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè.

Äëÿ çàäàíèÿ äåéñòâèÿ ãåíåðàòîðîâ Dj
i íà êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè M

j
i äîñòàòî÷íî

îïðåäåëèòü åãî íà åäèíèöå àëãåáðû. Ïðÿìûì ñëåäñòâèåì îïðåäåëåíèÿ D =M−1K

ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Dj
i ◃ 1B = 0.

Âûïîëíèì òàêæå àíàëîãè÷íûé ëèíåéíûé ñäâèã ãåíåðàòîðîâ êîîðäèíàòíûõ ôóíê-

öèé:

M = N − ~
q − q−1

I.

Ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ â íàøåé äèôôåðåíöèàëüíîé àëãåáðå ïðèìóò ñëå-

äóþùèé âèä:
RN1RN1 −N1RN1R = ~ (RN1 −N1R),

R−1D1R
−1D1 = D1R

−1D1R
−1,

D1RN1R−RN1R
−1D1 = R + ~D1R.

(4.38)
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Ïðåèìóùåñòâà ââåäåíèÿ òàêîãî íàáîðà ãåíåðàòîðîâ â òîì, ÷òî êâàçèêëàññè÷åñêèé

ïðåäåë q → 1 ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íåòðèâèàëüíîå íåêîììóòàòèâíîå äèôôåðåíöè-

àëüíîå èñ÷èñëåíèå íà óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðå U(gl(m)).

Â çàêëþ÷åíèå îïðåäåëèì îáùèå ôîðìóëû äëÿ äåéñòâèÿ ãåíåðàòîðîâ D íà ìî-

íîìàõ îò ãåíåðàòîðîâ àëãåáðû êâàíòîâàííûõ ôóíêöèé.

Óòâåðæäåíèå 81 Äåéñòâèå ãåíåðàòîðîâ Dj
i íà ïîäàëãåáðå N (R) ìîæåò áûòü

ðàñøèðåíî äî äåéñòâèÿ âñåé ïîäàëãåáðû D(R): D(R) ⊗ N (R)
◃→ N (R). Ýòî äåé-

ñòâèå äàåò ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû D(R) â àëãåáðå N (R).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà R-ìàòðèöà R : V ⊗2 → V ⊗2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èí-

âîëþòèâíóþ ñèììåòðèþ. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ öåïî÷åê R-ìàòðèö:

Rkp = Rp−1Rp−2 . . . Rk+1RkRk+1 . . . Rp−2Rp−1, 1 ≤ k < p.

Óðàâíåíèå ßíãà-Áàêñòåðà íà R ïîçîâëÿåò ïåðåïèñàòü ýòî îïðåäåëåíèå â ýêâèâà-

ëåíòíîé ôîðìå:

Rkp = RkRk+1 . . . Rp−2Rp−1Rp−2 . . . Rk+1Rk, 1 ≤ k < p.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ i, j, k èìååòñÿ ñëåäóþùåå ïðàâèëî �ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ�,

õîðîøî èçâåñòíîå äëÿ îáû÷íûõ îïåðàòîðîâ ïåðåñòàíîâêè:

RijRik = RjkRij = RikRkj.

Ââåäåì óäîáíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîé dimV × dimV ìàòðèöû N :

Nk = Rk−1 . . . R1N1R
−1
1 . . . R−1

k−1. (4.39)

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

RpkNk = NpRpk, k > p,

RkpNk = NpRkp, k < p, (4.40)

RpkNs = NsRpk, ∀ s ̸∈ {p, k}.

Äëÿ èíâîëþòèâíîé R-ìàòðèöû R ñîîòíîøåíèå (4.39) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:

Nk = Rk−1 . . . R1N1R1 . . . Rk−1.
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Ïåðåïèøåì òåïåðü ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó D è N (òðåòüÿ ñòðîêà

â ñèñòåìå (4.38)) iñëåäóþùèì îáðàçîì:

D1N2 = N2D1 + ~D1R1 +R1. (4.41)

Äëÿ äàëüíåéøåãî óäîáíî ìîäèôèöèðîâàòü ìàòðèöó ãåíåðàòîðîâ D, äîáàâèâ ê íåé

åäèíè÷íóþ ìàòðèöó:

D̃ = ~−1 Id +D. (4.42)

Òîãäà ïðàâèëî (4.41) ïðèìåò âèä:

D̃1N2 = N2D̃1 + ~ D̃1R12.

Ýòî ñîîòíîøåíèå ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ìàòðè÷íûå êîïèè:

D̃1Nk = NkD̃1 + ~ D̃1R1k, ∀ k ≥ 2. (4.43)

Äåéñòâèå ãåíåðàòîðîâ D̃ íà ëþáîé ýëåìåíò ïîäàëãåáðû N (R) ïîëó÷åòñÿ ïî òîìó

æå ðåöåïòó, ÷òî è ðàíåå, ñ åäèíñòâåííîé ìîäèôèêàöèåé â äåéñòâèè íà åäèè÷íûé

ýëåìåíò: òåïåðü ìû áóäåì èìåòü D̃ ◃ 1B = ~−1 1B.

Òåïðü, ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (4.43), ìîæíî âûïèñàòü ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíî-

øåíèÿ ìåæäó ìàòðèöåé êâàíòîâûõ ïðîèçâîäíûõ D̃ è íåêîòîðûìè ïîëèíîìàìè

ìàëîé ñòåïåíè îò ãåíåðàòîðîâ N

D̃1N2N3 = N2N3D̃1 + ~
(
N2D̃1R13 +N3D̃1R12

)
+ ~2D̃1R12R23,

D̃1N2N3N4 = N2N3N4D̃1 + ~
(
N2N3D̃1R14 +N2N4D̃1R13 +N3N4D̃1R12

)
+~2

(
N2D̃1R13R34 +N3D̃1R12R24 +N4D̃1R12R23

)
+ ~3D̃1R12R23R34.

Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ ìàòðèöû D íà ýòè ïîëèíîìû:

D1 ◃ N2 = R12,

D1 ◃ N2N3 = N2R13 +N3R12 + ~R12R23,

D1 ◃ N2N3N4 = N2N3R14 +N2N4R13 +N3N4R12

+~ (N2R13R34 +N3R12R24 +N4R12R23) + ~2R12R23R34.

×òîáû âûïèñàòü îáùèé ðåçóëüòàò, ââåäåì íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà-

÷åíèÿ. Âî-ïåðâûõ, äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë 2 ≤ k1 < k2 < · · · < ks ≤ p

îáîçíà÷èè ñèìâîëîì

R(1k1...ks) = R1k1Rk1k2 . . .Rks−1ks ,
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àíàëîã öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè (1k1k2 . . . ks) â ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå Sp. Âî-

âòîðûõ, äëÿ òîãî æå íàáîðà öåëûõ ÷èñåë ââåäåì îáîçíà÷åíèå

(N2 . . . Np)
(k1...ks) = N2 . . . Nk1−1Nk1+1 . . . Nks−1Nks+1 . . . Np,

òî åñòü ýòî ìîíîì ïî ãåíåðàòîðàì N , êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç ìîíîìà N2 . . . Np

âû÷åðêèâàíèåì ìíîæèòåëåé Nk1
, Nk2

, ..., Nks
.

Îáùèé ðåçóëüòàò ïåðåñòàíîâêè ìàòèöû êâàíòîâûõ ïðîèçâîäíûõ è ìîíîìà ãå-

íåðàòîðîâ àëãåáðû êâàíòîâàííûõ ôóíêöèé ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èíäóêöèåé ïî

ñòåïåíè ìîíîìà � öåëîìó ÷èñëó p ≥ 2:

D̃1N2 . . . Np = N2 . . . NpD̃1 +

p−1∑
s=1

~s
∑

2≤k1<···<ks≤p

(N2 . . . Np)
(k1...ks) D̃1R(1k1...ks). (4.44)

È, íàêîíåö, ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì äåéñòâèÿ êâàíòîâûõ ïðîèçâîäíûõ íà åäèíèöó

àëãåáðû, ïîëó÷àåì ðóçóëüòàò äåéñòâèÿ ìàòðèöû D íà ïðîèçâîëüíûé ìîíîì èç

ãåíåðàòîðîâ àëãåáû êâàíòîâàííûõ ôóíêöèé:

D1 ◃ N2 . . . Np =

p−1∑
s=1

~s−1
∑

2≤k1<···<ks≤p

(N2 . . . Np)
(k1...ks)R(1k1...ks). (4.45)

4.3 Ïðèìåð: àòîì âîäîðîäà â íåêîììóòàòèâíîì ïðîñòðàíò-

ñâå

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå òèïà óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà â öåí-

òðàëüíîì ïîëå

(a∂τ + b∆+
q

r~
) (ψ) = 0 (4.46)

ãäå r~ åñòü êâàíòîâûé ðàäèóñ à a, b, q ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåêîòîðûå ÷èñëîâûå

êîíñòàíòû. Óäîáíî èñêàòü ðåøåíèå äëÿ ôóíêöèè ψ â ñëåäóþùåì âèäå:

ψ = ψ(k)(τ, r~) v = fE(τ)ϕ(r~) v,

ãäå v ∈ V k, ψ(k)(τ, r~) ∈ Z(A~) è fE(τ) = (1 + ~E)τ/~.

Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîñòåéøèé ñëó÷àé k = 0. Ïîëüçóÿñü ñâîéòñâà-
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ìè ôóíêöèè fE(τ), ìîæíî ïîëó÷èòü òàêîå óðàâíåíèå íà ϕ(r~):

aEϕ(r~) + aξ(E)
ϕ(r~ + ~)(r~ + ~) + ϕ(r~ − ~)(r~ − ~)− 2r~ϕ(r~)

2~ r~

+ bξ(E)2
[
ϕ(r~ + 2~)− ϕ(r~ − 2~)

2~ r~
+
ϕ(r~ + 2~) + ϕ(r~ − 2~)− 2ϕ(r~)

4~2

]
+

q

r~
ϕ(r~) = 0,

ãäå ξ(E) = 1 + ~E.

Áóäåì èñêàòü îñíîâíîå ñîñòîÿíèå íàøåé ñèñòåìû â âèäå, àíàëîãè÷íîì êîììóòà-

òèâíîìó ñëó÷àþ: ϕ(r~) = e−σr~ ñ íåêîòîðûì ïàðàìåòðîì σ. Ïîäñòàâëÿÿ ýòîò àíçàö

â óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå:

aEr~ +
aξ(E)

2~

(
r~(e

σ~ + e−σ~ − 2)− ~(eσ~ − e−σ~)
)

+
bξ(E)2

4~2
[
r~(e

2σ~ + e−2σ~ − 2)− 2~(e2σ~ − e−2σ~)
]
+ q = 0.

Ñîáèðàÿ îòäåëüíî ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå è íå ñîäåðæàùèå r~, ïðèäåì ê ñèñòåìå

óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíè E è ýôôåêòèâíîãî îáðàò-

íîãî ðàäèóñà σ:
aE + 2

aξ(E)

~
sinh2(σ~/2) +

bξ2(E)

~2
sinh2(σ~) = 0

aξ(E) sinh(σ~) +
bξ2(E)

~
sinh(2σ~)− q = 0

èëè 
ξ(E) = 2

cosh(σ~)− sinh(σ~)q/(2a)

1 + cosh2(σ~)

ξ2(E) =
a~
b

1− ξ(E) cosh(σ~))
sinh2(σ~)

. (4.47)

Ýòà ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ íà ïåðåìåííóþ y = tanh(σ~):

(ω/2− 2ρ2)y3 + ρ(4− ω)y2 − (ω + 2)y + 2ρω = 0, (4.48)

ãäå

ρ =
q

2a
, ω =

a~
b
.
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Â êîììóòàòèâíîì ïðåäåëå ~→ 0 ïðèâåäåííîå âûøå óðàâíåíèå â ãëàâíîì (íóëåâîì)

ïîðÿäêå ïî ~ èìååò ðåøåíèå:

σ0 =
q

2b
, (4.49)

òîãäà êàê ãëàâíûé ïîðÿäîê äëÿ ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åí

èç ïåðâîé ñòðîêè ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.47)

E0 = −
q

2a
σ0 = −

q2

4ab
. (4.50)

Ýòè ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ðåøåíèÿìè äèôôåðåí-

öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (
aE + b

(
2

r
∂r + ∂2r

)
+
q

r

)
(ϕ(r)) = 0,

êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîììóòàòèâíûé ïðåäåë óðàâíåíèÿ (4.46) ñ íóëåâûì

óãëîâûì ìîìåíòîì. Íèæå ìû âû÷èñëÿåì ïîïðàâêè ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî ~ ê çíà÷å-

íèÿì E0 è σ0. Âûÿñíåíèå ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà äðóãèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (4.48)

òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ èññëåäîâàíèé.

Ïîïðàâêè ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî ~ ê êëàññè÷åñêîìó ðåçóëüòàòó (4.49) è (4.50) ìîæ-

íî íàéòè èç ñèñòåìû (4.47). Ìû ïðåäñòàâèì ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé äëÿ ôèçè÷åñêè

çíà÷èìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ a, b, q âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå (4.46). À èìåííî, ïî-

ëîæèì a = hplc, b = h2pl/2m, q = e2, ãäå hpl åñòü ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà, c åñòü ñêîðîñòü

ñâåòà, m � ìàññà ýëåêòðîíà, à e2 � êâàäðàò åãî ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà. Êðîìå òî-

ãî, ïåðåíîðìèðóåì ýíåðãèþ E → E/(hplc). Óäîáíî ââåñòè áåçðàçìåðíóþ êîíñòàíòó

α � ïîñòîÿííóþ òîíêîé ñòðóêòóðû è äëèíó âîëíû Äå Áðîéëÿ ýëåêòðîíà λB:

α =
e2

hplc
, λB =

hpl
mc

.

Ïîñëå ýòîãî íàø îòâåò ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé ïðîñòîé âèä:

E = −mc2 α
2

2

(
1− ~

4λB

(
1− α2

2

))
+O(~2) (4.51)

σ =
α

2λB

(
1− ~

λB
(1− α2)

)
+O(~2). (4.52)

Êàê ñëåäóåò èç ýòèõ âûðàæåíèé, íåêîììóòàòèâíîñòü ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ïðè-

âîäèò ê ñäâèãó ââåðõ óðîâíÿ ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, à òàêæå ê óâåëè÷åíèþ

ýôôåêòèâíîãî ðàçìåðà àòîìà â îñíîâíîì ñîñòîÿíè, ïîñêîëüêó ïàðàìåòð σ îáðàòíî

ïðîïîðöèîíàëåí ýôôåêòèâíîìó ðàäèóñó îáèòû ýëåêòðîíà â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè.
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Çàêëþ÷åíèå

Â çàêëþ÷åíèå ðàáîòû ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëÿåìûå ê çàùè-

òå.

• Èññëåäîâàíà àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà øèðîêîãî êëàññà êâàíòîâûõ ìàòðè÷-

íûõ àëãåáð, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé êâàäðàòè÷íûå íåêîììóòàòèâíûå àëãåáðû

ñèììåòðèé òî÷íî ðåøàåìûõ ìîäåëåé ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè è òåîðèè ïîëÿ.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êâàíòîâûõ ìàòðèö íàéäåíû ïîëèíîìèàëüíûå òîæäåñòâà,

îáîáùàþùèå èçâåñòíûå òîæäåñòâà Ãàìèëüòîíà-Êýëè êëàññè÷åñêîé ìàòðè÷-

íîé àëãåáðû, ââåäåíî ïîíÿòèå ñïåêòðà è ïîëó÷åíà ñïåêòðàëüíàÿ ïàðàìåòðè-

çàöèÿ ýëåìåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîäàëãåáðû.

• Ââåäåíî íîâîå ïîíÿòèå êâàíòîâîé ñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèè Øóðà è äîêà-

çàíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèÿ êâàíòîâûõ ôóíêöèé Øóðà ïîä÷èíÿþòñÿ êëàññè÷å-

ñêîìó ïðàâèëó Ëèòòëâóäà-Ðè÷àðäñîíà. Íàéäåíà ñïåêòðàëüíàÿ ïàðàìåòðèçà-

öèÿ ôóíêöèé Øóðà è ïîêàçàíî, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè ñóïåðñèì-

ìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ îò ñïåêòðàëüíûõ çíà÷åíèé êâàíòîâîé ìàòðèöû. Äëÿ

ôóíêöèé Øóðà íàéäåíû íåèçâåñòíûå ðàíåå ñåðèè áèëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé,

ñïðàâåäëèâûõ è äëÿ êëàññè÷åñêèõ ôóíêöèé Øóðà. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ìîãóò

íàéòè ïðèëîæåíèÿ â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï è àëãåáð Ëè, à òàêæå â

ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ, îïèñûâàåìûõ ðàçíîñòíûìè óðàâíåíèÿìè.

• Ðåøåíà çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû óðàâíå-

íèÿ îòðàæåíèé: ââåäåíà êâàçèòåíçîðíàÿ êàòåãîðèÿ êîíå÷íîìåðíûõ ìîäóëåé,

îïèñàíî ìíîæåñòâî îáúåêòîâ è ïîñòðîåíî ìíîæåñòâî êàòåãîðíûõ ìîðôèçìîâ.

Â àëãåáðå óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé íàéäåíî òâèñòîâàííîå êîóìíîæåíèå è íà åãî

îñíîâå îïðåäåëåíû ïðàâèëà òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðåäñòàâëåíèé è ðàç-

ëîæåíèÿ èõ íà íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû. Äëÿ ðÿäà âàæíûõ â ïðèëîæåíèÿõ

ïðåäñòàâëåíèé ÿâíî âû÷èñëåí ñïåêòð öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ àëãåáðû.

• Ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ êâàíòîâûõ ìíîãîîáðàçèé, ïðåäñòàâ-

ëÿþùèõ ñîáîé êâàíòîâàíèå àëãåáðû íàáëþäàåìûõ íà íåòðèâèàëüíîì ôàçî-

âîì ïðîñòðàíñòâå ñ íåëèíåéíûìè ñêîáêàìè Ïóàññîíà. Â îòëè÷èå îò ñóùå-

ñòâóþùèõ ìåòîäîâ ðàáîòû ñ òàêèìè ñèñòåìàìè, ðàçðàáîòàííûé â äèññåðòà-

öèè ïîäõîä ïðèâîäèò ê ÿâíîìó ïîñòðîåíèþ êâàíòîâîé àëãåáðû, íå îïèðàþ-

ùåìóñÿ íà ôîðìàëüíûå ðÿäû ïî ïàðàìåòðó êâàíòîâàíèÿ, à òàêæå ïîçâîëÿåò
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ñîõðàíèòü ñèììåòðèè êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû è îáåñïå÷èòü ñîâïàäåíèå ÷èñëà

íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ â êâàíòîâîé è êëàññè÷åñêîé àëãåáðàõ.

• Ââåäåíû ïîíÿòèÿ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ è èíâàðèàíòíûõ äèôôåðåíöèàëü-

íûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ íà ôóíêöèè íà êâàíòîâîì ìíîãîîáðàçèè. Âàæ-

íûì ïðèìåðîì òàêîãî îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð Ëàïëàñà. Ïîñòðîåíà àë-

ãåáðà íåêîììóòàòèâíûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, íàéäåíî ìîäèôèöèðîâàííîå

ïðàâèëî Ëåéáíèöà, ïîçâîëÿþùåå âû÷èñëÿòü äåéñòâèå ýòèõ ïðîèçâîäíûõ íà

íåêîììóòàòèâíûõ ôóíêöèÿõ. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ êîí-

ñòðóêöèé íåêîììóòàòèâíîé ãåîìåòðèè ðàññìîòðåíû ìîäåëè àòîìà âîäîðîäà

â íåêîììóòàòèâíîì ïðîñòðàíñòâå è ñâîáîäíûå ïîëåâûå óðàâíåíèÿ Êëåéíà-

Ãîðäîíà è Äèðàêà. Äëÿ àòîìà âîäîðîäà âû÷èñëåíû ïîïðàâêè â ñïåêòð è

âîëíîâóþ ôóíêöèþ, ïðîèñõîäÿùèå îò íåêîììóòàòèâíîñòè ïðîñòðàíñòâà, äëÿ

ñâîáîäíûõ ïîëåâûõ óðàâíåíèé íàéäåíû ðåøåíèÿ â âèäå àíàëîãîâ ïëîñêèõ

âîëí.

Áëàãîäàðíîñòè. ß ñ÷èòàþ ñâîèì ïðèÿòíûì äîëãîì âûðàçèòü ãëóáîêóþ è ñåð-

äå÷íóþ áëàãîäàðíîñòü ìîèì äàâíèì ñîàâòîðàì, äðóçüÿì è ó÷èòåëÿì Ïàâëó Íè-

êîëàåâè÷ó Ïÿòîâó è Äìèòðèþ Èëüè÷ó Ãóðåâè÷ó çà ïëîäîòâîðíîå ñîâìåñòíîå ñî-

òðóäíè÷åñòâî, áåç êîòîðîãî ýòà äèññåðòàöèÿ íèêîãäà íå áûëà áû íàïèñàíà.

Õî÷ó òàêæå âûðàçèòü áëàãîäàðíîñòü è ïðèçíàòåëüíîñòü Àëåêñàíäðó Âèòàëüå-

âè÷ó Ðàçóìîâó, Âëàäèìèðó Àëåêñååâè÷ó Ïåòðîâó è âñåì îñòàëüíûì ñîòðóäíèêàì

Îòäåëà òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè ÈÔÂÝ, ïîääåðæêó è áëàãîæåëàòåëüíîå âíèìàíèå

êîòîðûõ ÿ ÷óâñòâîâàë âñå ãîäû ðàáîòû ðÿäîì ñ íèìè.

È, íàêîíåö, õî÷ó âûðàçèòü îñîáóþ áëàãîäàðíîñòü âñåé ñâîåé ñåìüå çà òåðïå-

íèå, âåðó, ïîääðåæêó è ïîíèìàíèå, êîòîðûå ÿ âñåãäà ïîëó÷àþ îò íèõ â ëþáûõ

æèçíåííûõ ñèòóàöèÿõ.

Ïðèëîæåíèå À

Ñâåäåíèèÿ îá àëãåáðàõ Ãåêêå

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèâåäåì ñâîäêó ñâåäåíèé î ñòðóêòóðå àëãåáð Ãåêêå ñåðèè

An−1. Ïðè ðàññìîòðåíèè êâàíòîâûõ ìàòðè÷íûõ àëãåáð ýòè ðåçóëüòàòû áóäóò îñ-

íîâîé íàøåãî òåõíè÷åñêîãî àðñåíàëà. Äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåäåííûõ óòâåðæäåíèé
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ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòàõ [16, 69]. Áîëåå ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ìàòåðèàëà, à òàêæå

ñïèñîê ëèòåðàòóðû ïî òåìå ìîæíî íàéòè â îáçîðàõ [73, 81].

Äèàãðàììû è òàáëèöû Þíãà

Ïðåæäå âñåãî, íàïîìíèì íåêîòîðûå îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ èç òåîðèè ðàçáèåíèé.

Â îñíîâíîì ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òåðìèíîëîãèåé è îáîçíà÷åíèÿìè ïðèíÿòûìè

â êíèãå [65].

Ðàçáèåíèåì λ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n (ñèìâîëè÷åñêàÿ çàïèñü: λ ⊢ n) íàçûâàåò-
ñÿ íåâîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë λi, ñóììà

êîòîðûõ ðàâíà n:

λ = (λ1, λ2, . . . ), λi ≥ λi+1 : |λ| ≡
∑

λi = n,

ïðè ýòîì |λ| = n íàçûâàåòñÿ âåñîì ðàçáèåíèÿ λ. Ãðàôè÷åñêè ðàçáèåíèÿ óäîá-

íî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå äèàãðàìì Þíãà (ñì. [65]), è ìû èõ â äàëüíåéøåì áóäåì

îòîæäåñòâëÿòü.

Êàæäîé êëåòêå äèàãðàììû Þíãà, ëåæàùåé íà ïåðåñå÷åíèè s-ãî ñòîëáöà è r-é

ñòðîêè, ñîïîñòàâèì ÷èñëî c = s − r, êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü ñîäåðæàíèåì ýòîé

êëåòêè.

Íà ìíîæåñòâå äèàãðàìì Þíãà ââåäåì îòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ ⊂ ïîëàãàÿ, ÷òî

äâå äèàãðàììû λ è µ ñâÿçàíû îòíîøåíèåì λ ⊂ µ â ñëó÷àå, åñëè ïðè íàëîæåíèè

äèàãðàììà λ öåëèêîì ïîìåùàåòñÿ âíóòðè µ, ò.å. λi ≤ µi i = 1, 2, . . .

Ïî ëþáîé äèàãðàììå Þíãà λ ⊢ n ìîæíî ïîñòðîèòü n! òàáëèöÞíãà, âïèñûâàÿ

â êëåòêè äèàãðàììû âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî n â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå.

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òàáëèö ââåäåì ñèìâîë{
λ

α

}
, α = 1, 2, . . . , n!, (A.1)

ãäå èíäåêñ α íóìåðóåò ðàçëè÷íûå òàáëèöû. Äèàãðàììó λ íàçîâåì ôîðìîé òàáëèöû{
λ

α

}
.

Íà ìíîæåñòâå òàáëèö, îòâå÷àþùèõ äèàãðàììå λ ⊢ n, ìîæíî åñòåñòâåííûì îá-

ðàçîì îïðåäåëèòü äåéñòâèå ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû n-ãî ïîðÿäêà Sn. Ïî îïðåäå-

ëåíèþ, äåéñòâèå ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà π ∈ Sn íà íåêîòîðóþ òàáëèöó ïðèâîäèò

ê çàìåíå êàæäîãî ÷èñëà i â êëåòêàõ òàáëèöû íà ÷èñëî π(i). Ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ π

íà òàáëèöó
{
λ

α

}
îáîçíà÷èì

{
λ

π(α)

}
.
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Èç âñåõ òàáëèö Þíãà ôîðìû λ ⊢ n âûäåëèì ïîäìíîæåñòâî ñòàíäàðòíûõ òàá-

ëèö, óäîâëåòâîðÿþùèõ äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ: çàïîëíÿþùèå èõ ÷èñëà âîçðàñ-

òàþò ïðè äâèæåíèè ïî ëþáîé ñòðîêå ñëåâà íàïðàâî è ïî ëþáîìó ñòîëáöó ñâåðõó

âíèç. Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî ñòàíäàðòíûìè òàá-

ëèöàìèÞíãà è ñîõðàíèì äëÿ íèõ îáîçíà÷åíèå (A.1). Îäíàêî èíäåêñ α òåïåðü áóäåò

èçìåíÿòüñÿ â ïðåäåëàõ îò 1 äî ÷èñëà dλ, ðàâíîãî êîëè÷åñòâó ñòàíäàðòíûõ òàáëèö,

êîòîðûå ìîæíî ïîñòðîèòü ïî äèàãðàììå Þíãà λ. Ðàçëè÷íûå ÿâíûå âûðàæåíèÿ

äëÿ dλ ïðèâåäåíû, íàïðèìåð, â [65].

Ïîäìíîæåñòâî ñòàíäàðòíûõ òàáëèö íå çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ââåäåííîãî âû-

øå äåéñòâèÿ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn, îäíàêî ýòî ïîäìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ öèê-

ëè÷åñêèì, ò.å., ëþáàÿ ñòàíäàðòíàÿ òàáëèöà Þíãà ôîðìû λ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà

èç âñÿêîé äðóãîé ñòàíäàðòíîé òàáëèöû òîé æå ôîðìû äåéñòâèåì íåêîòîðîãî ýëå-

ìåíòà π èç ãðóïïû Sn

∀α, β ∃π ∈ Sn :
{

λ

α

}
7→
{

λ

β

}
≡
{

λ

π(α)

}
.

Íà ìíîæåñòâî ñòàíäàðòíûõ òàáëèö ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü îòíîøåíèå âêëþ-

÷åíèÿ, îïðåäåëåííîå âûøå äëÿ äèàãðàìì Þíãà. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îäíà

òàáëèöà ñîäåðæèò â ñåáå äðóãóþ è îáîçíà÷àòü ýòî ñèìâîëîì{
λ

α

}
⊂
{

µ

β

}
,

åñëè λ ⊂ µ, è ÷èñëà îò 1 äî |λ| ðàñïîëîæåíû â òàáëèöå
{
µ

β

}
íà òåõ æå ìåñòàõ, ÷òî

è â òàáëèöå
{
λ

α

}
.

Àëãåáðû Ãåêêå: îïðåäåëåíèå è áàçèñ ìàòðè÷íûõ åäèíèö

Àëãåáðà Ãåêêå ñåðèè An−1 � Hn(q) � ýòî àññîöèàòèâíàÿ C-àëãåáðà, ïîðîæäàåìàÿ

åäèíèöåé 1 è íàáîðîì îáðàçóþùèõ {σi}n−1
i=1 , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

σkσk+1σk = σk+1σkσk+1 , k = 1, . . . , n− 2 , (A.2)

σkσj = σjσk , åñëè |k − j| ≥ 2 , (A.3)

σk
2 = 1+ (q − q−1)σk , k = 1, . . . , n− 1 . (A.4)

Ïîñëåäíåå èç îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé çàâèñèò îò ïàðàìåòðà q ∈ C \ {0} è
íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì Ãåêêå.
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Hn(1) ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîâîé àëãåáðîé ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn. Â ñëó÷àå,

åñëè

kq :=
qk − q−k

q − q−1
̸= 0 , ïðè âñåõ k = 2, 3, . . . , n, (A.5)

àëãåáðà Hn(q) ïîëóïðîñòà è èçîìîðôíà C[Sn]. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïîëàãàòü,

÷òî óñëîâèÿ (A.5) âûïîëíåíû ïðè âñåõ k ∈ N\{0}. Â ýòîì ïðåäïîëîæåíèè àëãåáðà

Hn(q) èçîìîðôíà ïðÿìîé ñóììå ìàòðè÷íûõ àëãåáð

Hn(q) ∼=
⊕
λ⊢n

Matdλ(C). (A.6)

Çäåñü Matm(C) îáîçíà÷àåò àññîöèàòèâíóþ C-àëãåáðó, ïîðîæäåííóþ m2 ãåíåðàòî-

ðàìè Eab 1 ≤ a, b ≤ m (ìàòðè÷íûìè åäèíèöàìè), ñî ñëåäóþùèì çàêîíîì óìíîæå-

íèÿ

EabEcd = δbcEad.

Â ñèëó èçîìîðôèçìà (A.6) ìîæíî ïîñòðîèòü íàáîð ýëåìåíòîâ Eλ
αβ ∈ Hn(q),

∀λ ⊢ n, 1 ≤ α, β ≤ dλ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè ìàòðè÷íûõ åäèíèö, ãåíåðèðó-

þùèõ ñëàãàåìûå Matdλ â ïðÿìîé ñóììå (A.6)

Eλ
αβ E

µ
γτ = δλµδβγ E

λ
ατ . (A.7)

Äèàãîíàëüíûå ìàòðè÷íûå åäèíèöû Eλ
αα ≡ Eλ

α ÿâëÿþòñÿ ïðèìèòèâíûìè èäåìïî-

òåíòàìè àëãåáðû Hn(q), à íàáîð âñåõ ýëåìåíòîâ Eλ
αβ îáðàçóåò ëèíåéíûé áàçèñ â

Hn(q).

Ðåàëèçàöèÿ ìàòðè÷íûõ åäèíèö Eλ
αβ, î÷åâèäíî, íåîäíîçíà÷íà. Â ðàáîòàõ [69, 81]

(ñì. òàêæå îáçîð [73]) ïîñòðîåí áàçèñ ìàòðè÷íûõ åäèíèö, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðÿäó

äîïîëíèòåëüíûõ ñîîòíîøåíèé. Â äàëüíåéøåì ìû èñïîëüçóåì èìåííî ýòîò áàçèñ.

Îáñóäèì êðàòêî òå èç åãî ñâîéñòâ, êîòîðûå íàì áóäóò ïîëåçíû.

Âî-ïåðâûõ, â ýòîì áàçèñå èçâåñòíû çàìå÷àòåëüíî ïðîñòûå ôîðìóëû äëÿ ýëåìåí-

òîâ, îñóùåñòâëÿþùèõ ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåæäó ðàçëè÷íûìè äèàãîíàëüíûìè ìàò-

ðè÷íûìè åäèíèöàìè. ×òîáû èõ îïèñàòü, íàì ïîòðåáóåòñÿ åùå íåñêîëüêî îïðåäå-

ëåíèé.

Êàæäîìó èç ãåíåðàòîðîâ σi àëãåáðû Hn(q) ñîïîñòàâèì

σi(x) := σi +
q−x

xq
1, 1 ≤ i ≤ n− 1. (A.8)
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Çäåñü x � ïðîèçâîëüíîå íåíóëåâîå öåëîå ÷èñëî, à xq îïðåäåëåíî â (A.5). Ýëåìåíòû

σi(x) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

σi(x)σi+1(x+ y)σi(y) = σi+1(y)σi(x+ y)σi+1(x), 1 ≤ i ≤ n− 2, (A.9)

σi(x)σi(−x) =
(x+ 1)q(x− 1)q

x2q
1, 1 ≤ i ≤ n− 1. (A.10)

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ñòàíäàðòíóþ òàáëèöóÞíãà
{
λ

α

}
, îòâå÷àþùóþ íåêî-

òîðîìó ðàçáèåíèþ λ ⊢ n. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà 1 ≤ k ≤ n − 1, îïðå-

äåëèì ÷èñëî ℓk{λα} êàê ðàçíîñòü ñîäåðæàíèé êëåòîê ýòîé òàáëèöû ñ íîìåðàìè k è

(k + 1)

ℓk{λα} := c(k)− c(k + 1). (A.11)

Ðàññìîòðèì òåïåðü òàáëèöó
{
λ

β

}
(íå îáÿçàòåëüíî ñòàíäàðòíóþ), îòëè÷àþùèåñÿ

îò èñõîäíîé òàáëèöû
{
λ

α

}
òîëüêî ïåðåñòàíîâêîé êëåòîê ñ íîìåðàìè k è (k + 1)

β = πk(α), 1 ≤ k ≤ n− 1, (A.12)

ãäå πk ∈ Sn åñòü òðàíñïîçèöèÿ k è (k + 1). Åñëè
{

λ

πk(α)

}
� ñòàíäàðòíàÿ òàáëèöà

Þíãà, òî èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

σk(ℓk{λα})Eλ
α = Eλ

πk(α)
σk(−ℓk{λα}) , (A.13)

Eλ
α σk(ℓk{λα}) = σk(−ℓk{λα})Eλ

πk(α)
. (A.14)

Öèêëè÷íîñòü íàáîðà ñòàíäàðòíûõ òàáëèö Þíãà îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ñèììåò-

ðè÷åñêîé ãðóïïû, à òàêæå òîò ôàêò, ÷òî ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà ìîæåò áûòü (íå

åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì) ðàçëîæåíà â ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé, ïîçâîëÿþò ñâÿ-

çàòü ëþáóþ ïàðó Eλ
α è Eλ

β ïîñðåäñòâîì öåïî÷êè ñîîòíîøåíèé âèäà (A.13), (A.14).

Ñîîòíîøåíèÿ (A.9), (A.10) ãàðàíòèðóþò ïðè ýòîì ñîâìåñòíîñòü âñåõ âîçìîæíûõ

ôîðìóë ñâÿçè ìåæäó Eλ
α è Eλ

β .

Â ñëó÷àå, åñëè
{

λ

πk(α)

}
� íåñòàíäàðòíàÿ òàáëèöà Þíãà, âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíî-

øåíèÿ

σk(ℓk{λα})Eλ
α = Eλ

α σk(ℓk{λα}) = 0. (A.15)

Èç ôîðìóë (A.13), (A.14) ñëåäóþò âûðàæåíèÿ äëÿ íåäèàãîíàëüíûõ ìàòðè÷íûõ

åäèíèö. Ïîëàãàÿ, ÷òî îáå òàáëèöû
{
λ

α

}
è

{
λ

πk(α)

}
ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûìè, èìååì

Eλ
απk(α)

:= ω(ℓk{λα})Eλ
α σk(ℓk{λα}) , (A.16)

Eλ
πk(α)α

:= ω(ℓk{λα}) σk(ℓk{λα})Eλ
α , (A.17)
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ãäå íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò ω(ℓ) ïîäáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ

ω(ℓ)ω(−ℓ) =
ℓ2q

(ℓ+ 1)q(ℓ− 1)q
. (A.18)

Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ïîëîæèòü ω(ℓ) := ℓq/(ℓq + 1). Çàìåòèì, ÷òî åñëè òàáëèöà{
λ

πk(α)

}
ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé, òî ℓk{λα} ̸= ±1. Ïîýòîìó ïðèâåäåííîå âûðàæåíèå

äëÿ íîðìèðîâî÷íîãî êîýôôèöèåíòà âñåãäà êîððåêòíî îïðåäåëåíî.

×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü âòîðîå èñïîëüçóåìîå íàìè ñâîéñòâî ìàòðè÷íûõ åäè-

íèö, ðàññìîòðèì öåïî÷êó âëîæåíèé àëãåáð Ãåêêå

H2(q) ↪→ . . . ↪→ Hk(q) ↪→ Hk+1(q) ↪→ . . . , (A.19)

çàäàâàåìûõ íà ãåíåðàòîðàõ ôîðìóëàìè

Hk(q) ∋ σi 7→ σi+1 ∈ Hk+1(q), i = 1, . . . , k − 1. (A.20)

Â êàæäîé èç ïîäàëãåáð Hk(q) áàçèñ ìàòðè÷íûõ åäèíèö Eλ
αβ ìîæíî âûáðàòü òàêèì

îáðàçîì, ÷òîáû äèàãîíàëüíûå ìàòðè÷íûå åäèíèöû Eλ
α ïîäàëãåáðû Hk(q) ðàñêëà-

äûâàëèñü â ñóììó äèàãîíàëüíûõ ìàòðè÷íûõ åäèíèö ëþáîé îáúåìëþùåé àëãåáðû

Hm(q) ⊃ Hk(q)

Eλ⊢k
α =

∑
{λα}⊂{µβ}

Eµ⊢m
β , m ≥ k. (A.21)

Çäåñü ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì ñòàíäàðòíûì òàáëèöàì
{
µ

β

}
, µ ⊢ m, ñîäåðæà-

ùèì ñòàíäàðòíóþ òàáëèöó
{
λ

α

}
.

R-ìàòðè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Ãåêêå

Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë,

dimV = N . Îïåðàòîð R ∈ Aut(V ⊗2), óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâíåíèþ ßíãà-Áàêñòåðà

R1R2R1 = R2R1R2 , (A.22)

íàçîâåì R-ìàòðèöåé. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âñÿêàÿ R-ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

óñëîâèþ

(R− q IdV ⊗2)(R + q−1 IdV ⊗2) = 0, q ∈ C \ {0} , (A.23)

ïîðîæäàåò ïðåäñòàâëåíèÿ ρR äëÿ ñåðèè àëãåáð Ãåêêå Hk(q), k = 2, 3, . . .

ρR : Hk(q)→ End(V ⊗k) σi 7→ ρR(σi) = Ri 1 ≤ i ≤ k − 1, (A.24)
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ãäå σi åñòü ãåíåðàòîðû àëãåáðû Hk(q) (A.2) � (A.4). Òàêèå R-ìàòðèöû ìû áóäåì

íàçûâàòü ãåêêåâñêèìè R-ìàòðèöàìè èëè ñèììåòðèÿìè Ãåêêå, à ñîîòâåòñòâóþùèå

ïðåäñòàâëåíèÿ ρR àëãåáð Ãåêêå � R-ìàòðè÷íûìè.

Ïóñòü R � íåêîòîðàÿ ãåêêåâñêàÿ R-ìàòðèöà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå åé ïðåäñòàâëåíèÿ ρR : Hk(q)→ End(V ⊗k) òî÷íû ïðè âñåõ 2 ≤ k < (m+1)(n+

1), à ïðåäñòàâëåíèå ρR : H(m+1)(n+1)(q)→ End(V ⊗(m+1)(n+1)) èìååò ÿäðî, ïîðîæäà-

åìîå (ëþáîé) ìàòðè÷íîé åäèíèöåé, îòâå÷àþùåé ïðÿìîóãîëüíîé äèàãðàììå Þíãà

((n+ 1)(m+1)), òî åñòü

ρR(E
((n+1)(m+1))
α ) = 0

ρR(E
µ
α) ̸= 0, ïðè ëþáûõ µ ⊢ (m+ 1)(n+ 1), µ ̸= ((n+ 1)(m+1)).

(A.25)

Òàêóþ ãåêêåâñêóþ R-ìàòðèöó ìû áóäåì íàçûâàòü R-ìàòðèöåé GL(m|n) òèïà. Êàê
èçâåñòíî, (ñì. òåîðåìó 23 â ðàçäåëå 2.1), äëÿ ëþáîé ñèììåòðèè Ãåêêå íàéäóòñÿ

ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëà m è n.

Çàìåòèì, ÷òî â ïðèâåäåííîì âûøå îïðåäåëåíèè íå ïðåäïîëàãàåòñÿ îáÿçàòåëü-

íîãî âûïîëíåíèÿ ñîîòíîøåíèÿm+n = N(= dimV ). Õîòÿ â ñòàíäàðòíûõ ïðèìåðàõ

ýòà ñâÿçü ïàðàìåòðîâ ïðèñóòñòâóåò (íàïðèìåð, â êâàíòîâûõ ìàòðè÷íûõ àëãåáðàõ,

ïîñòðîåííûõ ïî ñòàíäàðòíîé R-ìàòðèöå GL(m|n) òèïà), èçâåñòíû è èñêëþ÷åíèÿ

èç ýòîãî ïðàâèëà. Ñåðèÿ êîíòðïðèìåðîâ ïîñòðîåíà â ðàáîòå [23].

R-ñëåä è ïàðû ñîâìåñòèìûõ R-ìàòðèö

Çàôèêñèðóåì â ïðîñòðàíñòâå V íåêîòîðûé áàçèñ {vi}Ni=1. Ñèìâîëîì X
kl
ij îáîçíà÷èì

ìàòðèöó îïåðàòîðàX ∈ End(V ⊗2) â áàçèñå {vi⊗vj}Ni,j=1:X(vi⊗vj) :=
∑N

k,l=1X
kl
ij vk⊗

vl.

Íàçîâåì îïåðàòîð X ∈ End(V ⊗2) êîñîîáðàòèìûì, åñëè íàéäåòñÿ ìàòðèöà ΨXkl
ij

òàêàÿ, ÷òî
N∑

a,b=1

Xkb
iaΨ

Xal

bj = δli δ
k
j . (A.26)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñâîéñòâî êîñîîáðàòèìîñòè èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî âû-

áîðà áàçèñà {vi}, è ìàòðèöå ΨXkl
ij ìîæíî ñîïîñòàâèòü îïåðàòîð ΨX ∈ End(V⊗2).

Îáîçíà÷èì

BX := Tr(1)Ψ
X ∈ End(V ), CX := Tr(2)Ψ

X ∈ End(V ), (A.27)
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ãäå ñèìâîëû Tr(1) (ñîîòâåòñòâåííî Tr(2)) îáîçíà÷àþò âçÿòèå ñëåäà ïî ïåðâîìó (ñî-

îòâåòñòâåííî âòîðîìó) ïðîñòðàíñòâó â ïðîèçâåäåíèè V ⊗V . Êîñîîáðàòèìûé îïå-

ðàòîð X íàçîâåì ñòðîãî êîñîîáðàòèìûì, åñëè îïåðàòîð CX îáðàòèì.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî N×N ìàòðèöMatN(W ), ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû êîòîðûõ

ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîìó êîìïëåêñíîìó ëèíåéíîìó ïðîñòðàíñòâó W . Ìíîæåñòâî

MatN(W ) î÷åâèäíûì îáðàçîì íàäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä

C.

Ïóñòü R � êîñîîáðàòèìàÿ R-ìàòðèöà. Îòîáðàæåíèå ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ

Tr
R
: MatN(W ) → W,

çàäàâàåìîå ôîðìóëîé

Tr
R
(M) =

N∑
i,j=1

CRj

iM
i
j , M ∈ MatN(W ) , (A.28)

íàçîâåì îïåðàöèåé âçÿòèÿ R-ñëåäà.

Õîðîøî èçâåñòíûé ïðèìåð ñòðîãî êîñîîáðàòèìîé R-ìàòðèöû äàåòñÿ ñóïåð-ïå-

ðåñòàíîâêîé íà ñóïåð-ïðîñòðàíñòâå V = V0 ⊕ V1, ãäå V0 è V1 åñòü ñîîòâåòñòâåííî
÷åòíàÿ è íå÷åòíàÿ êîìïîíåíòû ïðîñòðàíñòâà V . Â ýòîì ïðèìåðå îïåðàòîðû BR è

CR íîñÿò íàçâàíèå îïåðàòîðîâ ÷åòíîñòè è èõ äåéñòâèå íà ïðîèçâîëüíûé âåêòîð

z ∈ V îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëàìè

BR(z) = CR(z) = z0 − z1, z = z0 + z1 .

Çäåñü ñèìâîë z0(z1) îáîçíà÷àåò ÷åòíóþ (íå÷åòíóþ) êîìïîíåíòó âåêòîðà z.

Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå ïîëåçíûå ñâîéñòâà ýíäîìîðôèçìîâ ΨR, BR è CR, ïî-

ñòðîåííûõ ïî êîñîîáðàòèìîé R-ìàòðèöå.

1. Tr
R
BR = Tr

R
CR,

Tr
R(2)

BR
2 R21 = Tr

R(2)
CR

2 R12 = I1 , (A.29)

ãäå I ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîæäåñòâåííûé àâòîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà V . Ýòè

ñîîòíîøåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèé (A.26) è (A.27).

2. Ýíäîìîðôèçìû BR è CR êîììóòèðóþò è èõ ïðîèçâåäåíèå åñòü ñêàëÿðíûé

îïåðàòîð

BR CR = CRBR = ν I , (A.30)
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ãäå ÷èñëîâîé ìíîæèòåëü ν îòëè÷åí îò íóëÿ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà

ìàòðèöà R ñòðîãî êîñîîáðàòèìà (â ÷àñòíîñòè, êîãäà R ÿâëÿåòñÿ êîñîîáðàòè-

ìîé Ãåêêåâñêîé R-ìàòðèöåé).

3. Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû BR è CR ðåàëèçóþò îäíîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå òàê

íàçûâàåìîé RTT àëãåáðû, àññîöèèðîâàííîé ñ R [83]

R12B
R
1 B

R
2 = BR

1 B
R
2 R12, R12C

R
1 C

R
2 = CR

1 C
R
2 R12 . (A.31)

Ïðÿìûì ñëåäñòâèåì âûøåïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèé ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå

ôîðìóëû äëÿ ñëåäîâ

Tr
(12)

(BR
1 B

R
2 R12X12R

−1
12 ) = Tr

(12)
(BR

1 B
R
2 R

−1
12 X12R12) = Tr

(12)
(BR

1 B
R
2 X12),

Tr
(12)

(CR
1 C

R
2 R12X12R

−1
12 ) = Tr

(12)
(CR

1 C
R
2 R

−1
12 X12R12) = Tr

(12)
(CR

1 C
R
2 X12) ,

ãäåX ∈ End(V ⊗2) åñòü ïðîèçâîëüíûé ýíäîìîðôèçì è Tr
(12)

(. . . ) = Tr
(1)
(Tr

(2)
(. . . )).

4. Ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ äîêàçàíû â ðàáîòàõ [43, 72]

BR
1 Ψ

R
12 = R−1

21 B
R
2 , ΨR

12B
R
1 = BR

2 R
−1
21 ,

CR
2 Ψ

R
12 = R−1

21 C
R
1 , ΨR

12C
R
2 = CR

1 R
−1
21 ,

(A.32)

ãäå R21 = PR12P . Â ñëó÷àå ν ̸= 0, òîëüêî îäíà èç ïðèâåäåííûõ âûøå ñòðîê

íåçàâèñèìà â ñèëó óñëîâèÿ (A.30).

Ïîëüçóÿñü (A.32) è îïðåäåëåíèåì ýíäîìîðôèçìà ΨR, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþ-

ùèå âàæíûå ñîîòíîøåíèÿ

Tr
(1)
(BR

1 R12X2R
−1
12 ) = Tr

(1)
(BR

1 R
−1
12 X2R12) = Tr(BRX) I2,

Tr
(2)
(CR

2 R12X1R
−1
12 ) = Tr

(2)
(CR

2 R
−1
12 X1R12) = Tr(CRX) I1 , (A.33)

ãäå X ∈ End(V ) åñòü ïðîèçâîëüíûé ýíäîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà V .

Çàìå÷àíèå 82 Â òîì ñëó÷àå, êîãäà â êà÷åñòâå R-ìàòðèöû âûáðàí îïåðàòîð ïåðå-

ñòàíîâêè íà ñóïåðïðîñòðàíñòâå (m|n) òèïà (ñì. îïðåäåëåíèå (1.8)), îïåðàöèÿ Tr
R

ñîâïàäàåò ñ îïåðàöèåé âçÿòèÿ ñóïåðñëåäà.

Óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó {R,F} äâóõ R-ìàòðèöR è F íàçîâåì ñîâìåñòèìîé ïàðîé,

åñëè âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

R1F2F1 = F2F1R2

R2F1F2 = F1F2R1

(A.34)

Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñîâìåñòèìûõ ïàð R-ìàòðèö.
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1. Åñëè R � êîñîîáðàòèìàÿ R-ìàòðèöà, è {R,F} � ñîâìåñòèìàÿ ïàðà, òî äëÿ

âñÿêîãî M ∈ MatN(W ) âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

TrR(2)(F
±1
1 M1F

∓1
1 ) = IdV TrRM, ãäå M1 =M ⊗ IdV . (A.35)

2. Åñëè {R,F} � ñîâìåñòèìàÿ ïàðà, òî Rf := F−1R−1F ÿâëÿåòñÿ R-ìàòðèöåé,

è ïàðà {Rf , F} ñîâìåñòèìà.

3. Ïóñòü ïàðà {R,F} ñîâìåñòèìà, R-ìàòðèöà Rf êîñîîáðàòèìà, ìàòðèöû R è F

ñòðîãî êîñîîáðàòèìû. Òîãäà îòîáðàæåíèå ϕ : MatN(W )→ MatN(W ), çàäàâà-

åìîå ôîðìóëîé

ϕ(M) := TrR(2)(F1M1F
−1
1 R1), ∀M ∈ MatN(W ), (A.36)

ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì. ßâíàÿ ôîðìóëà äëÿ îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ ϕ−1 èìååò

âèä (ñì. [75])

ϕ−1(M) = TrRf (2)(F
−1
1 M1R

−1
1 F1). (A.37)

Ïðèëîæåíèå Á

Íåêîòîðûå q-êîìáèíàòîðíûå ñîîòíîøåíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå äàåòñÿ âûâîä íåêîòîðûõ q-êîìáèíàòîðíûõ ñîîòíîøåíèé, èñ-

ïîëüçîâàííûõ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 11.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íåíóëåâûõ öåëûõ ÷èñåë bi, i =

1, 2, . . . , k ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

qk −
k∏

i=1

(bi + 1)q
(bi)q

= −
k∑

j=1

q−bj

(bj)q

k∏
i=1
i̸=j

(bi − bj + 1)q
(bi − bj)q

, (Á.1)

kq =
k∑

j=1

k∏
i=1
i̸=j

(bi − bj + 1)q
(bi − bj)q

, (Á.2)

k∏
i=1

(bi + 1)q
(bi)q

=
k∑

j=1

(bj + k)q
kq(bj)q

k∏
i=1
i̸=j

(bi − bj + 1)q
(bi − bj)q

(Á.3)

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî k. Ïðîâåðêà ñîîòíîøåíèé (Á.1)�(Á.3)

äëÿ k = 1 ëåãêî âûïîëíÿåòñÿ ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè.
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Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (Á.1) âûïîëíåíû äëÿ âñåõ çíà÷åíèé k ≤ m,

è äîêàæåì, ÷òî òîãäà îíè ñïðàâåäëèâû è äëÿ k = m+1. Ñ ýòîé öåëüþ ïðåîáðàçóåì

âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè (Á.1) ïðè k = m+ 1

qm+1 −
m+1∏
i=1

(bi + 1)q
(bi)q

=

(
qm+1 − qm (bm+1 + 1)q

(bm+1)q

)
+

(
qm −

m∏
i=1

(bi + 1)q
(bi)q

)
(bm+1 + 1)q
(bm+1)q

= − qm−bm+1

(bm+1)q
−

 m∑
j=1

q−bj

(bj)q

m∏
i=1
i ̸=j

(bi − bj + 1)q
(bi − bj)q

 (bm+1 + 1)q
(bm+1)q

.(Á.4)

Çäåñü ìû ïðèìåíèëè ôîðìóëó (Á.1) ïðè k = m äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîñëåäíåãî

ñëàãàåìîãî â ïåðâîé ñòðî÷êå. Âîñïîëüçóåìñÿ äàëåå òîæäåñòâîì

(bm+1 + 1)q
(bm+1)q

=
(bm+1 − b+ 1)q
(bm+1 − b)q

− (b)q
(bm+1)q(b− bm+1)q

, (Á.5)

ñïðàâåäëèâûì äëÿ ëþáîãî öåëîãî b ̸= bm+1. Ïîäñòàâëÿÿ â (Á.5) âìåñòî ïàðàìåòðà

b ÷èñëà bj, j = 1, 2, . . .m, ìû ïðîäîëæàåì íàøè âû÷èñëåíèÿ

(Á.4) = −
m∑
j=1

q−bj

(bj)q

m+1∏
i=1
i̸=j

(bi − bj + 1)q
(bi − bj)q

− q−bm+1

(bm+1)q

qm +
m∑
j=1

q−bj+bm+1

(bj − bm+1)q

m∏
i=1
i ̸=j

(bi − bj + 1)q
(bi − bj)q

 .

×òîáû ïðåîáðàçîâàòü ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå âíîâü ïðèìåíèì ôîðìóëó (Á.1) äëÿ

ñäâèíóòîãî íàáîðà öåëûõ ÷èñåë bi → (bi − bm+1), i = 1, 2, . . . ,m

(Á.4) = −
m∑
j=1

q−bj

(bj)q

m+1∏
i=1
i ̸=j

(bi − bj + 1)q
(bi − bj)q

− q−bm+1

(bm+1)q

(
m∏
i=1

(bi − bm+1 + 1)q
(bi − bm+1)q

)

= −
m+1∑
j=1

q−bj

(bj)q

m+1∏
i=1
i̸=j

(bi − bj + 1)q
(bi − bj)q

.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ðàñïðîñòðàíÿåò ôîðìóëó (Á.1) íà ñëó÷àé k = m+1, çàâåðøàÿ

èíäóêòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî.

×òîáû ïîëó÷èòü ðàâåíñòâà (Á.2), (Á.3) ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèå (Á.1), îáðàòèâ

ïàðàìåòð q → q−1

q−k −
k∏

i=1

(bi + 1)q
(bi)q

= −
k∑

j=1

qbj

(bj)q

k∏
i=1
i̸=j

(bi − bj + 1)q
(bi − bj)q

, (Á.6)
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à çàòåì îáðàçóåì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ((Á.1) · qx − (Á.6) · q−x) /(q− q−1), ãäå ïà-

ðàìåòð x ìîæåò ïðèíèìàòü ïðîèçâîëüíûå öåëûå çíà÷åíèÿ. Ðåçóëüòàò çàïèøåòñÿ

â âèäå

(k + x)q − (x)q

k∏
i=1

(bi + 1)q
(bi)q

=
k∑

j=1

(bj − x)q
(bj)q

k∏
i=1
i̸=j

(bi − bj + 1)q
(bi − bj)q

. (Á.7)

Ñîîòíîøåíèÿ (Á.2) è (Á.3) ïîëó÷àþòñÿ êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè òîæäåñòâà (Á.7) ïðè

x = 0 è x = −k ñîîòâåòñòâåííî.
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