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ÏðåäèñëîâèåÌàòåðèàë äàííîãî ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàðèàíò ëåêöèé, ïðåäëàãàåìûõ àâòîðîì ñòó-äåíòàì âòîðîãî êóðñà Ìîñêîâñêîãî ôèçèêî-òåõíè÷åñêîãî èíñòèòóòà (Ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà) ââåñåííåì ñåìåñòðå íà êàôåäðå ôèçèêè âûñîêèõ ýíåðãèè â êà÷åñòâå êóðñà ïî ñïåöèàëèçàöèè â íà÷àëåìàãèñòåðñêîé ïðîãðàììû ïî ôèçèêå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö.Â îñíîâå êóðñà � çàêîíû ìåõàíèêè [1], ñôîðìóëèðîâàííûå ïîä òàêèì ðàêóðñîì, êîòîðûé ïîçâîëÿåòçàòåì èõ íàèáîëåå ïðîñòî è ýôôåêòíî ïðèìåíÿòü äëÿ îïèñàíèÿ ÷àñòèö è ïîëåé â êëàññè÷åñêîé íåðå-ëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå è ïîäãîòîâèòü ìåòîäè÷åñêèé èíñòðóìåíòàðèé äëÿ ëîãè÷åñêè ÿñíîãî ïåðåõîäàê ðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå ÷àñòèö è òåîðèè ïîëÿ, à òàêæå ê êâàíòîâîé òåîðèè â êà÷åñòâå ïðîäîëæå-íèÿ äàííîãî ñïåöêóðñà. Â òàêîé ïîñòàíîâêå öåëåé èçëîæåíèÿ îñîáûé óïîð ñäåëàí íà îáîñíîâàíèè èïðèìåíåíèè òàêèõ ïîíÿòèé êàê äåéñòâèå, òåîðåìà Í¼òåð è ñîõðàíÿþùèåñÿ âåëè÷èíû, ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå ñèììåòðèè, ãàìèëüòîíîâà ìåõàíèêà, äâèæåíèå â êóëîíîâñêîì èëè ãðàâèòàöèîííîì ïîëå èâ ïîëå èçîòðîïíîãî îñöèëëÿòîðà. Èçëîæåíèå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ñèììåòðèé ïðåäóñìàòðèâàåòîáó÷åíèå âåêòîðíîìó àíàëèçó è, êàê ñëåäñòâèå, ââåäåíèå ãåíåðàòîðîâ ïðîñòðàíñòâåííûõ òðàíñëÿöèéè âðàùåíèé äëÿ ïîëåé, ïîíÿòèÿ ñïèíà äëÿ ïîëÿ, à çíà÷èò, îïèñàíèå âñåé ïðîöåäóðû ¾êâàíòîâàíèÿ¿ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ýðìèòîâûõ ìàòðèö äëÿ ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû SU(2). Ðàññìîòðåíèå ìàòðè÷íîãîïðåäñòàâëåíèÿ ãåíåðàòîðîâ ñïèíîâîîãî âðàùåíèÿ ïîëåé ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü íåïðèâîäèìûå òåíçîðíûåïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ïîëåé ñ ñîáñòâåííûì ìîìåíòîì âðàùåíèÿ s = 0, 1, 2, à ïðè ðàññìîòðåíèè íåïðè-âîäèìûõ òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé åäèíè÷íîãî ðàäèóñ-âåêòîðà âûâåñòè âûðàæåíèÿ äëÿ ñôåðè÷åñêèõãàðìîíèê ñêàëÿðà, âåêòîðà è òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà.Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèé èçó÷åíèÿ ñèììåòðèé äâèæåíèé ïîñòðîåíû ñîõðàíÿþùèåñÿ èíòåãðàëû äâèæå-íèÿ äëÿ òðàåêòîðèé â êóëîíîâñêîì ïîëå è äëÿ èçîòðîïíîãî îñöèëëÿòîðà, à òàêæå ôàçîâûé èíâàðèàíòïåðèîäè÷åñêîãî è êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ñ ðàññìîòðåíèåì åãî ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà â ñëó÷àåäâèæåíèÿ â ìàãíèòíîì ïîëå.Íàêîíåö, ðàññìîòðåí ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñ îïðå-äåëåíèåì äåëüòà-ôóíêöèè Äèðàêà íà ïðèìåðå êâàçèóïðóãîãî äèïîëÿ â ïîëå ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû,âûâåäåíî ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ Òîìñîíà äëÿ ýëåêòðîíà è îïèñàí ìåòîä ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ âûíóæäåííûõêîëåáàíèé êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, ïîä÷åðêíóòû ôèçè÷åñêèå ðàçëè÷èÿ äëÿ ðàçíûõ ïðåñêðèïöèéîáõîäà ïîëþñîâ â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ÷àñòîòû è èõ ðîëü ïðè èñïîëüçîâàíèè çàïàçäûâàþùåé è ïðè-÷èííîé ôóíêöèé Ãðèíà êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.Òàêèì îáðàçîì, èçëîæåíèå ïîñòðîåíî òàê, ÷òîáû äàòü åäèíûé âçãëÿä êàê íà êëàññè÷åñêóþ íåðåëÿòè-âèñòñêóþ ìåõàíèêó ÷àñòèö è ïîëåé, òàê è íà êëàññè÷åñêóþ è êâàíòîâóþ ìåõàíèêó ñ èõ îáùèì ãåíåçèñîìâ òåðìèíàõ äåéñòâèÿ è åãî ñèììåòðèé.Ïðîøó ÷èòàòåëåé íàïðàâëÿòü ñâîè çàìå÷àíèÿ è îòçûâû î êíèãå ïî ýëåêòðîííîìó àäðåñóValery.Kiselev@ihep.ruñ ïîìåòêîé ¾Ñïåöêóðñ ïî íåðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå¿.
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Òåìà 1Äèíàìèêà è äåéñòâèåËåêöèÿ � 1Äåòåðìèíèçì êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè è íà÷àëüíûå äàííûå, òðàåêòîðèè ñ ôèêñèðîâàííûìè êîíöàìè,äèíàìè÷åñêèé ôóíêöèîíàë íà òðàåêòîðèè, ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèé è íåîïðåäåëåííîñòü òðàåêòîðèè,òðóáêà ýêâèâàëåíòíûõ òðàåêòîðèé, ôóíêöèîíàë âåðîÿòíîñòè äëÿ ïó÷êà òðàåêòîðèé è åãî ýêñòðåìàëü-íîñòü íà òðóáêå êëàññè÷åñêîé òðàåêòîðèè ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû, ïðèíöèï çàïðåòà Ïàóëè è ââåäåíèåàìïëèòóäû âåðîÿòíîñòè, îïåðàöèÿ ïåðåñòàíîâêè òðàåêòîðèé òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö, ôåðìèîíû èáîçîíû, ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ êàê ëîãàðèôì àìïëèòóäû âåðîÿòíîñòè, ýêñòðåìàëüíîñòü äåéñòâèÿ íà¾ïðÿìîé¿ òðàåêòîðèè, ïåðåõîä îò ìåõàíèêè òî÷êè ê ìåõàíèêå ïîëÿ, äåéñòâèå â ëîêàëüíîé òåîðèèïîëÿ, ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ â ìåõàíèêå, óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà äëÿ ÷àñòèöû è äëÿïîëÿ, ïðàâèëî Ýéíøòåéíà äëÿ ñóììèðîâàíèÿ ïî èíäåêñàì, òåîðåìà Í¼òåð, èíòåãðàëû äâèæåíèÿ èçîäíîðîäíîñòè ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè è èç èçîòðîïèè ïðîñòðàíñòâà.1. Ïðè÷èííîñòü è äåéñòâèå íà òðàåêòîðèè1.1. ×àñòèöà: âåðîÿòíîñòü äîñòîâåðíîñòè òðàåêòîðèèÂ ìåõàíèêå ÷àñòèöà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òî÷êó, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ïîä âîçäåéñòâèåì ñèë.Â êà÷åñòâå íàáëþäàåìîé âåëè÷èíû èçìåðÿåòñÿ ïîëîæåíèå ÷àñòèöû â ïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå çàäàåòñÿêîîðäèíàòîé q, à çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè òðàåêòîðèåé q(t).Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ïðè÷èííîñòè ýòî äâèæåíèå ïîëíîñòüþ äåòåðìèíèðîâàíî, åñëè çàäàíû êîîðäè-íàòà è ñêîðîñòü ÷àñòèöû â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, à òàêæå ñèëû âî âñåõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà íàïðîòÿæåíèè âñåãî âðåìåíè èõ äåéñòâèÿ. Ñèëû, òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëÿþò èçìåíåíèå ñêîðîñòè, ò.å.óñêîðåíèå. Èç äåòåðìèíèðîâàííîñòè ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïî íà÷àëüíûì äàííûì â ìîìåíòâðåìåíè t0: êîîðäèíàòå è ñêîðîñòè, {q0 = q(t0), q̇0 = dq(t0)/dt}, � çàäàþò åäèíñòâåííóþ òðàåêòîðèþ
q(t). Ýòà òðàåêòîðèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t′ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó q′ = q(t′). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ äàííîéòðàåêòîðèè îò íà÷àëüíûõ äàííûõ â âèäå {q0, q̇0} ìîæíî ïåðåéòè ê äàííûì íà êîíöàõ òðàåêòîðèè: ïàðàì
{q0, t0} è {q′, t′}. Äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû, ò.å. â îòñóòñòâèå âñÿêèõ ñèë, ñóùåñòâóþò èíåðöèàëüíûå ñèñòå-ìû îòñ÷åòà, â êîòîðûõ ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ïîñòóïàòåëüíî è ðàâíîìåðíî, ò.å. òðàåêòîðèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîéëèíèåé. Äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû, òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîä îò íà÷àëüíûõ äàííûõ ê äàííûì íà êîíöàõòðàåêòîðèè ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì. Ïðè íàëè÷èè ñèë ïåðåõîä ê äàííûì íà êîíöàõ òðàåêòîðèèòàêæå áóäåò âçàèìíî îäíîçíà÷íûì, åñëè ðàññìàòðèâàòü äâèæåíèå íà áåñêîíå÷íî ìàëîì ïðîìåæóòêå âðå-ìåíè t′−t0 7→ dt→ 0. Íà êîíå÷íûõ ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè çàäàíèå êîíå÷íûõ òî÷åê íà òðàåêòîðèè ìîæåòîòâå÷àòü ìíîæåñòâó òðàåêòîðèé ñ ðàçíûìè çíà÷åíèÿìè ñêîðîñòè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Â ýòîìñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ôèçè÷åñêàÿ ñèñòåìà îáëàäàåò ñèììåòðèåé èëè ñèíãóëÿðíûìè òî÷êàìè. Íàïðèìåð,îò îäíîãî ïîëþñà íà øàðå ìîæíî ïðèéòè ê äðóãîìó ïîëþñó çà îäèíàêîâîå âðåìÿ, åñëè èäòè ïî ðàç-íûì ìåðèäèàíàì ñ îäíîé è òîé æå óãëîâîé ñêîðîñòüþ, ÷òî îòâå÷àåò ñèììåòðè÷íîé ñèñòåìå. Â êà÷åñòâåñëó÷àÿ íàëè÷èÿ ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê ìîæíî óêàçàòü ñèñòåìó ëèíç ñ íàëè÷èåì, ñêàæåì, äâóõ ôîêóñîâ,òàê ÷òî òðàåêòîðèè ôîòîíîâ îò ôîêóñà äî ôîêóñà, ïî ñóòè, îõâàòûâàþò âñå ìíîæåñòâî òðàåêòîðèé ñíà÷àëîì â îäíîì èõ ôîêóñîâ.Èòàê, äëÿ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ñäâèãîâ ïî âðåìåíè òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿäàííûìè íà êîíöàõ òðàåêòîðèè. Âñå äðóãèå òðàåêòîðèè, ò.å. ôóíêöèè q(t), ñ òåìè æå äàííûìè íà êîíöàõíå áóäóò óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ. Òðàåêòîðèè, íå ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé äâè-æåíèÿ, ìîæíî òðàêòîâàòü êàê òðàåêòîðèè ñ äðóãèì íàáîðîì ñèë. Â ýòîì ñìûñëå, òðàåêòîðèÿ, êîòîðàÿìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â çàäàííîé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìå ñ ôèêñèðîâàííûìèêîíöàìè, ïîëó÷àåòñÿ çà ñ÷åò ìàëîé ôëóêòóàöèè ñèë.Òðàåêòîðèè ñ ôèêñèðîâàííûìè êîíöàìè ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî, ðàâíîå åäèíèöå, åñëèýòà òðàåêòîðèÿ q(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â çàäàííîé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìå, è íóëþ, åñëè îíàíå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé äâèæåíèÿ q̃(t). Òàêîå îòîáðàæåíèå òðàåêòîðèè íà ìíîæåñòâî ÷èñåë âîáùåì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëîì. Ñêîíñòðóèðîâàííîå íàìè ñåé÷àñ ñîîòâåòñòâèå ìîæíî íàçâàòüäèíàìè÷åñêèì ôóíêöèîíàëîì äîñòîâåðíîñòè òðàåêòîðèè C: åñëè òðàåêòîðèÿ ñîîòâåòñòâóåò äèíàìèêåñèñòåìû, òî çíà÷åíèå äèíàìè÷åñêîãî ôóíêöèîíàëà äîñòîâåðíîñòè ðàâíî åäèíèöå, C[q(t)] = 1, åñëè íå4



Ëåêöèÿ � 1 5ñîîòâåòñòâóåò, òî íóëþ, C[q̃(t)] = 0:
C =

{

1, åñëè òðàåêòîðèÿ � ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ,
0, åñëè òðàåêòîðèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.ßñíî, ÷òî ïðè íàëè÷èè íåñêîëüêèõ ÷àñòèö, êîòîðûå äâèæóòñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíèõ ñèë1, äè-íàìè÷åñêèé ôóíêöèîíàë äîñòîâåðíîñòè âñåé ñèñòåìû ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äèíàìè÷åñêèõôóíêöèîíàëîâ äîñòîâåðíîñòè äëÿ îòäåëüíûõ ÷àñòèö:

C1...n =

n
∏

k=1

Ck.Àíàëîãè÷íî, äèíàìè÷åñêèé ôóíêöèîíàë äîñòîâåðíîñòè òðàåêòîðèè ÷àñòèöû, ðàçáèòîé íà ïîñëåäîâà-òåëüíûå ó÷àñòêè òî÷êàìè íà äîñòîâåðíîé òðàåêòîðèè, ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äèíàìè÷åñêèõ ôóíêöè-îíàëîâ äîñòîâåðíîñòè äëÿ îòäåëüíûõ ó÷àñòêîâ òðàåêòîðèè.Ìû ðàññìàòðèâàåì êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè ÷àñòèöû êàê íåïðåðûâíûå ôóíêöèè âðåìåíè. Íåïðåðûâ-íûå âåëè÷èíû îïðåäåëÿþòñÿ êàê òî÷êè ñ ìàëûìè îêðåñòíîñòÿìè. Ýòè îêðåñòíîñòè èìåþò ôèçè÷åñêèéñìûñë ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèÿ íåïðåðûâíîé âåëè÷èíû. Â èäåàëå îêðåñòíîñòü ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íî ìà-ëîé. Åñëè íà÷àëüíûå äàííûå äëÿ êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè ïðèíèìàþò öåíòðàëüíûå çíà÷åíèÿ ñ êîíå÷íîéïîãðåøíîñòüþ, òî òðàåêòîðèè èç òàêîé ìàëîé îáëàñòè íà÷àëüíûõ äàííûõ ìîãóò íà ìàëûõ èíòåðâàëàõâðåìåíè ëèáî ìàëî îòëè÷àòüñÿ îò öåíòðàëüíîé òðàåêòîðèè, ëèáî áûñòðî ðàñõîäèòñÿ. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àåãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè äèíàìè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè èëè õàîñà. Ìû îãðàíè÷èìñÿðàññìîòðåíèåì ñèñòåì áåç õàîñà. Â ýòîì ñëó÷àå âñÿ îïèñàííàÿ íàìè âûøå òðóáêà òðàåêòîðèé èç èñõîä-íîé îáëàñòè íà÷àëüíûõ äàííûõ ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîé â ðàìêàõ ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé, òàê ÷òî äëÿâñåãî ïó÷êà äèíàìè÷åñêèé ôóíêöèîíàë äîñòîâåðíîñòè òðàåêòîðèé ðàâåí åäèíèöå.Íåîïðåäåëåííîñòü òðàåêòîðèè ñâÿçàíà íå òîëüêî ñ èíñòðóìåíòàëüíîé ïîãðåøíîñòüþ ïðèáîðîâ èç-ìåðåíèÿ íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí, îíà èìååò è êàçóàëüíûé õàðàêòåð. Òàê, íàïðèìåð, â ñëó÷àå, êîãäàñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ðàâíîìåðíî è ïîñòóïàòåëüíî è, ïðè ýòîì, íèêàê íå âçàèìîäåéñòâóåò ñîêðóæàþùåé ñðåäîé, ïîëîæåíèå öåíòðà ñèñòåìû îòñ÷åòà êîîðäèíàò äëÿ òàêîé ÷àñòèöû â îêðóæàþùåéñðåäå íå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî, îíî àáñîëþòíî ïðîèçâîëüíî: åñëè ÷àñòèöå äàòü çàäàíèå óêàçàòü òî÷-êó îòñ÷åòà, òî îíà ýòî ñìîæåò ñäåëàòü òàê, ÷òî òî÷êè-ìåòêè äâóõ íåçàâèñèìûõ ïîïûòîê òàêîãî îïûòàäàäóò ñîâåðøåííî íèêàê ïðè÷èííî íå ñâÿçàííûå ðåçóëüòàòû. Åñëè íà ÷àñòèöó íà÷èíàþò äåéñòâîâàòüâíåøíèå ñèëû, ò.å. îíà âçàèìîäåéñòâóåò ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé, òî ïîëîæåíèå ÷àñòèöû óæå ìîæåò áûòüáîëåå îïðåäåëåííî, ïîñêîëüêó ðàçíûì òî÷êàì ïðîñòðàíñòâà ìîãóò îòâå÷àòü ðàçíûå ñèëû, íî òàê êàê ýòîïîëîæåíèå åùå èìååò íåíóëåâóþ îïðåäåëåííîñòü, òî è çíà÷åíèå ñèë çàäàåòñÿ íåîäíîçíà÷íî, ñèëû èìåþòôëóêòóàöèè, ÷òî äåëàåò òðàåêòîðèþ íåñêîëüêî íåîïðåäåëåííîé, à íå àáñîëþòíî òî÷íîé2. Ìû âèäèì,÷òî íåîïðåäåëåííîñòè â çíà÷åíèÿõ ñêîðîñòè è êîîðäèíàòû ÷àñòèöû ñâÿçàíû êàçóàëüíî, íî ýòà ñâÿçüâ îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè ìîæåò áûòü ïðåíåáðåæèìî ìàëîé, îíà ñóùåñòâåííàâ êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Äëÿ íàñ æå çäåñü âàæíî, ÷òî íåîïðåäåëåííîñòü òðàåêòîðèè ÷àñòèöû îòâå÷àåòïó÷êó òðàåêòîðèé èëè òðóáêå òðàåêòîðèé âîçëå öåíòðàëüíîãî çíà÷åíèÿ, ýêâèâàëåíòíûõ ñ òî÷êè çðåíèÿäèíàìè÷åñêîãî ôóíêöèîíàëà äîñòîâåðíîñòè òðàåêòîðèé.Ïðåäñòàâèì òåïåðü ñåáå ñèòóàöèþ, êîãäà öåíòðàëüíîå çíà÷åíèå íà÷àëüíûõ äàííûõ íåìíîãî ñäâèíóòîòàê, ÷òîáû ïðè çàäàííîé ïîãðåøíîñòè íîâàÿ îáëàñòü íà÷àëüíûõ äàííûõ ëèøü íàïîëîâèíó ïåðåêðûâà-åòñÿ ñ èñõîäíîé îáëàñòüþ íà÷àëüíûõ äàííûõ ïðè òîé æå ïîãðåøíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå äèíàìè÷åñêèéôóíêöèîíàë äîñòîâåðíîñòè òðàåêòîðèé â ïîëîâèíå ñëó÷àåâ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå, ðàâíîå åäèíèöå, åñëèòðàåêòîðèÿ íàõîäèòñÿ â ïåðåñå÷åíèè äâóõ îáëàñòåé äàííûõ, è ðàâíîå íóëþ, åñëè òðàåêòîðèÿ íàõîäèòñÿâíå èñõîäíîé òðóáêè òðàåêòîðèé. Â ýòîì ñëó÷àå åñòåñòâåííî ãîâîðèòü óæå íå î äèíàìè÷åñêîì ôóíê-öèîíàëå äîñòîâåðíîñòè òðàåêòîðèè, à î ôóíêöèîíàëå âåðîÿòíîñòè äîñòîâåðíîñòè òðàåêòîðèè W , à âïðèâåäåííîì ïðèìåðå ìîæíî ïîëîæèòü ýòó âåðîÿòíîñòü ðàâíîé W = 1
2 . Êîíå÷íî, îïðåäåëåíèå âåðîÿò-íîñòè äîñòîâåðíîñòè ïó÷êà áëèçêèõ òðàåêòîðèé ìîæåò áûòü íå ñòîëü óïðîùåííûì è ñóùåñòâåííî áîëååôîðìàëèçîâàííûì. Íàïðèìåð, ìîæíî áðàòü Nin òðàåêòîðèé â îáëàñòè ïîãðåøíîñòè îïðåäåëåíèÿ íà-÷àëüíîé êîîðäèíàòû è íà÷àëüíîé ñêîðîñòè è âû÷èñëÿòü, ñêîëüêî èç ýòèõ òðàåêòîðèé ïîïàëè â îáëàñòü1Â ýòîì ñëó÷àå èç ñèñòåìû ìîæíî èçúÿòü ëþáóþ èç ÷àñòèö áåç âëèÿíèÿ íà òðàåêòîðèè îñòàâøèõñÿ ÷àñòèö, à çíà÷èò,òðàåêòîðèè ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñÿùèìè äðóã îò äðóãà, îíè çàâèñÿò òîëüêî îò âíåøíèõ ñèë â ñèñòåìå. Íàïðîòèâ, åñëè ÷àñòèöûâëèÿþò íà òðàåêòîðèè äðóã äðóãà, ò.å., êàê ãîâîðÿò, âçàèìîäåéñòâóþò, òî î÷åâèäíî, ÷òî èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü íåòðàåêòîðèè îòäåëüíûõ ÷àñòèö, à ñîâîêóïíîñòü òðàåêòîðèé âñåõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö, è â ýòîì ñëó÷àå ïîíÿòèåèçîëèðîâàííîé òðàåêòîðèè òåðÿåò ñìûñë, àäåêâàòíûé ñàìîé çàäà÷å î äâèæåíèè ñèñòåìû.2Çàáåãàÿ âïåðåä, ñêàæåì, ÷òî ñîãëàñíî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà èçìåíåíèå èìïóëüñà ÷àñòèöû δp çà õàðàêòåðíîå âðåìÿ

δt ñâÿçàíî ñ ñèëîé, â ÷àñòíîñòè, ñ èçìåíåíèåì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè δU ïðè èçìåíåíèè êîîðäèíàòû δx: δp/δt ∼ δU/δx,îòêóäà δx · δp ∼ δU · δt. Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñî ñëó÷àåì ñâîáîäíîé ÷àñòèöû, êîãäà â ïðåäåëå ïîñòîÿííîãî èìïóëüñà δp → 0 èèçìåíåíèè ýíåðãèè δU → 0 íåîïðåäåëåííîñòü ïîëîæåíèÿ ÷àñòèöû îòíîñèòåëüíî íà÷àëà îòñ÷åòà δx → ∞ è âðåìÿ èçìåíåíèÿýíåðãèè δt → ∞. Ïðè ýòîì, âåëè÷èíà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ôëóêòóàöèé δx · δp ∼ δU · δt èìååò íåîïðåäåëåííîñòü. Êàêìû óâèäèì, ýòî ïðîèçâåäåíèå íå ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íî ìàëûì âñëåäñòâèå êâàíòîâûõ ýôôåêòîâ. Äðóãèìè ñëîâàìè,ïðè ñòðåìëåíèè ê àáñîëþòíîé òî÷íîñòè èçìåðåíèÿ íåïðåðûâíûõ äèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí îñòàåòñÿ íåîòëè÷èìûé íàáîðòðàåêòîðèé, îòâå÷àþùèé çàäàííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì äëÿ äâèæåíèÿ.
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q0

v0

W

Ðèñ. 1.1: Çàâèñèìîñòü âåðîÿòíîñòè äîñòîâåðíîñòè ïó÷êà òðàåêòîðèé ïðè íàëè÷èè ïîãðåøíîñòè â îïðå-äåëåíèè êîîðäèíàò è ñêîðîñòè.ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè íà êîíöå òðàåêòîðèè Nout çà ôèêñèðîâàííûé èíòåðâàëâðåìåíè, è îïðåäåëÿòü âåðîÿòíîñòü â çàâèñèìîñòè îò îòíîøåíèÿ Nout/Nin.Òàêèì îáðàçîì, â îáùåì ñëó÷àå ïðè íàëè÷èè íåíóëåâîé ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé êîîðäèíàò è ñêîðîñòèñëåäóåò ââåñòè ôóíêöèîíàë âåðîÿòíîñòè äîñòîâåðíîñòè òðàåêòîðèè ñî çíà÷åíèÿìè âî âñåì ñïåêòðå îòíóëÿ äî åäèíèöû: W ∈ [0, 1]. Ýòà âåðîÿòíîñòü äîñòîâåðíîñòè äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà íà ðåøåíèèóðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñ ôèêñèðîâàííûìè êîíöàìè òðàåêòîðèè â çàäàííîé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìå, ò.å. Wèìååò ýêñòðåìóì íà ¾èñòèííîé¿ èëè, êàê ãîâîðÿò, ¾ïðÿìîé¿ òðàåêòîðèè (ñì. ðèñ. 1.1).Òðàåêòîðèþ ìîæíî îïèñûâàòü â ðàçíûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò, â ðàçíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà. Çíà÷å-íèå âåðîÿòíîñòè äîñòîâåðíîñòè îò ïåðåõîäà îò îäíèõ òàêèõ ñèñòåì ê äðóãèì íå ìåíÿåòñÿ, ò.å. îñòàåòñÿèíâàðèàíòíûì.Ïî ïîñòðîåíèþ, ôóíêöèîíàë âåðîÿòíîñòè äîñòîâåðíîñòè òðàåêòîðèé âû÷èñëÿåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèåâåðîÿòíîñòåé äëÿ íåçàâèñèìûõ ïîäñèñòåì è ïîäòðàåêòîðèé:
W1...n =

n
∏

k=1

Wk. (1.1)Ðàññìîòðèì, â ÷àñòíîñòè, ñèñòåìó èç äâóõ òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö. Òîæäåñòâåííîñòü îçíà÷àåò, ÷òî÷àñòèöû èìåþò îäèíàêîâûé ñïåêòð òðàåêòîðèé âî âñåõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåìàõ. Åñëè íà ÷àñòèöû äåé-ñòâóþò ëèøü âíåøíèå ñèëû, òî äëÿ êàæäîé èç íèõ ìîæíî óñòàíîâèòü âåðîÿòíîñòü äîñòîâåðíîñòè W1 è
W2 äëÿ òðàåêòîðèé �1� è �2�, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì ìîæíî áûëî áû ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñîâìåñòíàÿâåðîÿòíîñòü äîñòîâåðíîñòè äâóõ òðàåêòîðèé W(1,2) = W1 · W2. Ïðè ýòîì äëÿ òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèöìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó �2�→ �1�, òàê ÷òî W(1,1) = W2

1 . Îäíàêî òàêîå ïîñòðîåíèå ïðîòèâîðå÷èò ïðèí-öèïó çàïðåòà Ïàóëè: òîæäåñòâåííûå òðàåêòîðèè äëÿ òîæäåñòâåííûõ ôåðìèîíîâ çàïðåùåíû, ò.å. äëÿôåðìèîíîâW(1,1) = 0, ÷òî ïðèâîäèëî áû ê óñëîâèþ îòñóòñòâèÿ ïðÿìîé òðàåêòîðèè è äëÿ åäèíñòâåííîãîôåðìèîíà.Ýòî ïðîòèâîðå÷èå ìîæíî óñòðàíèòü, åñëè ââåñòè âåðîÿòíîñòü äîñòîâåðíîñòè òðàåêòîðèè êàê èíòåí-ñèâíîñòü àìïëèòóäû âåðîÿòíîñòè: W = |Ψ|2, ãäå àìïëèòóäà âåðîÿòíîñòè ìîæåò áûòü, âîîáùå ãîâîðÿ,óæå êîìïëåêñíûì ÷èñëîì â îòëè÷èå îò âåðîÿòíîñòè, Ψ ∈ C. Ïðè ýòîì äëÿ òîæäåñòâåííûõ ôåðìèîíîâââîäèòñÿ ñóïåðïîçèöèÿ àìïëèòóä òðàåêòîðèé
Ψ(1,2) = A(1,2) (Ψ1[q′1]Ψ2[q′2] − Ψ2[q′1]Ψ1[q′2]) , A(1,2) 6= 0, |A(1,2)| <∞, (1.2)ãäå äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè ìû óêàçàëè ëèøü êîîðäèíàòû òðàåêòîðèè â ìîìåíò âðåìåíè t′, ñ÷èòàÿ, ÷òîèñõîäíûå òî÷êè òðàåêòîðèé è èíòåðâàëû âðåìåíè ýâîëþöèè ñîâïàäàþò, à â ÷èñëî êîîðäèíàò âêëþ÷èëèè îäèíàêîâûå âåêòîðû ïîëÿðèçàöèé ôåðìèîíîâ. Òîãäà, êîíå÷íî, W(1,1) = |Ψ(1,1)|2 ≡ 0 äëÿ ôåðìèîíîâ.Â ñëó÷àå, êîãäà òðàåêòîðèè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ è |Ψ(1,2)|2 6= 0, êîýôôèöèåíò íîðìè-ðîâêè A(1,2) ïîäáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü äîñòîâåðíîñòè ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé áûëà ðàâíàåäèíèöå.



Ëåêöèÿ � 1 7Â îáùåì ñëó÷àå ðàññìîòðèì òåïåðü îïåðàöèþ ïåðåñòàíîâîê òðàåêòîðèé òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö S12:
S12Ψ(1,2) = Ψ(2,1).Âåðîÿòíîñòè äîñòîâåðíîñòè òðàåêòîðèé äëÿ òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö W(1,2) = W(2,1), à ñëåäîâàòåëüíî,

Ψ(2,1) = λΨ(1,2), ãäå |λ| = 1. Ïðèìåíÿÿ îïåðàöèþ ïåðåñòàíîâîê ïîâòîðíî, íàéäåì λ2 = 1, à çíà÷èò,
λ = ±1.Òàêèì îáðàçîì, ïîñêîëüêó ôèçè÷åñêèå íàáëþäàåìûå äëÿ ñèñòåìû òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö íå èçìåíÿþò-ñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå òðàåêòîðèé òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö3, ìèð òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö äåëèòñÿ íà äâå÷àñòè, à èìåííî, òðàåêòîðèè áîçîíîâ ñ λ = 1 è ôåðìèîíîâ ñ λ = −1: àìïëèòóäû âåðîÿòíîñòè òîæäå-ñòâåííûõ áîçîíîâ ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê òðàåêòîðèé áîçîíîâ, à àìïëèòóäû âåðîÿòíî-ñòè òîæäåñòâåííûõ ôåðìèîíîâ àíòèñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê òðàåêòîðèé ôåðìèîíîâ.Ñâÿçü ñòàòèñòèêè, ò.å. ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà ïåðåñòàíîâîê òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö, ñî ñïèíîìóñòàíàâëèâàåòñÿ â ðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêå ñâîáîäíûõ ÷àñòèö: ôåðìèîíû èìåþò ïîëóöåëûéñïèí, à áîçîíû � öåëûé. Ýòî îáóñëîâëåíî òðåáîâàíèåì ïîëîæèòåëüíîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ñâîáîäíîé ÷à-ñòèöû èëè òðåáîâàíèåì ïðèíöèïà ïðè÷èííîñòè äëÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö, ò.å. óñëîâèåì, ÷òî ñëåäñòâèåïî ñðàâíåíèþ ñ ïðè÷èíîé íàõîäèòñÿ â áóäóùåì è âîçíèêàåò íå ðàíüøå, ÷åì ñèãíàë îò òî÷êè ïðè÷èíû äî-ñòèãíåò òî÷êè ñëåäñòâèÿ íå áûñòðåå ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âçàèìîäåéñòâèé, êîòîðàÿñîâïàäàåò ñî ñêîðîñòüþ äâèæåíèÿ áåçìàññîâûõ ÷àñòèö, â ÷àñòíîñòè, ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà.Çàìåòèì, ÷òî ââåäåíèå àìïëèòóäû äëÿ ôóíêöèîíàëà âåðîÿòíîñòè äîñòîâåðíîñòè òðàåêòîðèé ÷àñòèöáûëî ïîäòâåðæäåíî ýìïèðè÷åñêè ïóòåì èññëåäîâàíèÿ íåðàâåíñòâ Áåëëà, êîòîðûå ìû çäåñü íå îïèñûâàåì(ñì. ó÷åáíèêè ïî êâàíòîâîé ìåõàíèêå, íàïðèìåð, [2]).Èòàê, àìïëèòóäà âåðîÿòíîñòè äîñòîâåðíîñòè òðàåêòîðèè, êàê è ñàìà âåðîÿòíîñòü, èìååò ýêñòðåìóìíà ¾ïðÿìîé¿ òðàåêòîðèè. Çíà÷èò, è ëîãàðèôì àìïëèòóäû èìååò ýêñòðåìóì íà ¾ïðÿìîé¿ òðàåêòîðèè.Ðàçáèâàÿ ¾ïðÿìóþ¿ òðàåêòîðèþ íà ïîäòðàåêòîðèè, â ñèëó (1.1) íàéäåì, ÷òî

ln Ψ1...n =

n
∑

k=1

ln Ψk.Ââåäåì ïîíÿòèå äåéñòâèÿ êàê ôóíêöèîíàëà íà òðàåêòîðèè, ïðîïîðöèîíàëüíîãî ëîãàðèôìó àìïëèòóäûâåðîÿòíîñòè:
S = κ ln Ψ, S1...n =

n
∑

k=1

Sk. (1.3)Åñëè àìïëèòóäà âåðîÿòíîñòè � ýòî áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà, òî äåéñòâèå ìîæåò èìåòü ðàçìåðíîñòü. Âýòîì ñëó÷àå ðàçìåðíîñòü êîýôôèöèåíòà κ ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ äåéñòâèÿ S:
[κ] = [S].Ïðè ýòîì çíà÷åíèå κ ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì, îíî íå çàâèñèò îò ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû, κ � óíèâåðñàëü-íàÿ ïîñòîÿííàÿ. Å¼ çíà÷åíèå ìû óñòàíîâèì ïîçæå, êîãäà ïðîâåäåì îïèñàíèå äåéñòâèÿ äëÿ ñâîáîäíîé÷àñòèöû:
κ = −i~, (1.4)ãäå i � ìíèìàÿ åäèíèöà, à ~ � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà ñ ÷åðòîé. Êàê âèäèì, êîìïëåêñíîå çíà÷åíèå àì-ïëèòóäû âåðîÿòíîñòè äîñòîâåðíîñòè êëàññè÷åñêîé òðàåêòîðèè îòðàæàåòñÿ è â êîìïëåêñîì çíà÷åíèèïîñòîÿííîé κ.Ðàçáèâàÿ áåñêîíå÷íî ìàëûé èíòåðâàë ýâîëþöèè íà äâà îòðåçêà ýâîëþöèè dt12 = dt1 + dt2, èç (1.3)íàéäåì

dS12 = dS1 + dS2. (1.5)Íà áåñêîíå÷íî ìàëîì èíòåðâàëå äåéñòâèå çàâèñèò îò îäíèõ è òåõ æå çíà÷åíèé êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè
{q(t), q̇(t)}, òàê ÷òî ïðè ïðîèçâîëüíîì ðàçáèåíèè èíòåðâàëà óñëîâèå (1.5) ìîæåò áûòü óäîâëåòâîðåíî,òîëüêî åñëè

dS = L(q, q̇, t) dt, (1.6)ãäå ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà L(q, q̇, t) çàâèñèò îò îïðåäåëåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû. Âèòîãå, ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ íà òðàåêòîðèè çàäàåòñÿ â âèäå èíòåãðàëà
S[q] =

t′,q′
∫

t0,q0

L(q, q̇, t) dt. (1.7)Ìû óñòàíîâèëè, ÷òî íà òðàåêòîðèè, óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ, äåéñòâèå ýêñòðåìàëüíî.3Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî áûëî áû îòëè÷èòü ¾ïåðâóþ¿ ÷àñòèöó îò ¾âòîðîé¿.



8 Òåìà 1. Äèíàìèêà è äåéñòâèå1.2. Ïîëå: ëîêàëüíûé ëàãðàíæèàíÂ ìåõàíèêå òî÷êè èçìåðÿåòñÿ êîîðäèíàòà ÷àñòèöû q â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè, ò.å. òðàåêòîðèÿ q(t).Â òåîðèè ïîëÿ èçìåðÿþò ëîêàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè, íàïðèìåð, ýëåêòðè÷åñêîãî E èëè ìàãíèòíîãî Hïîëåé, êîòîðûå ìû äëÿ îáùíîñòè èçëîæåíèÿ îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Φ. Ëîêàëüíîñòü îçíà÷àåò ââåäåíèåçàâèñèìîñòè ïîëÿ îò åãî ïîçèöèè â ïðîñòðàíñòâå Φ(r), à òàêæå ïðîèçâîäíûõ ïîëÿ ïî êîîðäèíàòàì âòî÷êå, ò.å. ∂Φ/∂x è ò.ï. Îïðåäåëèì ñòàíäàðòíîå êîðîòêîå îáîçíà÷åíèå äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïî íåçàâèñè-ìûì ïåðåìåííûì ñîãëàñíî ïðàâèëó ∂Φ/∂x = ∂xΦ ñ íèæíèì èíäåêñîì, ÷òî â ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõîòâå÷àåò ñòðîêå
(∂xΦ, ∂yΦ, ∂zΦ),ïðè÷åì ñèìâîëîì ∂Φ áåç èíäåêñà áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîèçâîäíûå ïî êàêîé-ëèáî êîîðäèíàòå ïðîñòðàí-ñòâà. ¾Òðàåêòîðèåé¿ ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ íàáîð ïîëåâûõ êîíôèãóðàöèé Φ(r, t), ∂Φ(r, t) è, âîçìîæíî, ïðîèç-âîäíûõ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå ìû áóäåì óïóñêàòü äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè â äàëüíåéøåì.Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ïðè÷èííîñòè òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûìè äàííû-ìè äëÿ êîîðäèíàòû q(t0) è åå ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè4 ∂tq(0) ≡ q̇(t0) ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ,à ñàìè ýòè óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ïðèíöèïà ýêñòðåìàëüíîãî äåéñòâèÿ S, êîòîðîå âû÷èñ-ëÿåòñÿ ïî òðàåêòîðèè (1.7). Àíàëîãè÷íî, äåéñòâèå äëÿ ïîëÿ â áåñêîíå÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ráóäåò èìåòü âèä

dS[Φ] =

∫

dt dL[Φ, ∂tΦ, ∂Φ, . . .],ñî ñâîåé, ïîëåâîé ôóíêöèåé Ëàãðàíæà dL. Â ëîêàëüíîé òåîðèè ïîëàãàþò, ÷òî äåéñòâèå ïîëÿ â çàäàííîéòî÷êå çàâèñèò òîëüêî îò çíà÷åíèé âñåõ ïîëåé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû â ýòîé æå òî÷êå, ò.å. òðàåêòîðèÿ ïîëÿ âòî÷êå íå çàâèñèò îò òðàåêòîðèé ïîëÿ â äðóãîé òî÷êå. Òàêàÿ çàâèñèìîñòü ïîëåé äðóã îò äðóãà íàçûâàåòñÿâçàèìîäåéñòâèåì ïîëåé, è â ëîêàëüíîé òåîðèè ïîëÿ âçàèìîäåéñòâóþò òîëüêî â îáùèõ òî÷êàõ, ëîêàëüíî.Â ìåõàíèêå íåçàâèñèìîñòü òðàåêòîðèé îòâå÷àåò íàáîðó íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ äðóã ñ äðóãîì ÷àñòèö qkñ äåéñòâèåì â âèäå ñóììû íåçàâèñèìûõ âêëàäîâ
S =

∑

k

S[qk],÷òî ïî àíàëîãèè äàåò äëÿ ëîêàëüíîãî ïîëÿ äåéñòâèå â âèäå ñóììû ïî ìàëûì îáëàñòÿì ïðîñòðàíñòâàâîçëå áåñêîíå÷íîãî äèñêðåòíîãî íàáîðà òî÷åê
S =

∑

r

dS[Φ(r)].Ðàññìîòðèì òåïåðü áåñêîíå÷íî ìàëûé îáúåì dV12 âîçëå òî÷êè r ∈ dV12 äëÿ ïîëÿ ñ äåéñòâèåì
dS12 =

∫

dt dL12[Φ(r, t), ∂Φ(r, t)].Ðàçîáüåì ýòîò îáúåì íà äâå ïðîèçâîëüíûõ ÷àñòè dV12 = dV1+dV2. Äåéñòâèÿ ïîëÿ â òî÷êàõ, ðàçìåùåííûõâ îáúåìàõ dV1 è dV2 áóäóò íåçàâèñèìû, ò.å. dS12 = dS1 + dS2, íî ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ ïîïðàâîê ïîðàçìåðó îáëàñòè îíè áóäóò çàâèñåòü îò çíà÷åíèÿ ïîëÿ âñå â òîé æå òî÷êå r, ò.å. íà îäíîé è òîé æåòðàåêòîðèè ïîëÿ:
dS1 ≈

∫

dt dL1[Φ(r, t), ∂Φ(r, t)], dS2 ≈
∫

dt dL2[Φ(r, t), ∂Φ(r, t)].Èç àääèòèâíîñòè äåéñòâèÿ â ëîêàëüíîé òåîðèè ïîëÿ ñëåäóåò óñëîâèå äëÿ ôóíêöèè Ëàãðàíæà dL12 =
dL1 + dL2, êîòîðîå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçáèåíèÿ îáúåìà ìîæåò áûòü âûïîëíåíî òîëüêî, åñëè ïîëîæèòü

dL = L (Φ(r, t), ∂Φ(r, t)) dV,ãäå L� ëîêàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïîëÿ è åãî ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, êîòîðóþ íàçûâàþò ëàãðàíæèàíîì, òàê êàêîí ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ôóíêöèè Ëàãðàíæà ïîëÿ. Òîãäà ñóììèðîâàíèå ïî ðàçáèåíèþ âñåãî ïðîñòðàíñòâàíà áåñêîíå÷íî ìàëûå îáúåìû ïðèâîäèò ê äåéñòâèþ ïîëÿ â âèäå èíòåãðàëà
S[Φ] =

∫

dt dV L (Φ(r, t), ∂Φ(r, t)) .4Â äàëüíåéøåì ñèìâîë ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè ∂t ìû èñïîëüçóåì äëÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí ïîâðåìåíè, ïðè÷åì, åñëè åñòü çàâèñèìîñòü êàêîé-ëèáî ôóíêöèè îò âðåìåíè êàê ÿâíî òàê è â âèäå ñëîæíîé ôóíêöèè îòôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, òî áåðåòñÿ êàê ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ÿâíîé çàâèñèìîñòè, òàê è ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè ñëîæíîéôóíêöèè, ò.å. ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè.



Ëåêöèÿ � 1 9Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ dV = dxdydz = d3r. Ìû ïîëàãàåì, ÷òî ëàãðàíæèàí â ÿâíîì âèäå íå çàâèñèòîò êîîðäèíàò è âðåìåíè, ò.å. ôèçè÷åñêàÿ ñèñòåìà íå ñîäåðæèò âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ ýíåðãèè è èìïóëüñà,à çàâèñèò òîëüêî îò äèíàìè÷åñêèõ ïîëåé, ò.å. ïîëåé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ,à íå çàäàíû â ïðîèçâîëüíîì âèäå.Èòàê, äëÿ èçó÷åíèÿ òåîðèè ïîëÿ íàì íåîáõîäèìî çíàòü îáùèå ñâîéñòâà ìåõàíèêè â ôîðìàëèçìåäåéñòâèÿ.2. Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿÂàðèàöèÿ äåéñòâèÿ äëÿ ÷àñòèöû â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî îòêëîíåíèþ òðàåêòîðèè δq(t) = q̃(t) − q(t) ñôèêñèðîâàííûìè êîíöàìè (ñì. ðèñ. 1.2), ò.å. ïðè δq(t0) = δq(t′) = 0, èìååò âèä
δS = S[q + δq] − S[q] =

t′,q′
∫

t0,q0

dt

(

∂L

∂q
δq +

∂L

∂q̇
δq̇

)

.

t′, q′

t0, q0

q(t)

q(t) + δq(t)Ðèñ. 1.2: Òðàåêòîðèÿ ñ ôèêñèðîâàííûìè êîíöàìè è åå âàðèàöèÿ.Ïîñêîëüêó
δq̇ = ˙̃q(t) − q̇(t) =

d

dt
q̃(t) − d

dt
q(t) =

d

dt
δq,ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü âòîðîé ÷ëåí ïîä èíòåãðàëîì ïî ÷àñòÿì, ïðèíÿâ âî âíèìàíèå íóëåâîé âêëàäãðàíè÷íûõ ÷ëåíîâ â ñèëó óñëîâèÿ ôèêñèðîâàííûõ êîíöîâ òðàåêòîðèè. Òîãäà

δS =

t′,q′
∫

t0,q0

dt

(

∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇

)

δq(t).Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ýêñòðåìàëüíîãî äåéñòâèÿ íà òðàåêòîðèè ÷àñòèöû δS = 0 ïðè ëþáûõ ìàëûõ
δq: δS/δq = 0, ∀δq, ò.å. ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ, à çíà÷èò, èìååò ìåñòîóðàâíåíèå Ýéëåðà�Ëàãðàíæà

∂t
∂L

∂∂tq
=
∂L

∂q
. (1.8)Òîãäà èç âèäà äåéñòâèÿ äëÿ ëîêàëüíîãî ïîëÿ Φ ñðàçó ïîëó÷àåì ïîëåâûå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà, åñëè ó÷åñòü, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ íå òîëüêî ïî âðåìåíè, íî è ïî êîîðäèíàòàìïðîñòðàíñòâà, è ïîëîæèòü, ÷òî ïîðÿäîê ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì íåïðåâûøàåò åäèíèöû, êàê ýòî èìååò ìåñòî äëÿ ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè,

∂t
∂L
∂∂tΦ

+ ∂x
∂L
∂∂xΦ

+ ∂y
∂L
∂∂yΦ

+ ∂z
∂L
∂∂zΦ

=
∂L
∂Φ

.Ââåäåì ÷åòûðåõêîìïîíåíòíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ âåëè÷èíû ñ ðàçìåðíîñòüþ äëèíû ñ âåðõíèì èíäåêñîì,÷òî â ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ îòâå÷àåò ñòîëáöó,
xµ =

(

x0
r

)

=







ct
x
y
z






,ãäå µ = 0, 3 = {0, 1, 2, 3} â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ, à c èìååò ðàçìåðíîñòü ñêîðîñòè. Ýòà ñêîðîñòüñîêðàùàåòñÿ ïðè çàïèñè ïîëåâîãî óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà, êîòîðîå òåïåðü ìîæíî ïåðåïèñàòü ââèäå

3
∑

µ=0

∂µ
∂L
∂∂µΦ

=
∂L
∂Φ

.



10 Òåìà 1. Äèíàìèêà è äåéñòâèåÎïðåäåëèì ïðàâèëî Ýéíøòåéíà äëÿ ñóììèðîâàíèÿ ïî èíäåêñàì: â âûðàæåíèè ìîæåò áûòü ïàðà îäè-íàêîâûõ èíäåêñîâ, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ íåìûìè, òîãäà ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ïî íåìîìó èíäåêñó ïðî-èçâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå, à çíàê ñóììû îïóñêàåòñÿ. Íàïðèìåð, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèåçàïèñè ïðîèçâåäåíèÿ ñòðîêè íà ñòîëáåö ïî ýòîìó ïðàâèëó: ∑µAµB
µ 7→ AµB

µ. Â èòîãå, ïðèõîäèì êïîëåâîìó óðàâíåíèþ äâèæåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà
∂µ

∂L
∂∂µΦ

=
∂L
∂Φ

. (1.9)Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèå çàäàåò ýêñòðåìóì äåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî âàðèàöèè ïîëÿ Φ(r, t) ñ ôèêñèðîâàí-íûìè çíà÷åíèÿìè ïîëÿ âî âñåì ïðîñòðàíñòâå âî âðåìåíà t0 è t′.3. Òåîðåìà Í¼òåðÅñëè çàäàòü òðàåêòîðèþ q(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåéËàãðàíæà L è åå ïðåîáðàçîâàíèå â äðóãîå ðåøåíèå óðàâíåíèé ñ òîé æå ôóíêöèåé Ëàãðàíæà, çàâèñÿùååîò íåïðåðûâíîãî ïàðàìåòðà a,
qa(ta) = qa(a, q(t), t), ta = ta(a, q(t), t), (1.10)òî ìîæíî ðàññìîòðåòü èçìåíåíèå ýêñòðåìóìà äåéñòâèÿ â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà a ñ ó÷åòîì èçìåíåíèÿãðàíè÷íûõ òî÷åê òðàåêòîðèè. Ýòó çàäà÷ó ðåøàåò òåîðåìà Í¼òåð:

dS

da
=

∫

dt ∂t

{

∂L

∂∂tq

(

∂qa
∂a

− ∂ta
∂a

∂tq

)

+ L
∂ta
∂a

}

. (1.11)Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò è âðåìåíè, ïåðåâîäÿùåå¾ïðÿìóþ¿ òðàåêòîðèþ q(t) â ¾ïðÿìóþ¿ òðàåêòîðèþ qa(ta) ñîãëàñíî (1.10). Ïðè ýòîì, q = q(t) � ðåøåíèåóðàâíåíèé äâèæåíèÿ â íåïðåîáðàçîâàííûõ êîîðäèíàòàõ.Òðàåêòîðèÿ qa(ta) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé äëÿ äåéñòâèÿ ñ òîé æå ôóíêöèåé Ëàãðàíæà
S[qa(ta)] =

t(2)
a

(a,q2,t2)
∫

t
(1)
a (a,q1,t1)

dta L(qa(ta), q̇a(ta), ta),â êîòîðîì îò ïàðàìåòðà a ÿâíî çàâèñÿò ãðàíè÷íûå òî÷êè òðàåêòîðèè, à ta ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîé ïåðå-ìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ, è çíà÷èò, dta/da ≡ 0.Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ äåéñòâèÿ ïî ïàðàìåòðó a íà òðàåêòîðèè
dS

da
=

d

da

t(2)
a
∫

t
(1)
a

L(qa, q̇a, ta) dta,ãäå íåîáõîäèìî âàðüèðîâàòü, âî-ïåðâûõ, ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ, à âî-âòîðûõ, ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíê-öèþ îò qa è q̇a, êîòîðûå ñàìè çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà, â îòëè÷èå îò ïåðåìåííîé ýâîëþöèè íà òðàåêòîðèè
ta, òàê ÷òî

dS

da
= L

∂ta
∂a

∣

∣

∣

∣

∣

t(2)
a

t
(1)
a

+

t(2)
a
∫

t
(1)
a

{

∂L

∂qa

dqa
da

+
∂L

∂q̇a

dq̇a
da

}

dta.Äàëåå, âî-ïåðâûõ,
L
∂ta
∂a

∣

∣

∣

∣

∣

t(2)
a

t
(1)
a

=

t(2)
a
∫

t
(1)
a

d

dta

(

L
∂ta
∂a

)

dta,âî-âòîðûõ, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, òàê êàê ïî óñëîâèþ îíè óäîâëåòâîðÿþòñÿ,
d

dta

∂L

∂q̇a
=
∂L

∂qa



Ëåêöèÿ � 1 11äàþò
t(2)
a
∫

t
(1)
a

∂L

∂qa

dqa
da

dta =

t(2)
a
∫

t
(1)
a

(

d

dta

∂L

∂q̇a

)

dqa
da

dta.Ïîëó÷èì ñíà÷àëà
t(2)
a
∫

t
(1)
a

{

∂L

∂qa

dqa
da

+
∂L

∂q̇a

dq̇a
da

}

dta =

t(2)
a
∫

t
(1)
a

(

d

dta

∂L

∂q̇a

)

dqa
da

dta +

t2
∫

t1

∂L

∂q̇a

dq̇a
da

dta.Ïåðåñòàíîâî÷íîñòü äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðó è ïåðåìåííîé ýâîëþöèè ïðèâîäèò ê
dq̇a
da

=
d

dta

dqa
da

,è ñëåäîâàòåëüíî,
t(2)
a
∫

t
(1)
a

{

∂L

∂qa

dqa
da

+
∂L

∂q̇a

dq̇a
da

}

dta =

t(2)
a
∫

t
(1)
a

d

dta

(

∂L

∂q̇a

dqa
da

)

dta,òàê ÷òî, ñîáèðàÿ âñå ÷ëåíû, ïîëó÷àåì
dS

da
=

t(2)
a
∫

t
(1)
a

d

dta

{

∂L

∂q̇a

dqa
da

+ L
∂ta
∂a

}

dta. (1.12)�Íà òðàåêòîðèè� äèôôåðåíöèàëû ðàâíû
dqa =

∂qa
∂a

da+
dqa
dt

dt,

dta =
∂ta
∂a

da+
dta
dt

dt.

(1.13)Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó íåçàâèñèìîñòè ïåðåìåííîé ýâîëþöèè îò ïàðàìåòðà ïðåîáðàçîâàíèÿ
dta
da

=
∂ta
∂a

+
dta
dt

dt

da
≡ 0, (1.14)îòêóäà ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ î íåÿâíîé îáðàòíîé ôóíêöèè ñëåäóåò

dta
dt

dt

da
= −∂ta

∂a
. (1.15)Íåçàâèñèìîñòü ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ ta, âûðàæåííàÿ â âèäå (1.15), îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ôèêñèðî-âàííîé çíà÷åíèè ta çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà a â ôóíêöèè çàìåíû ïåðåìåííûõ íåÿâíî ïåðåíîñèòñÿ íàçàâèñèìîñòü t îò a. Òîãäà ñîãëàñíî (1.14) ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ êîîðäèíàòû ðàâíà

dqa
da

=
∂qa
∂a

+
dqa
dt

dt

da
=

dqa
da

=
∂qa
∂a

+
dqa
dta

dta
dt

dt

da
=
∂qa
∂a

− q̇a
∂ta
∂a

, (1.16)ãäå ìû ââåëè îáû÷íîå îáîçíà÷åíèå äëÿ ïîëíîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè ïîñðåäñòâîì òî÷êè
dqa
dta

≡ q̇a.Â èòîãå,
dS

da
=

t(2)
a
∫

t
(1)
a

d

dta

{

∂L

∂q̇a

(

∂qa
∂a

− q̇a
∂ta
∂a

)

+ L
∂ta
∂a

}

dta, (1.17)



12 Òåìà 1. Äèíàìèêà è äåéñòâèå÷òî è ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå òåîðåìû Í¼òåð.
� Íåïðåðûâíîå ïðåîáðàçîâàíèå íàçûâàåòñÿ ñèììåòðèåé, åñëè ýêñòðåìóì íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà,ò.å. dS/da ≡ 0, à çíà÷èò, îäíîìó è òîìó æå ýêñòðåìóìó îòâå÷àåò öåëîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèéäâèæåíèÿ. Èç íàëè÷èÿ ñèììåòðèè dS/da = 0 ñëåäóåò ñîõðàíåíèå âî âðåìåíè âåëè÷èíû5

I =
∂L

∂∂tq

(

∂q

∂a
− ∂t

∂a
∂tq

)

+ L
∂t

∂a
, (1.18)êîòîðóþ íàçûâàþò èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ: I(t′) = I(t0).Ëåãêî íàïèñàòü àíàëîã òåîðåìû Í¼òåð â òåîðèè ïîëÿ, ïðîñòî ïðîâîäÿ ïîäñòàíîâêó ïåðåìåííûõ èí-òåãðèðîâàíèÿ è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â (1.17):

dt 7→ dt d3r =
1

c
d4x, ∂t 7→ ∂ν , ∂t 7→ ∂xν , L 7→ L, q 7→ Φ,òàê ÷òî

dS

da
=

1

c

∫

d4x∂ν

{

∂L
∂∂νΦ

(

∂Φ

∂a
− ∂xλ

∂a
∂λΦ

)

+ L∂x
ν

∂a

}

. (1.19)Ïîëåâûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìû èññëåäóåì ïîçæå ñ èñïîëüçîâàíèåì òåíçîðíûõ îáîçíà÷åíèé èç âåêòîð-íîãî àíàëèçà. Ñåé÷àñ æå ïðèâåäåì ïðèìåðû â ìåõàíèêå.3.1. Îäíîðîäíîñòü ïðîñòðàíñòâàÅñëè ñäâèã íà÷àëà îòñ÷åòà êîîðäèíàò íå âëèÿåò íà çàêîíû äâèæåíèÿ â ôèçè÷åñêîé ñèñòåìå, ò.å. ïåðåíîñýòîé ñèñòåìû öåëèêîì âìåñòå ñ èñòî÷íèêàìè ñèë íåâîçìîæíî óñòàíîâèòü ïî äâèæåíèþ âíóòðè ñèñòåìû,òî ãîâîðÿò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî îáëàäàåò îäíîðîäíîñòüþ èëè òðàíñëÿöèîííî èíâàðèàíòíî. Òðàíñëÿöèÿâäîëü îñè x çàäàåò ïðåîáðàçîâàíèå òðàåêòîðèè
xa = x+ a, ta = t,òàê ÷òî èíâàðèàíòíîñòü äåéñòâèÿ â îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå ñîãëàñíî òåîðåìå Í¼òåð (1.17) äàåò èíâà-ðèàíò ñîãëàñíî (1.18)

px =
∂L

∂ẋêîòîðûé íàçûâàþò èìïóëüñîì. Îäíîðîäíîñòü ïðîñòðàíñòâà ïî êàæäîìó íàïðàâëåíèþ îçíà÷àåò ñîõðà-íåíèå âåêòîðà èìïóëüñà
p =

∂L

∂ṙ
. (1.20)Èìïóëüñ ñîõðàíÿåòñÿ, åñëè ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà íå çàâèñèò îò êîîðäèíàò ñèñòåìû ÿâíî.Äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò ââîäÿò ñòîëáåö ñ òðåìÿ èíäåêñàìè èç íà÷àëà ãðå÷åñêîãî àëôàâèòà:

rα =





x
y
z



 , α = 1, 3,òàê ÷òî âåêòîð ñêîðîñòè vα = ṙα � òîæå ñòîëáåö, à èìïóëüñ, êàê ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî êîìïîíåíòàìñòîëáöà, ÿâëÿåòñÿ ñòðîêîé pα = ∂vαL.3.2. Îäíîðîäíîñòü âðåìåíèÎäíîðîäíîñòü âðåìåíè îçíà÷àåò, ÷òî íà÷àëî îòñ÷åòà âðåìåíè íèêàê íå ñêàçûâàåòñÿ íà äèíàìèêå ôèçè-÷åñêîé ñèñòåìû, òàê ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ
ra = r, ta = t− a,îñòàâëÿþò èíâàðèàíòíûì äåéñòâèå, è ïî òåîðåìå Í¼òåð (1.17) ñîõðàíÿåòñÿ ñëåäóþùèé èíòåãðàë äâèæå-íèÿ ñîãëàñíî (1.18)

E =
∂L

∂v
v − L, (1.21)êîòîðûé íàçûâàþò ýíåðãèåé.Ýíåðãèÿ ñîõðàíÿåòñÿ, åñëè ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà íå çàâèñèò îò âðåìåíè ÿâíî.5Â äàëüíåéøåì áóäåì îïóñêàòü èíäåêñ a ó âåëè÷èíû ïðè çàïèñè åå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî ýòîìó ïàðàìåòðó, ÷òîáûíå çàãðîìîæäàòü è áåç òîãî ñëîæíûå âûðàæåíèÿ.



Ëåêöèÿ � 2 133.3. Èçîòðîïíîñòü ïðîñòðàíñòâàÈçîòðîïíîñòü ïðîñòðàíñòâà îçíà÷àåò ýêâèâàëåíòíîñòü âñåõ íàïðàâëåíèé â ïðîñòðàíñòâå, à çíà÷èò äåé-ñòâèå ñèñòåìû èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé â ïðîñòðàíñòâå:
rαa = Rα

β(a) rβ , ta = t,ãäå ìàòðèöà R ðàçìåðíîñòüþ 3 × 3 çàâèñèò îò óãëà âðàùåíèÿ a âîêðóã íåêîé îñè, çàäàííîé åäèíè÷-íûì âåêòîðîì O, ÷òî îïðåäåëÿåò âåêòîð a = aO. Íàïðèìåð, ïðè âðàùåíèè âîêðóã îñè z äåêàðòîâûêîîðäèíàòû ïðåîáðàçóþòñÿ êàê
xa = x cos a− y sin a, ya = y cos a+ x sin a,òàê ÷òî ïðè áåñêîíå÷íî ìàëîì óãëå ïîâîðîòà a→ 0, èìåþò ìåñòî ïðåîáðàçîâàíèÿ
xa = x− ya, ya = y + xa, ta = t,çàäàþùèå èíâàðèàíò ñîãëàñíî (1.18)̀

z =
∂L

∂ẋ
(−y) +

∂L

∂ẏ
x = xpy − ypx,ò.å. íå ÷òî èíîå, êàê ïðîåêöèþ íà îñü z ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ

`z = (r × p)z.Èç èçîòðîïíîñòè ïðîñòðàíñòâà ñëåäóåò ñîõðàíåíèå âåêòîðà ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ `.Îðáèòàëüíûé ìîìåíò èìïóëüñà ñîõðàíÿåòñÿ, åñëè ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà íå çàâèñèò îò íàïðàâëåíèéêîîðäèíàò ñèñòåìû ÿâíî.Â òåîðèè ïîëÿ âîçíèêàþò ïîëíûå àíàëîãè ðàññìîòðåííûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, ñëåäóþùèõ èç îäíî-ðîäíîñòè ïðîñòðàíñòâà, âðåìåíè è èçîòðîïèè ïðîñòðàíñòâà.Ëåêöèÿ � 2Èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû, ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàëèëåÿ è âûâîä èìïóëüñà è ýíåðãèè ñâîáîäíîé ÷àñòèöûèç òåîðåìû Í¼òåð, åäèíè÷íàÿ âåðîÿòíîñòü äîñòîâåðíîñòè ïó÷êà ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé è âå-ùåñòâåííîñòü äåéñòâèÿ, ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà, ñâÿçü ýéêîíàëà ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè ñ äåéñòâèåì.Ãàìèëüòîíîâà ìåõàíèêà, ñêîáêè Ïóàññîíà, ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé,ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà�ßêîáè ïðè ïîìîùè êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è èíòå-ãðàëîâ äâèæåíèÿ, öåíòðîáåæíûé ïîòåíöèàë â ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûõ ïîëÿõ, èíêðåìåíò óãëàâðàùåíèÿ ïðè ïîâîðîòå îò ïåðèöåíòðà ê àïîöåíòðó.4. Èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû è ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñâîáîäíîé ÷àñòèöûÂ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ïî èíåðöèè ïîñòóïàòåëüíî, ðàâíîìåðíî è ïðÿ-ìîëèíåéíî. Â íüþòîíîâîé ìåõàíèêå ïåðåõîä èç îäíîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû â äðóãóþ îïèñûâàåòñÿïðåîáðàçîâàíèåì Ãàëèëåÿ:
ra = r + vat, ta = t, (1.22)ãäå va � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ îäíîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî äóãîé. Çàêîíû äâèæåíèÿ íåìåíÿþòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû ê äðóãîé.Ðàññìîòðèì ñâîáîäíóþ ÷àñòèöó. Â ñèëó îäíîðîäíîñòè ïðîñòðàíñòâà èìïóëüñ ÷àñòèöû ñîõðàíÿåòñÿ èñîãëàñíî óðàâíåíèÿì Ýéëåðà�Ëàãðàíæà ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñâîáîäíîé ÷àñòèöû íå çàâèñèò îò êîîðäè-íàò. Àíàëîãè÷íî èç îäíîðîäíîñòè âðåìåíè ñëåäóåò, ÷òî ñîõðàíÿåòñÿ ýíåðãèÿ, à ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà íåçàâèñèò ÿâíî îò âðåìåíè, ò.å. äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû L0 = L(v). Èç èçîòðîïíîñòè ïðîñòðàíñòâà ñëåäóåò,÷òî âèä ôóíêöèè Ëàãðàíæà íå çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ ñêîðîñòè, ò.å. ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñâîáîäíîé ÷à-ñòèöû çàâèñèò òîëüêî îò êâàäðàòà ñêîðîñòè L(v) 7→ L̃(v2). Áîëåå òîãî, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÿâíîãî âèäà ýòîéôóíêöèè ìîæíî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî ÷àñòèöà äâèæåòñÿ âäîëü îñè x è ïðåîáðàçîâàíèåÃàëèëåÿ âûïîëíÿåòñÿ òàêæå âäîëü òîé æå îñè.Òîãäà ïî òåîðåìå Í¼òåð (1.17) èçìåíåíèå äåéñòâèÿ ïðè ïåðåõîäå ê äðóãîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìåïðèìåò âèä

dS

dvxa
=

∫

dt
d

dt
{px t} =

∫

dt px,ãäå ìû ó÷ëè çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà ñâîáîäíîé ÷àñòèöû: dpx/dt = 0.



14 Òåìà 1. Äèíàìèêà è äåéñòâèåÓðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðè ïåðåõîäå â äðóãóþ èíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó íå ìåíÿþòñÿ. Ýòè óðàâíåíèÿïîëó÷àþòñÿ ïðè âàðèàöèè äåéñòâèÿ ïðè ôèêñèðîâàííûõ êîíöàõ, à çíà÷èò, óðàâíåíèÿ ïîñëå ïðåîáðàçî-âàíèÿ Ãàëèëåÿ îñòàíóòñÿ ïðåæíèìè, åñëè òîëüêî èçìåíåíèå dS/dvxa ñâåäåòñÿ ê çíà÷åíèÿì äèíàìè÷åñêèõïåðåìåííûõ íà êîíöàõ òðàåêòîðèè. Ýòî âîçìîæíî, åñëè ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå åñòü ïîëíàÿ ïðî-èçâîäíàÿ ïî âðåìåíè, ò.å.
px =

dfx
dt

.Îäíàêî, ïîñêîëüêó èìïóëüñ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ôóíêöèåé ñêîðîñòè, êàê ýòî ñëåäóåò èçîïðåäåëåíèÿ px = ∂L/∂vx ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñâîáîäíîé ÷àñòèöû çàâèñèò òîëüêî îòêâàäðàòà ñêîðîñòè, òî ôóíêöèÿ fx ìîæåò çàâèñåòü òîëüêî îò êîîðäèíàò, òàê êàê
dfx
dt

=
∂fx
∂t

+
∂fx
∂x

vx +
∂fx
∂vx

v̇x + ...Â ýòîì ðàçëîæåíèè íåíóëåâûìè ìîãóò áûòü òîëüêî äâà ïåðâûõ ÷ëåíà, ïîòîìó ÷òî îñòàëüíûå âêëàäûçàâèñÿò îò âûñøèõ ïðîèçâîäíûõ ñêîðîñòè, ÷òî èñêëþ÷åíî, òàê ÷òî fx ìîæåò çàâèñåòü òîëüêî îò êîîðäè-íàòû è âðåìåíè. Âåëè÷èíó ∂fx/∂t ïîëàãàþò òîæäåñòâåííî ðàâíîé íóëþ, òàê êàê åå íåíóëåâîå çíà÷åíèåîòâå÷àëî áû âåëè÷èíå èìïóëüñà ÷àñòèöû ïðè íóëåâîé ñêîðîñòè ñàìîé ÷àñòèöû, òàê ÷òî íåíóëåâîé âåê-òîð èìïóëüñà ïðè íóëåâîé ñêîðîñòè íàðóøàë áû ïðèíöèï èçîòðîïíîñòè ïðîñòðàíñòâà èç-çà íàëè÷èÿâûäåëåííîãî íàïðàâëåíèÿ â èçîòðîïíîì ïðîñòðàíñòâå6. Òîãäà ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂fx/∂x çàâèñèò îòêîîðäèíàò, íî ýòî ìîæåò áûòü ñîãëàñîâàíî ñ óñëîâèåì çàâèñèìîñòè èìïóëüñà ñâîáîäíîé ÷àñòèöû òîëüêîîò ñêîðîñòè, òîëüêî åñëè ýòà ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ � ïîñòîÿííîå ÷èñëî, ∂fx/∂x = const. Ýòó ïîñòîÿííóþíàçûâàþò èíåðöèàëüíîé ìàññîé ÷àñòèöû, m, è, ïðè ýòîì, ïîëàãàþò, ÷òî ýòà âåëè÷èíà ÿâëÿåòñÿ âåùå-ñòâåííîé è ïîëîæèòåëüíîé: âûáîð ïîëîæèòåëüíîãî, à íå îòðèöàòåëüíîãî çíàêà ìàññû ÿâëÿåòñÿ óñëîâíûìè îí ñ÷èòàåòñÿ óäîáíûì ïðè îïèñàíèè äðóãèõ äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ (ñì. íèæå), à âîò âåùåñòâåííîñòüìàññû èìååò ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå, êîòîðîå ìû ïîä÷åðêíåì ïðè îáñóæäåíèè âåðîÿòíîñòè äîñòîâåð-íîñòè òðàåêòîðèè ÷àñòèöû.Èòàê, îäíîðîäíîñòü ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè âìåñòå ñ èçîòðîïèåé ïðîñòðàíñòâà è ÿâíûì âèäîì ïðåîá-ðàçîâàíèé Ãàëèëåÿ ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû ê äðóãîé ïî òåîðåìå Í¼òåð îäíîçíà÷íîîïðåäåëÿþò ÿâíûé âèä èìïóëüñà ÷àñòèöû
p = mv, (1.23)à çíà÷èò, è ÿâíûé âèä ôóíêöèè Ëàãðàíæà ñâîáîäíîé ÷àñòèöû

L0 =
1

2
mv2, (1.24)êàê ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ7 ∂L0/∂v = p = mv.Ïðè ââåäåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ ýêâèâàëåíòíîñòü èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì òðåáóåò â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå,÷òîáû ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà äîáàâëÿëèñü âêëàäû, çàâèñÿùèå òîëüêî îò îòíîñèòåëüíûõ ðàññòîÿíèé èâðåìåíè â ñèñòåìå, L0 7→ L = L0 − U(r − r∗, t− t∗), ãäå çâåçäî÷êîé ïîìå÷åíû ïàðàìåòðû èñòî÷íèêà ñèë.Ôóíêöèþ U íàçûâàþò ïîòåíöèàëîì.Çàìåòèì, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå ìàññà ìîæåò áûòü ðàâíîé íóëþ. Òîãäà ìû âèäèì, ÷òî ïðèíöèï îò-íîñèòåëüíîñòè Ãàëèëåÿ äëÿ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì ïðèâîäèë áû ê çíà÷åíèÿì èìïóëüñà è ýíåðãèè, òîæ-äåñòâåííî ðàâíûì íóëþ äëÿ ÷àñòèö ñ íóëåâîé ìàññîé, ò.å. ê îòñóòñòâèþ âñÿêîãî äâèæåíèÿ áåçìàññîâûõ÷àñòèö. Îäíàêî â ïðèðîäå ñóùåñòâóåò äâèæåíèå ÷àñòèö ñ íóëåâîé ìàññîé, íàïðèìåð, äâèæåíèå ÷àñòèöñâåòà è ïåðåíîñ÷èêîâ ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ � ãðàâèòîíîâ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåîáõîäèìî ââå-ñòè ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè, îòëè÷íûé îò ïðèíöèïà îòíîñèòåëüíîñòè Ãàëèëåÿ, òàê, ÷òîáû ïðèíöèïîòíîñèòåëüíîñòè Ãàëèëåÿ ÿâëÿëñÿ áû ïðåäåëüíûì ñëó÷àåì äëÿ ìàññèâíûõ ÷àñòèö, ò.å. êîãäà âêëàä âêèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ è èìïóëüñ, ïîëó÷àåìûõ èç ïðèíöèïà îòíîñèòåëüíîñòè Ãàëèëåÿ, ÿâëÿëñÿ áû äî-ìèíèðóþùèì â êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè è èìïóëüñå ñâîáîäíûõ ÷àñòèö, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ïîëó÷àþòñÿ èçáîëåå îáùåãî ïðèíöèïà îòíîñèòåëüíîñòè, èìåþùåãî ñèëó è äëÿ ìàññèâíûõ, è äëÿ áåçìàññîâûõ ÷àñòèö.Ýòîò ïðèíöèï � ïîñòóëàò ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, êîòîðûé íàõîäèòñÿ âíå ðàìîê èçëà-ãàåìîãî ñåé÷àñ ìàòåðèàëà.6Èçîòðîïíûé âåêòîð òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ.7Êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ CL ïðèâåäåò ê èçìåíåíèþ äåéñòâèÿ ∆S = CL

∫

dt, ÷òî ñâîäèòñÿ ê ÷ëåíó, çàâèñÿùåìó òîëüêîîò êîíöîâ òðàåêòîðèè ∆S = CL(t
′ − t0), è ïðè âûâîäå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïðè âàðèàöèè òðàåêòîðèè ñ ôèêñèðîâàííûìèêîíöàìè äàåò íóëåâîé âêëàä. Èç îïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè (1.21) ñëåäóåò, ÷òî CL äàåò ñäâèã íà÷àëà îòñ÷åòà ýíåðãèè E, à çíà÷èò,ïðåñêðèïöèÿ äëÿ íà÷àëà îòñ÷åòà ýíåðãèè íèêàê íå âëèÿåò íà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â êëàññè÷åñêîé íåðåëÿòèâèñòñêîéìåõàíèêå.



Ëåêöèÿ � 2 155. Àìïëèòóäà âåðîÿòíîñòè è ïîñòîÿííàÿ äåéñòâèÿÐàññìîòðèì ïó÷îê n òðàåêòîðèé â ìàëîé îêðåñòíîñòè ¾èñòèííîé¿ òàðåêòîðèè, ò.å. òðàåêòîðèè, óäîâëå-òâîðÿþùèå óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ ñ ôèêñèðîâàííûìè êîíöàìè, çàäàííûìè ñ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïîãðåø-íîñòüþ. Äëÿ ýòîãî óçêîãî ïó÷êà òðàåêòîðèé äåéñòâèå ýêñòðåìàëüíî. Îïðåäåëèì âåðîÿòíîñòü äîñòîâåð-íîñòè äëÿ òðàåêòîðèè èç ýòîãî ïó÷êà, êàê èíòåíñèâíîñòü ñðåäíåé àìïëèòóäû âåðîÿòíîñòè:
W =
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,ãäå ìû èñïîëüçîâàëè îïðåäåëåíèå äåéñòâèÿ êàê ëîãàðèôìà àìïëèòóäû âåðîÿòíîñòè äîñòîâåðíîñòè êëàñ-ñè÷åñêîé òðàåêòîðèè. Â ñèëó ýêñòðåìàëüíîñòè äåéñòâèÿ è áåñêîíå÷íî ìàëîé íåîïðåäåëåííîñòè ïó÷êàòðàåêòîðèé, äåéñòâèå íà êàæäîé òàêîé òðàåêòîðèè ïðèíèìàåò çíà÷åíèå â ýêñòðåìóìå, ò.å.
Sk = Sext.,à çíà÷èò,

W =
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.Ïî ïîñòðîåíèþ, âåðîÿòíîñòü ¾ïðÿìîé¿ êëàññè÷åñêîé òðàåêòîðèè ðàâíà åäèíèöå,
W = 1,îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî àðãóìåíò ýêñïîíåíòû â ôîðìóëå äëÿ âåðîÿòíîñòè ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ìíèìûì. Â ÷àñò-íîñòè, äëÿ ñâîáîäíûõ ÷àñòèö äåéñòâèå çàâèñèò îò îäíîãî ïàðàìåòðà � ìàññû ÷àñòèöû, òàê ÷òî åñëèïðèíÿòü óíèâåðñàëüíîå óñëîâèå, ÷òî âñå ìàññû ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè è ïîëîæèòåëüíûìè, òî ñàìîäåéñòâèå áóäåò âåùåñòâåííûì, à ýêñòðåìàëüíîå óñëîâèå äëÿ äåéñòâèÿ áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ýêñòðåìóì �ýòî ìèíèìóì äåéñòâèÿ8. Ïðè ýòîì ïîñòîÿííàÿ κ áóäåò ÷èñòî ìíèìîé âåëè÷èíîé. ßñíî, ÷òî â àìïëèòóäóâåðîÿòíîñòè âõîäèò ëèøü îòíîøåíèå ìàññû ê ïîñòîÿííîé κ, òàê ÷òî êîìïëåêñíàÿ ôàçà â îïðåäåëåíèèìàññû äîëæíà áûòü â òî÷íîñòè êîìïåíñèðîâàíà ðîâíî òàêîé æå ôàçîé ïîñòîÿííîé κ. Â èòîãå, óñëîâèëèñüñ÷èòàòü, ÷òî
κ = −i ~, (1.4)ãäå ~ � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà h/2π.Ïðè âêëþ÷åíèè âçàèìîäåéñòâèé âåðîÿòíîñòü äîñòîâåðíîñòè ¾èñòèííîé¿ êëàññè÷åñêîé òðàåêòîðèèîñòàíåòñÿ ðàâíîé åäèíèöå, à ñëåäîâàòåëüíî, äåéñòâèå äîëæíî âñåãäà îñòàâàòüñÿ âåùåñòâåííûì, S ∈ R.Ðàññìîòðè òåïåðü óçêèé ïó÷îê èç n òðàåêòîðèé âáëèçè öåíòðàëüíîé òðàåêòîðèè, êîòîðàÿ íå óäîâëå-òâîðÿåò ïðèíöèïó íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðè óñðåäíåíèè àìïëèòóäû âåðîÿòíîñòè âïó÷êå

1

n

n
∑

k=1

exp

{

1

κ
Sk

}ïðîèñõîäèò ñóììèðîâàíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñ åäèíè÷íûì ìîäóëåì è õàîòè÷åñêè ìåíÿþùåéñÿ ôàçîé,ïîñêîëüêó äåéñòâèå ñóùåñòâåííî ìåíÿåòñÿ îò òðàåêòîðèè ê òðàåêòîðèè â òàêîì ïó÷êå, à òàê êàê ñðåäíèåçíà÷åíèÿ ñèíóñà è êîñèíóñà ðàâíû íóëþ è exp{iα} = cosα+ i sinα, ìû íàéäåì, ÷òî è ñðåäíÿÿ àìïëèòóäàäëÿ òàêîãî ïó÷êà òðàåêòîðèé îáðàùàåòñÿ â íóëü, ÷åãî è ñëåäîâàëî îæèäàòü. Ýòî óòâåðæäåíèå ñïðàâåä-ëèâî, êîíå÷íî, åñëè èçìåíåíèå ôàçû ñ íåîáõîäèìîñòüþ îõâàòûâàåò õîòÿ áû ïåðèîä â 2π, ÷òî çàâåäîìîáóäåò èìåòü ìåñòî, åñëè |Sk|/~ � 2π, ÷òî è ñîñòàâëÿåò êðèòåðèé ïðèìåíèìîñòè êëàññè÷åñêîé ìåõàíè-êè â ïðèâåäåííîì ðàññìîòðåíèè. Êðîìå òîãî, â îáùåì ñëó÷àå íóæíî åùå ðàññìîòðåòü øèðèíó òðóáêèòðàåêòîðèé ïðè âàðèàöèè äåéñòâèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè â ñðàâíåíèè ñ ôàçîé ¾êâàíòîâîé¿ àìïëè-òóäû: åñëè êâàíòîâûå ôëóêòóàöèè ñóùåñòâåííî ìåíüøå øèðèíû òðóáêè çà ñ÷åò ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèéïðèáîðîâ, òî äèíàìèêà âïîëíå ìîæåò îïèñûâàòüñÿ êëàññè÷åñêèìè òðàåêòîðèÿìè.Èòàê, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî íà óçêèõ ïó÷êàõ ¾ïðÿìûõ¿ òðàåêòîðèÿõ âåðîÿòíîñòü äîñòîâåðíîñòè êëàñ-ñè÷åñêîé òðàåêòîðèè ðàâíà åäèíèöå, à íà ïó÷êàõ íå ¾ýêñòðåìàëüíûõ¿ òðàåêòîðèé âåðîÿòíîñòü äîñòî-âåðíîñòè îáðàùàåòñÿ â íóëü.8Ïåðâàÿ âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ íà ýêñòðåìàëüíîé òðàåêòîðèè ðàâíà íóëþ, â òî âðåìÿ êàê âòîðàÿ âàðèàöèÿ â ñëó÷àåñâîáîäíîé ÷àñòèöû ñâîäèòñÿ ê âèäó
δ2S =

∫

1

2!

∂2L0

∂vα∂vβ
δvαδvβ dt =

1

2
m

∫

(δv)2 dt > 0.òàê ÷òî ìàëûå âàðèàöèè âîçëå ýêñòðåìóìà óâåëè÷èâàþò çíà÷åíèå äåéñòâèÿ, è ýêñòðåìóì äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ìèíè-ìóìîì.



16 Òåìà 1. Äèíàìèêà è äåéñòâèåÂ îïòèêå ýëåêòðîìàãíèòíîå èçëó÷åíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ ÷àñòîòîé ω è âîëíîâûì âåêòîðîì k = e2π/λ,ãäå λ� äëèíà âîëíû, è ω = c |k|, ãäå c� ñêîðîñòü ñâåòà. Â ïðåäåëå ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè èíòåíñèâíîñòüýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû, íàïðèìåð, êâàäðàò ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñ âåêòîðîì ïîëÿðèçàöèè ε, ïðèíèìàåòâèä
|E|2 = ε2
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,ãäå ýéêîíàë
ϕ =

∫

k · dr − ω dtóäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ýêñòðåìàëüíîñòè ëó÷à: δϕ/δr(t) = 0, è ïðè ýòîì, ëó÷è â ãåîìåòðè÷åñêîé îïòè-êå èìåþò ôèçè÷åñêèé ñìûñë òðàåêòîðèé êîðïóñêóë ñâåòà, ò.å. ôîòîíîâ, äëÿ êîòîðûõ ìîæíî çàïèñàòüâåðîÿòíîñòü äîñòîâåðíîñòè òðàåêòîðèè â òåðìèíàõ äåéñòâèÿ
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.Åñòåñòâåííî ïîëîæèòü, ÷òî èíòåíñèâíîñòü âîëíû â ïðåäåëå ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè è âåðîÿòíîñòü äîñòî-âåðíîñòè òðàåêòîðèé ïðîïîðöèîíàëüíû äðóã äðóãó (ãèïîòåçà äå Áðîéëÿ: ϕ = S/~), îòêóäà ñðàçó ñëåäóåòñâÿçü ÷àñòîòû è âîëíîâîãî âåêòîðà ñ ýíåðãèåé è èìïóëüñîì ôîòîíà,
E = ~ω, p = ~k, (1.25)òàê ÷òî èç äàííûõ ôîòîýôôåêòà óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ~ äåéñòâèòåëüíî ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà ñ ÷åðòîé.Çàìåòèì, ÷òî ñâîáîäíûå ôîòîíû îáëàäàþò íåíóëåâûìè çíà÷åíèÿìè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè è èìïóëü-ñà, çàêîí äèñïåðñèè êîòîðûõ, ò.å. ñâÿçü ýíåðãèè ñ èìïóëüñîì, E2 = c2p2, îòëè÷àåòñÿ îò çàêîíà äèñïåðñèèñâîáîäíûõ íåðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö ñ ìàññîé, E = p2/2m. Ýòî � ïðèìåð çàêîíà äèñïåðñèè äëÿ ÷àñòèö ñíóëåâîé ìàññîé: òàêèå ÷àñòèöû íå óäîâëåòâîðÿþò ïðèíöèïó îòíîñèòåëüíîñòè Ãàëèëåÿ äëÿ èíåðöèàëüíûõñèñòåì.6. Ãàìèëüòîíîâà ìåõàíèêà6.1. Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáèÏðèíèìàÿ âî âíèìàíèå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç òåîðåìû Í¼òåð ñîãëàñíî îäíîðîä-íîñòè ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè, ò.å. èìïóëüñ p è ýíåðãèþ E, ïåðåéäåì îò ïàðû ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåííûõ

{q, q̇} ê ãàìèëüòîíîâûì {q, p}, à òàêæå ñîâåðøèì ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà è ââåäåì ôóíêöèþ Ãàìèëü-òîíà
H =

∂L

∂q̇
q̇ − L

∣

∣

q̇ 7→p
, (1.26)èëè â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå, êîãäà pα = ∂L/∂ṙα,

H = pαṙ
α − L. (1.27)Â ÷àñòíîñòè, ïðè

L =
1

2
mv2 − U(r) (1.28)íàõîäèì

H =
p2

2m
+ U(r). (1.29)Ïðè íóëåâîì ïîòåíöèàëå èìååòñÿ òîëüêî âêëàä ñâîáîäíîé ÷àñòèöû, êîòîðûé íàçûâàþò êèíåòè÷åñêîéýíåðãèåé K = L0 = p2/2m.Äåéñòâèå ìîæíî òåïåðü ïåðåïèñàòü â âèäå

S =

∫

L dt =

∫

{p q̇ dt−H dt} =

t,q
∫

t0,q0

p′ dq′ −H dt′,îòêóäà ñðàçó ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè
∂S

∂q
= p,

∂S

∂t
= −H,



Ëåêöèÿ � 2 17èëè â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå, êîãäà
S =

t,r
∫

t0,r0

pα drα −H dt,óñòàíîâèì
∂αS = pα,

∂S

∂t
= −H. (1.30)6.2. Óðàâíåíèÿ ÃàìèëüòîíàÏðÿìîå âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà äàåò, âî-ïåðâûõ,

∂βH = ∂β {pαṙα − L} = −∂βL = − d

dt

∂L

∂ṙα
= −ṗβ,à âî-âòîðûõ,

∂H

∂pβ
=

∂

∂pβ
{pαṙα − L} = ṙβ + pα

∂ṙα

∂pβ
− ∂L

∂pβ
,è â ñèëó îïðåäåëåíèÿ èìïóëüñà,

∂L

∂pβ
=

∂L

∂ṙα
∂ṙα

∂pβ
= pα

∂ṙα

∂pβ÷òî ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì Ãàìèëüòîíà
∂H

∂pβ
= ṙβ , ∂βH = −ṗβ. (1.31)Â ñëó÷àå íåðåëÿòèâèñòñêîé ôóíêöèè Ëàãðàíæà âèäà (1.28) ïîëó÷àåì

v =
p

m
, ṗ = −∂U(r). (1.32)6.3. Ñêîáêè ÏóàññîíàÍà ¾ôàçîâîé ïëîñêîñòè¿ (p, r) äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé íàáëþäàåìîé F (p, r, t)

dF

dt
=
∂F

∂t
+
∂F

∂rα
ṙα +

∂F

∂pα
ṗα,ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà (1.31) ê âèäó

dF

dt
=
∂F

∂t
+
∂F

∂rα
∂H

∂pα
− ∂F

∂pα

∂H

∂rα
,òàê ÷òî, åñëè ââåñòè îïðåäåëåíèå ñêîáêè Ïóàññîíà äëÿ äâóõ âåëè÷èí íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè

{F,H}P =
∂F

∂rα
∂H

∂pα
− ∂F

∂pα

∂H

∂rα
, (1.33)òî óðàâíåíèå äâèæåíèå ïðèìåò âèä

dF

dt
=
∂F

∂t
+ {F,H}P. (1.34)Ñêîáêà Ïóàññîíà êîîðäèíàòû è ñîïðÿæåííîãî ê íåé èìïóëüñà p = ∂L/∂q̇ êàê íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ è äàåò åäèíèöó:

{q, p}P =
∂q

∂q

∂p

∂p
− ∂q

∂p

∂p

∂q
= 1 · 1 − 0 · 0 = 1. (1.35)Òàêàÿ ïàðà, êàê ãîâîðÿò, îáëàäàåò êàíîíè÷åñêèìè ñêîáêàìè Ïóàññîíà, à ïîòîìó è ñàìó ïàðó íàçûâàþòêàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûìè ïåðåìåííûìè íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè.Çàäà÷à 1. Ñ ïîìîùüþ ñêîáîê Ïóàññîíà íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè (p, q) íàéäèòå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ âåëè÷èíû

x = q − t · p/m. Êàêîé ôèçè÷åñêèé ñìûñë èìååò ýòîò èíòåãðàë äâèæåíèÿ?



18 Òåìà 1. Äèíàìèêà è äåéñòâèå6.4. Êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿÑîâåðøèì ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò îò ïåðåìåííûõ q ê ïåðåìåííûì Q = Q(q, t) òàê, ÷òîáû â íîâûõïåðåìåííûõ ìîæíî áûëî ñôîðìóëèðîâàòü ãàìèëüòîíîâó ìåõàíèêó íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè êàíîíè÷åñêèñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ (P,Q) âìåñòî êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ (p, q) ñ ïðåæíèìè òðà-åêòîðèÿìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â íîâûõ ïåðåìåííûõ òàêæå èìååò ìåñòî ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ
S′(t, Q), êîòîðîå ñâÿçàíî ñî ñòàðûì äåéñòâèåì S(t, q) è ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò íåãî ëèøü ãðàíè÷íûìè÷ëåíàìè, êîòîðûå íå äàþò âêëàäà â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ïîñêîëüêó âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ ïðîèñõîäèòïðè ôèêñèðîâàííûõ êîíöàõ, ò.å.

S(t, q) = S′(t, Q) +

t,q,Q
∫

dF (t, q, Q),èëè, ÷òî òî æå,
t,q
∫

p dq −H dt =

t,Q
∫

P dQ−H ′ dt+

t,q,Q
∫

dF (t, q, Q). (1.36)Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ F äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü òîæäåñòâó (1.36), àñëåäîâàòåëüíî,
dF = p dq − P dQ +

∂F

∂t
dt, (1.37)è, çíà÷èò,

H ′ = H +
∂F

∂t
, p =

∂F

∂q
, P = −∂F

∂Q
. (1.38)Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò íåÿâíî èñêëþ÷èòü ñòàðûå êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå (p, q) èïåðåéòè ê íîâûì (P,Q).Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èñëèì ñêîáêó Ïóàññîíà íîâûõ ïåðåìåííûõ íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè ñòàðûõ ïåðå-ìåííûõ,

{Q,P}P =
∂Q

∂q

∂P

∂p
− ∂Q

∂p

∂P

∂q
.Èç (1.38) ñëåäóåò, ÷òî

dp =
∂2F

∂q∂q
dq +

∂2F

∂q∂Q
dQ+

∂2F

∂q∂t
dt, dP = − ∂2F

∂Q∂q
dq − ∂2F

∂Q∂Q
dQ− ∂2F

∂Q∂t
dt,îòêóäà íàõîäèì

∂Q

∂q
= − ∂2F

∂q∂q
·
(

∂2F

∂q∂Q

)−1

,
∂Q

∂p
=

(

∂2F

∂q∂Q

)−1

,
∂P

∂q
= − ∂2F

∂q∂Q
,

∂P

∂p
= 0,÷òî, â èòîãå, äàåò êàíîíè÷åñêîå çíà÷åíèå ñêîáîê Ïóàññîíà

{Q,P}P = 1.Òàêèì îáðàçîì, íîâûå ïåðåìåííûå ÿâëÿþòñÿ êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûìè è, äåéñòâèòåëüíî, çàäàþò ôà-çîâóþ ïëîñêîñòü.�a. Ãåíåðàòîðû áåñêîíå÷íî ìàëûõ êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèéÂ êà÷åñòâå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé íàðÿäó ñ F (q,Q, t) ìîæíî âûáðàòüè ôóíêöèþ îò äâóõ äðóãèõ êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, íàïðèìåð, G(q, P, t). Òîãäà òðåáîâàíèå îòëè÷èÿäåéñòâèÿ â ðàçíûõ êîîðäèíàòàõ â âèäå ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ïðîâåäåííîìóíàìè âûøå ðàññìîòðåíèþ ïðèâåäåò ê óñëîâèÿì:
S(t, q) = S′(t, Q) +

t,q,P
∫

dG(t, q, P ) −
∫

d(QP ),à ñòàëî áûòü,
dG = p dq +Q dP +

∂G

∂t
dt, (1.39)
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H ′ = H +

∂G

∂t
, p =

∂G

∂q
, Q =

∂G

∂P
. (1.40)Åñëè

G 7→ GI = qP,òî èìååò ìåñòî òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå: q 7→ Q = q, p 7→ P = p.Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íî ìàëîå êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå, ε→ 0,
G(q, P, t) ≈ qP + εΓ(q, p, t), (1.41)ãäå ãåíåðàòîð êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Γ(q, p, t) â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïî ε→ 0 ìîæíî ñ÷èòàòüçàâèñÿùèì óæå îò ïðåæíåãî èìïóëüñà, òàê êàê ñîãëàñíî êàíîíè÷åñêîìó ïðåîáðàçîâàíèþ

p ≈ P + ε
∂Γ

∂q
, Q ≈ q + ε

∂Γ

∂p
.Çíà÷èò, áåñêîíå÷íî ìàëûå èçìåíåíèÿ âûðàæàþòñÿ â âèäå ñêîáîê Ïóàññîíà

δq = Q− q ≈ ε {q,Γ}P, δp = P − p ≈ ε {p,Γ}P. (1.42)Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî è ëþáàÿ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè èçìåíÿåòñÿ ñîãëàñíî ñêîáêåÏóàññîíà ñ ãåíåðàòîðîì áåñêîíå÷íî ìàëûõ êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé:
δf(q, p) = ε {f,Γ}P. (1.43)Â ÷àñòíîñòè, êàíîíè÷åñêèé èìïóëüñ � ãåíåðàòîð áåñêîíå÷íî ìàëûõ ñäâèãîâ êîîðäèíàòû: Γ = p äàåò

P = p, Q = q + ε. Âûáîð Γ = H(q, p, t) ïðè ε = δt äàåò δf = δt {f,H}P, ò.å. ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà �ãåíåðàòîð ñäâèãîâ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí ïî âðåìåíè, äðóãèìè ñëîâàìè, ãåíåðàòîð ýâîëþöèè.Ìû óñòàíîâèëè, ÷òî åñëè ãåíåðàòîð êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé � ñîõðàíÿþùàÿñÿ âåëè÷èíà, òîñàìè ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ îáðàçóþò ñèììåòðèþ ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû. Áîëåå òîãî, ñêîáêè Ïóàññîíà ñî-õðàíÿþùèõñÿ âåëè÷èí îïðåäåëÿþò àëãåáðó ãåíåðàòîðîâ ñèììåòðèè ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû.Çàäà÷à 2. Ðàññìîòðåòü â êà÷åñòâå ãåíåðàòîðà êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîåêöèþ âåêòîðà îðáèòàëüíîãîìîìåíòà èìïóëüñà ` = r × p, ñêàæåì, íà îñü z è íàéòè âèä áåñêîíå÷íî ìàëûõ êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé �âðàùåíèÿ êîîðäèíàò è èìïóëüñà âîêðóã îñè z íà óãîë ε.�b. Ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà�ßêîáèÂ êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèâåäåì ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèéÃàìèëüòîíà�ßêîáè (1.30). Îñíîâíîé îáúåêò ýòèõ óðàâíåíèé � äåéñòâèå � çàâèñèò îò êîíöîâ òðàåêòîðèè:
S = S(t, q; , q0). Ïðè èçìåíåíèè èíòåðâàëà ýâîëþöèè, ò.å. t, è êîíöà òðàåêòîðèè q, íà÷àëüíûå äàííûå,ò.å. q0 = q(t0) îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè, à çíà÷èò, íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå òðàåêòîðèè ýêâèâàëåíòíî íàáî-ðó èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ I0 ↔ q0. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà�ßêîáè ìîæåò áûòüïðåäñòàâëåíî â âèäå S = SI(t, q; I0), à çíà÷èò, ïî-ïðåæíåìó

∂SI

∂q
= p,

∂SI

∂t
= −H.Èñïîëüçóåì SI â êà÷åñòâå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ F = F (q, I0, t) îòêîîðäèíàò q ê êîîðäèíàòàì I0 (èõ ÷èñëî çàâåäîìî ñîâïàäàåò ïî ïîñòðîåíèþ). Òîãäà ãàìèëüòîíèàí âêîîðäèíàòàõ I0 è êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûõ ê íèì èìïóëüñàõ ïî îáùåé ñõåìå ðàâåí

H ′ = H +
∂SI

∂t
≡ 0,ò.å. îí òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èìïóëüñû, êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûå ê I0, òàêæåÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè â ñèëó óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà,

d

dt

∂S

∂I0
= 0 ⇒ ∂S

∂I0
= const.Â ïðîâåäåííîì èçëîæåíèè ÿñíî, ÷òî åñëè èíòåãðàë äâèæåíèÿ ñîâïàäàåò ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì îäíîéèç êîîðäèíàò ÷àñòèö, òî êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå ñòàíîâèòñÿ òðèâèàëüíûì äëÿ ýòîé êîîðäèíàòû:îíî íå ñîäåðæèò â ñåáå íèêàêîé íîâîé èíôîðìàöèè. Ïîýòîìó ñàì ìåòîä ñòàíîâèòñÿ ýôôåêòèâíûì, åñëèèçâåñòíû èíòåãðàëû äâèæåíèÿ, îòëè÷íûå îò íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé êîîðäèíàò ÷àñòèö.Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòîò ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà�ßêîáè íà äâèæåíèè â ñôåðè÷åñêèñèììåòðè÷íîì ïîòåíöèàëå.



20 Òåìà 1. Äèíàìèêà è äåéñòâèå6.5. Ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûé ïîòåíöèàëÄëÿ êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûé ïîòåíöèàë çàâèñèò òîëüêî îò ìîäóëÿ ðàññòî-ÿíèÿ îò öåíòðà äî ÷àñòèöû è íå çàâèñèò íè îò íàïðàâëåíèÿ ðàäèóñ-âåêòîðà, íè îò âðåìåíè: U = U(r).Ýòî çíà÷èò, ÷òî ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà
H =

p2

2m
+ U(r)îáëàäàåò ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ ïî âðåìåíè è âðàùåíèé âîêðóã öåíòðà ïîòåíöèàëà. Ýòîéæå ñèììåòðèåé îáëàäàåò è ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà, è ñëåäîâàòåëüíî, äåéñòâèå. Êàê ìû óæå óñòàíîâèëèðàíåå, ñîãëàñíî òåîðåìå Í¼òåð â òàêîé ñèñòåìå ñîõðàíÿþòñÿ ýíåðãèÿ E è ìîìåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ

` = r × p.Â òåðìèíàõ ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ìîæíî â áàçèñå ñôåðè÷åñêèõ êî-îðäèíàò ðàçëîæèòü íà âðàùåíèå, îðòîãîíàëüíî ðàäèóñ-âåêòîðó r, è äâèæåíèå ïî ðàäèóñ-âåêòîðó:
p2

2m
=
mv2

⊥
2

+
mṙ2

2
=

`2

2mr2
+

p2r
2m

,ïîñêîëüêó `2 = m2r2v2⊥. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè íàïðàâèì âåêòîð ` âäîëü îñè z. Òîãäà ïðè ` 6= 0 äâè-æåíèå ïðîèñõîäèò â ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé âåêòîðó `, ò.å. çàâèñÿò îò âðåìåíè òîëüêî r è óãîë φ âñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, òàê ÷òî
v⊥ = rφ̇, `z = mr2φ̇, `z =

1

2mr2
∂`2z

∂φ̇
,óãîë θ = const., è ìû ñ÷èòàåì, ÷òî äëÿ ïðîñòîòû îí ïðèíèìàåò çíà÷åíèå θ = π

2 , ò.å. âñå äâèæåíèåïðîèñõîäèò â ïëîñêîñòè êîîðäèíàò (x, y). Òîãäà óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè äàþò çàêîíû ñîõðàíåíèÿ,ò.å. èíòåãðàëû äâèæåíèÿ:
∂S

∂φ
= `z = `,

∂S

∂t
= −E,à òàêæå ∂S/∂r = pr, îòêóäà

H =
`2

2mr2
+

1

2m

(

∂S

∂r

)2

+ U(r) = E.Ïîòåíöèàë äâèæåíèÿ ïî ðàäèóñó V (r) âêëþ÷àåò â ñåáÿ öåíòðîáåæíûé ïîòåíöèàë Ul(r),
V (r) = U(r) + Ul(r) = U(r) +

`2

2mr2
. (1.44)Â èòîãå, äåéñòâèå êàê ôóíêöèÿ âðåìåíè, óãëà, ðàäèóñà è èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ ïðèìåò âèä

S = −E t+ ` φ+ S̃(r) + S0, (1.45)ãäå ïðîèçâîäíàÿ S̃′ = dS̃/dr óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
(

S̃′
)2

= 2m

(

E − U(r) − `2

2mr2

)

, (1.46)îòêóäà
S̃ = ±

r
∫

dr

√

2m

(

E − U(r) − `2

2mr2

)

. (1.47)Äèôôåðåíöèðîâàíèå äåéñòâèÿ ïî èíòåãðàëàì äâèæåíèÿ äàåò êîíñòàíòû,
∂S

∂E
= const., ∂S

∂`
= const.,îòêóäà èç (1.45)�(1.47)

−t±
r
∫

dr
m

√

2m

(

E − U(r) − `2

2mr2

)

= const., φ∓
r
∫

dr
`

r2
1

√

2m

(

E − U(r) − `2

2mr2

)

= const.
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1 = ±ṙ m

√

2m

(

E − U(r) − `2

2mr2

)

, φ̇ = ±ṙ `

r2
1

√

2m

(

E − U(r) − `2

2mr2

)

. (1.48)Òî÷êè ïîâîðîòà äëÿ ðàäèàëüíîãî äâèæåíèÿ çàäàþòñÿ óñëîâèåì pr = 0,
E = U(r) +

`2

2mr2
.Çà âðåìÿ äâèæåíèÿ îò îäíîé òî÷êè ïîâîðîòà äî äðóãîé (r+ > r−, àïîöåíòð îðáèòû îòâå÷àåò r+, àïåðèöåíòð � r−) èíêðåìåíò óãëà âðàùåíèÿ ñîñòàâëÿåò

∆φ =

r+
∫

r−

dr
`

r2
1

√

2m

(

E − U(r) − `2

2mr2

)

. (1.49)Ëåêöèÿ � 3Èíêðåìåíò óãëà âðàùåíèÿ îò ïåðèöåíòðà äî àïîöåíòðà äëÿ çàìêíóòîé îðáèòû, áåñêîíå÷íî áëèçêîéê êðóãîâîé, èññëåäîâàíèå êðèòåðèÿ çàìêíóòîñòè ëþáîé ôèíèòíîé îðáèòû, èíêðåìåíò óãëà ïîâîðî-òà îðáèòû äëÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé è íóëåâîé ýíåðãèè, òðàåêòîðèÿ â êóëîíîâñêîì ïîòåíöèàëå ïðèíåíóëåâîì ìîìåíòå èìïóëüñà, ýêñöåíòðèñèòåò è åãî çíà÷åíèÿ äëÿ ýëëèïñà, ãèïåðáîëû è ïàðàáîëû,çàäà÷à Êåïëåðà, äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðåçåðôîðäîâñêîãî ðàññåÿíèÿ è çåðêàëüíîãî ðàññåÿíèÿíà íåïðîíèöàåìîì øàðå, ïàðàìåòðû ýëëèïñà ïðè äâèæåíèè â ïîëå èçîòðîïíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñ-öèëëÿòîðà, ñðåäíåå çíà÷åíèå íàáëþäàåìîé ïî âðåìåíè è åå ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè äëÿ ôèíèòíîãîäâèæåíèÿ, òåîðåìà âèðèàëà.7. Çàìêíóòûå ôèíèòíûå îðáèòûÔèíèòíàÿ îðáèòà çàìêíóòà, åñëè ïîñëå ñ÷åòíîãî ÷èñëà ïîâîðîòîâ îò ïåðèöåíòðà äî ïåðèöåíòðà ïîëó-÷èòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ïîëíûõ îáîðîòîâ, ò.å. ïðè
2∆φ · n = 2π · n′, n, n′ ∈ N, (1.50)ãäå èíêðåìåíò óãëà ïîâîðîòà ïðè äâèæåíèè îò ïåðèöåíòðà ê àïîöåíòðó (ñì. ðèñ. 1.3) ∆φ ñîñòàâëÿåò,ñîãëàñíî (1.49), âåëè÷èíó

∆φ =

r+
∫

r−

dr
`

r2
1

√

2m (E − V (r))
, V (r) = U(r) +

`2

2mr2
. (1.51)Äëÿ êðóãîâîé îðáèòû òî÷êè ïîâîðîòà ñòàíîâÿòñÿ èäåíòè÷íûìè, r± → r0, ãäå r0 � ðàäèóñ êðóãî-âîé îðáèòû, äëÿ êîòîðîãî ïîòåíöèàë V (r), âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ ïîòåíöèàë öåíòðîáåæíûõ ñèë, èìååòýêñòðåìóì â âèäå ìèíèìóìà,

V ′(r0) = 0 ⇒ U ′(r0) − `2

mr30
= 0, (1.52)

V ′′(r0) > 0 ⇒ U ′′(r0) + 3
`2

mr40
= U ′′(r0) +

3

r0
U ′(r0) > 0. (1.53)Äëÿ îðáèòû, áåñêîíå÷íî áëèçêîé ê êðóãîâîé, äâèæåíèå ïî ðàäèóñó ïðîèñõîäèò â ïàðàáîëè÷åñêîì ïî-òåíöèàëå, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ ïðè ðàçëîæåíèè V (r) âîçëå òî÷êè ìèíèìóìà ïîòåíöèàëà r0 ñ òî÷íîñòüþäî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè îòêëîíåíèÿ îò ïîëîæåíèÿ ìèíèìóìà,

∆φcirc = lim
r±→r0

r+
∫

r−

dr
`

r2
1

√

2m

(

E − V (r0) − 1

2
V ′′(r0)(r − r0)2

)

, E > V (r0).
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r- r0 r+ rr+

V HrL

Ecirc

E

Ðèñ. 1.3: Ïîòåíöèàë ðàäèàëüíîãî äâèæåíèÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà èì-ïóëüñà: ïîêàçàíû òî÷êè ïîâîðîòà r± è ðàäèóñ êðóãîâîé îðáèòû r0.Â ïðåäåëå ìîæíî ñ÷èòàòü `/r2 → `/r20, òàê ÷òî
∆φcirc =

`

r20

1
√

2m(E − V (r0))
lim

r±→r0

r+
∫

r−

dr
1

√

(

1 − V ′′(r0)

2(E − V (r0))
(r − r0)2

)

,è ïîäñòàíîâêà
r − r0 =

√

2(E − V (r0))

V ′′(r0)
sinx, x ∈ [0, π],äàåò

∆φcirc =
`

r20

1
√

mV ′′(r0)

π/2
∫

−π/2

dx
cosx

√

1 − sin2 x
,è â èòîãå,

∆φcirc =
`

r20

π
√

mV ′′(r0)
= π

√

U ′(r0)

r0U ′′(r0) + 3U ′(r0)
, (1.54)ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òîæäåñòâàìè (1.52), (1.53). Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå íå çàâèñèò ÿâíî îò îðáèòàëü-íîãî ìîìåíòà `.7.1. Çàìêíóòîñòü ëþáîé ôèíèòíîé îðáèòûÐàññìîòðèì öåíòðàëüíûå ïîòåíöèàëû êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì, â êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ôèíèòíûå îðáèòûè âñå îíè çàìêíóòû9. Â ýòîì ñëó÷àå, â ÷àñòíîñòè, êðóãîâàÿ îðáèòà êàê ïðåäåë áåñêîíå÷íî áëèçêîé êíåé îðáèòå òîæå çàìêíóòà, òàê ÷òî

∆φcirc = π
n′

n
= const.,è ýòà âåëè÷èíà íå çàâèñèò îò ðàäèóñà, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìàëîå èçìåíåíèå ðàäèóñà âðàùåíèÿïðèâîäèëî áû ê ñêà÷êó â çíà÷åíèÿõ íàòóðàëüíûé ÷èñåë n è n′, ÷òî îçíà÷àëî áû íàëè÷èå õàîñà: áåñ-êîíå÷íî ìàëîå èçìåíåíèå òðàåêòîðèè ïðèâîäèëî áû ê ñóùåñòâåííîìó èçìåíåíèþ ïàðàìåòðîâ îðáèòû.Íàéäåì âñå òàêèå ïîòåíöèàëû ñ ∆φcirc = const. Èç (1.54) ñëåäóåò

U ′ = C (rU ′′ + 3U ′), C > 0,îòêóäà
C

dU ′

U ′ = (1 − 3C)
dr

r
,9Â ýòîì ðàçäåëå ìû, ïî ñóòè, ñëåäóåì èçëîæåíèþ â êóðñå êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè Â.È. Àðíîëüäà [3].
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U ′ = C0r

1/C−3,òàê ÷òî ïðè C = 1
2

U(r) = Cl ln r, Cl > 0, (1.55)à ïðè C 6= 1
2

U(r) = UCr
1/C−2 = UCr

κ κ ∈ [−2,+∞) ∩ κ 6= 0. (1.56)Çäåñü UC > 0 ïðè κ > 0 è UC < 0 ïðè κ < 0. Ïîýòîìó ê èñêîìûì ïîòåíöèàëàì îòíîñÿòñÿ òîëüêîîäíîðîäíûå ôóíêöèè ðàäèóñà ñòåïåíè κ, âêëþ÷àÿ íóëåâóþ ñòåïåíü îäíîðîäíîñòè, κ → 0, ÷òî îòâå÷àåòëîãàðèôìè÷åñêîìó ïîòåíöèàëó. Äëÿ òàêèõ ïîòåíöèàëîâ
U ′(r0)

r0U ′′(r0) + 3U ′(r0)
=

1

κ + 2
,è ñîãëàñíî (1.54),

∆φcirc = π
1√

κ + 2
, (1.57)÷òî óæå ñèëüíî îãðàíè÷èâàåò çíà÷åíèÿ ñòåïåíè îäíîðîäíîñòè ïîòåíöèàëà,

κ =
( n

n′

)2

− 2,â ÷àñòíîñòè, âûïàäàåò κ = 0, ò.å. ëîãàðèôìè÷åñêèé ïîòåíöèàë.Ïðè κ > 0 ïîòåíöèàë ðàñòåò äî áåñêîíå÷íîñòè, òàê ÷òî èìååò ñìûñë ïðåäåë E → ∞. Ïðîèçâåäåìçàìåíó ïåðåìåííûõ
`

r
= y

`

r−
, y− = 1, y+ =

r−
r+

< 1,òàê ÷òî, ñîãëàñíî (1.49),
∆φ =

1
∫

y+

dy
`

r−

1
√

2m

(

E − U(r) − y2
`2

2mr2−

)

=

1
∫

y+

dy
1

√

W (1) −W (y)
, (1.58)ãäå

W (y) = y2 + 2m
r2−
`2
U

(

r−
y

)

, W (1) = 2mE
r2−
`2
.Ïðè E → ∞ ðàäèóñ ïåðèöåíòðà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, r− → 0, òàê ÷òî

W (1) → 1, W (y) → y2,è ñëåäîâàòåëüíî,
∆φ = lim

y+→0

1
∫

y+

dy
1

√

1 − y2
=
π

2
.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñðåäè îäíîðîäíûõ ðàñòóùèõ ïîòåíöèàëîâ, óñëîâèþ çàìêíóòîñòè âñåõ ôèíèòíûõ îðáèòóäîâëåòâîðÿåò òîëüêî òîò, äëÿ êîòîðîãî

π

2
=

π√
κ + 2

,ò.å. òîëüêî κ = 2. Ýòî ïîòåíöèàë ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.Ïðè κ < 0 çàìêíóòûå îðáèòû âîçíèêàþò òîëüêî â ïîòåíöèàëå U = −|UC | rκ , äëÿ êîòîðîãî ðåàëèçó-þòñÿ îðáèòû ñ E → 0. Â ýòîì ñëó÷àå (1.58) ïðè r− 6= 0 äàåò
∆φ =

1
∫

0

dy
1

√

W (1) −W (y)
, (1.59)
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W (1) = 0 = 1 − 2m

r2−
`2

|UC |
(

r−
y

)κ

⇒ W (y) = y2 − y−κ,òàê ÷òî
∆φ =

1
∫

0

dy
1

√

y−κ − y2
. (1.60)Ïðè κ = −2 îðáèòà ïàäàåò íà öåíòð. Åñëè æå −2 < κ < 0, òî (1.60) äàåò10

∆φ =
π

2 + κ
,÷òî ñëåäóåò ñðàâíèòü ñî çíà÷åíèåì èíêðåìåíòà óãëà äëÿ îðáèò, áåñêîíå÷íî áëèçêèõ ê êðóãîâûì:

π

2 + κ
=

π√
2 + κ

,îòêóäà κ = −1, ÷òî îòâå÷àåò ïðèòÿæåíèþ â ïîëå êóëîíîâñêîãî òèïà.Òàêèì îáðàçîì, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûìè ïîòåíöèàëàìè, äëÿ êîòîðûõ âñåôèíèòíûå îðáèòû çàìêíóòû, ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ïîòåíöèàëû ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà è êóëîíîâñêèéèëè ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë.Çàäà÷à 3. Ïîêàæèòå, ÷òî â ïîòåíöèàëå ïðèòÿæåíèÿ âèäà U ∼ −1/r2 ÷àñòèöà ïàäàåò íà öåíòð. Ïðè êàêîì óñëî-âèè?8. Äâèæåíèå â êóëîíîâñêîì ïîëåÂ êóëîíîâñêîì ïîëå çàðÿäà Ze ÷àñòèöà ñ çàðÿäîì e èìååò ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ
U(r) =

Ze2

r
,òàê ÷òî ïðè íåíóëåâîì îðáèòàëüíîì ìîìåíòå èìïóëüñà11, ` 6= 0, îáùåå âûðàæåíèå äëÿ ñâÿçè ïîëÿðíîãîóãëà íà ïëîñêîñòè ñ ðàäèóñîì íà òðàåêòîðèè ïðèíèìàåò âèä

φ(r) =

r
∫

dr
`

r2
1

√

2m

(

E − Ze2

r
− `2

2mr2

)

, (1.61)÷òî ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ
u =

`

r

1
√

2mE + Z2m2e4/`2
,ñâîäèòñÿ ê âèäó

φ(r) = −
u
∫

du
1

√

1 − (u− u0)
2

= arccos(u− u0), u0 = −1

ε
sign(Z),ãäå

ε =

√

1 +
2mE`2

Z2m2e4
(1.62)íàçûâàþò ýêñöåíòðèñèòåòîì: â ïîëå îòòàëêèâàíèÿ, Z > 0, ýíåðãèÿ íà òðàåêòîðèè ïîëîæèòåëüíà è ε > 1,à â ïîëå ïðèòÿæåíèÿ, Z < 0, ýíåðãèÿ íà òðàåêòîðèè ìîæåò ïðèíèìàòü è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, íîïðè ýòîì îíà îãðàíè÷åíà ñíèçó

E > −Z
2m2e4

2m`2
,10Èíòåãðàë (1.60) áåðåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîäñòàíîâêè y2+κ = sin2 ȳ.11Ïðè ` = 0 ÷àñòèöà äâèæåòñÿ òîëüêî ïî ðàäèóñó.
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cosφ =

1

ε

(

`2

r

1

me2|Z| + sign(Z)

)

. (1.63)Îáû÷íî ââîäÿò ïàðàìåòð îðáèòû ðàçìåðíîñòè ðàññòîÿíèÿ
porb =

`2

me2|Z| > 0, (1.64)è òðàåêòîðèÿ çàïèñûâàåòñÿ êàê
r =

porb
ε cosφ− sign(Z)

, (1.65)îòêóäà ñðàçó âèäíî, ÷òî òðàåêòîðèÿ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî çàìåíû çíàêà óãëà φ↔ −φ, à ïàðàìåòðîðáèòû èìååò ñìûñë ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðà ïîòåíöèàëà äî ÷àñòèöû, êîãäà φ = ±π/2.Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî â ïëîñêîñòè òðàåêòîðèè x = r cosφ, y = r sinφ, êðèâóþ (1.65) ìîæíî çàïèñàòü ââèäå
x

ε

porb
− r

porb
sign Z = 1 ⇒

(

x
ε

porb
− 1

)2

=
r2

p2orb
=
x2 + y2

p2orb
,÷òî ñâîäèòñÿ ê

1 − ε2

p2orb

(

x+
εporb
1 − ε2

)2

+
y2

p2orb
− ε2

1 − ε2
= 1,ò.å.

(1 − ε2)2

p2orb

(

x+
εporb
1 − ε2

)2

+ y2
1 − ε2

p2orb
= 1. (1.66)Â èòîãå, â êîîðäèíàòàõ

x̄ = x+
εporb
1 − ε2

, ȳ = y, (1.67)ñ öåíòðîì â òî÷êå Ō ñ x̄ = ȳ = 0 òðàåêòîðèÿ ëåæèò íà ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ (1.66), ñèììåòðè÷íîãîîòíîñèòåëüíî çåðêàëüíûõ îòðàæåíèé x̄↔ −x̄, ȳ ↔ −ȳ:
x̄2

(1 − ε2)2

p2orb
+ ȳ2

1 − ε2

p2orb
= 1. (1.68)Ðåøåíèÿ êâàäðàòè÷íîãî óðàâíåíèÿ (1.66) ÿâëÿþòñÿ êîíè÷åñêèìè ñå÷åíèÿìè, ò.å. ìíîæåñòâîì ïå-ðåñå÷åíèÿ êðóãîâîãî êîíóñà ñ ïëîñêîñòüþ. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî êîíóñ â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàòè÷íóþ ïîâåðõíîñòü,

â2ẑ2 = x̂2 + ŷ2,ãäå â = tgθ0 � òàíãåíñ óãëà ðàñòâîðà êîíóñà ñ îñüþ âäîëü îñè ẑ, à ïëîñêîñòü � ëèíåéíàÿ ïîâåðõíîñòü.Åñëè ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò ëèøü îäíó èç äâóõ ïîëîñòåé êîíóñà è âñå åå îáðàçóþùèå, òî êîíè÷åñêîåñå÷åíèå � ýëëèïñ (ε < 1), åñëè ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò îäíó èç ïîëîñòåé ïàðàëëåëüíî êàñàòåëüíîé êïîëîñòè, òî ñå÷åíèå � ïàðàáîëà (ε = 1), à åñëè ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò îáå ïîëîñòè, òî ñå÷åíèå � ãèïåðáîëà(ε > 1). Â âûðîæäåííûõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àþòñÿ òî÷êà, ëó÷ è ïàðà ïðÿìûõ.8.1. Ôèíèòíîå äâèæåíèå (çàäà÷à Êåïëåðà)Â ïîòåíöèàëå ïðèòÿæåíèÿ sign(Z) = −1 ïðè E < 0, à çíà÷èò, ïðè ε < 1

r =
porb

ε cosφ+ 1
, (1.69)è òðàåêòîðèÿ ÿâëÿåòñÿ ôèíèòíîé.Ââåäåì áîëüøóþ ïîëóîñü êàê ñðåäíåå ìàêñèìàëüíîãî (cosφ = −1) è ìèíèìàëüíîãî (cosφ = 1) ðàñ-ñòîÿíèÿ îò öåíòðà äî ÷àñòèöû

a =
1

2
(r+ + r−) =

porb
1 − ε2

,
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b
aaΕ

x
-

y
-

ΑΦ
Φ ¢

r¢
r

Ðèñ. 1.4: Ýëëèïñ: ôîêóñû îáîçíà÷åíû òî÷êàìè, ïîêàçàíû êàñàòåëüíàÿ ïîä óãëîì α, ïîëóîñè a è b, ðàñ-ñòîÿíèå ñäâèãà ôîêóñà îò öåíòðà ýëëèïñà aε, à òàêæå ïîëÿðíûå óãëû â ôîêóñàõ φ è φ′.à ìàëóþ ïîëóîñü êàê ìàêñèìàëüíîå óäàëåíèå ïî îñè y = r sinφ (ýêñòðåìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè cosφ = −ε)
b = r sinφ|max

=
porb√
1 − ε2

.Öåíòð ïðèòÿæåíèÿ O íàõîäèòñÿ íà ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè x = y = 0. Ïðîèçâåäåì ñäâèã ïî êîîðäè-íàòå x, òàê ÷òîáû íîâûé öåíòð êîîðäèíàò Ō íàõîäèëñÿ íà îäíîì óäàëåíèè îò òî÷åê ìàêñèìàëüíîãî èìèíèìàëüíîãî óäàëåíèÿ îò öåíòðà ïðèòÿæåíèÿ:
x̄ = x− r− + a = x+ aε,÷òî â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ââåäåíèåì ñèììåòðè÷íîé êîîðäèíàòû x̄ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Òîãäà íàïëîñêîñòè ñ öåíòðîì â Ō

x̄

a
=
r cosφ

a
+ ε =

cosφ+ ε

ε cosφ+ 1
,

y

b
=
r sinφ

b
=

sinφ

ε cosφ+ 1

√

1 − ε2,îòêóäà ëåãêî íàõîäèì óðàâíåíèå ýëëèïñà ñ ïîëóîñÿìè a è b,
x̄2

a2
+
y2

b2
= 1, (1.70)ñèììåòðè÷íîå îòíîñèòåëüíî îòðàæåíèé x̄ ↔ −x̄, y ↔ −y. Ýòî, ìåæäó ïðî÷èì, îçíà÷àåò, ÷òî íàðÿäóñ öåíòðîì ïðèòÿæåíèÿ O ñ êîîðäèíàòàìè (x̄ = aε, y = 0) ó ýëëèïñà åñòü âòîðîé òàêîé æå öåíòð O′ñ êîîðäèíàòàìè (x̄ = −aε, y = 0), äâèæåíèå ÷àñòèöû âîêðóã êîòîðîãî ñîâåðøåííî èäåíòè÷íî äâèæå-íèþ âîêðóã öåíòðà ïðèòÿæåíèÿ (ñì. ðèñ. 1.4). Áîëåå òîãî, ýòè öåíòðû ïðèòÿæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ôîêóñàìèýëëèïñà: ëþáîé ëó÷, èñõîäÿùèé èç ôîêóñà, ïîñëå îòðàæåíèÿ îò ýëëèïñà ïðîõîäèò ÷åðåç âòîðîé ôîêóñ12.Êðîìå òîãî, ñóììà ðàññòîÿíèé îò òî÷êè íà òðàåêòîðèè äî ôîêóñîâ ýëëèïñà îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîéâåëè÷èíîé:

r =
porb

ε cosφ+ 1
, r′ =

√

(x+ 2aε)2 + y2 ⇒ r + r′ = 2a.12Â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ, åñëè âû÷èñëèòü íàêëîí êàñàòåëüíîé ê ýëëèïñó â òî÷êå (r cosφ, r sinφ):tg α =
dy

dx
=

dr
dφ

sinφ+ r cosφ

dr
dφ

cosφ− r sinφ
= −

cosφ+ ε

sinφ
,òàê ÷òî îòðàæåííûé ëó÷ ñîñòàâèò ñ îñüþ x óãîë φ′ = 2α − φ − π. Âû÷èñëÿÿ òàíãåíñ ýòîãî óãëà, óáåæäàåìñÿ, ÷òî îíñîâïàäàåò ñ òàíãåíñîì óãëà ëó÷à, êîòîðûé èñõîäèò èç âòîðîãî ôîêóñà â òó æå òî÷êó íà ýëëèïñå:tg φ′ =

y

x+ 2aε
,÷òî è äîêàçûâàåò ñäåëàííîå óòâåðæäåíèå: âñå ëó÷è èç îäíîãî ôîêóñà ñõîäÿòñÿ ïîñëå çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ îò ýëëèïñàâî âòîðîì ôîêóñå.



Ëåêöèÿ � 3 27Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ýëëèïñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôèãóðó, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ, åñëè êîíöû íèòè äëèíîé 2açàôèêñèðîâàòü íà ðàññòîÿíèè 2aε è îáúåäèíèòü ïîëîæåíèå âñåõ òî÷åê åäèíñòâåííîãî èçëîìà íà ýòîéíèòè â íàòÿíóòîì ñîñòîÿíèè.Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ëó÷, èñõîäÿùèé èç ôîêóñà ýëëèïñà, ïîñëå çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ îò ýëëèïñàïðîõîäèò ÷åðåç âòîðîé ôîêóñ.Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ðàññòîÿíèé îò òî÷êè íà òðàåêòîðèè äî ôîêóñîâ ýëëèïñà îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîéâåëè÷èíîé. ×åìó ðàâíà ýòà âåëè÷èíà?Â ñëó÷àå ãðàâèòàöèîííîãî ïðèòÿæåíèÿ ïîëó÷àåì çàêîíû Êåïëåðà:I. Ïëàíåòû äâèæóòñÿ âîêðóã öåíòðà ïðèòÿæåíèÿ ïî ýëëèïñàì.II. Ðàäèóñ òðàåêòîðèè ïëàíåòû ¾çàìåòàåò ïëîùàäü¿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ Ṡ = 1
2 |r×v|, ÷òî ÿâëÿåòñÿñëåäñòâèåì çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà ` = 2mṠ. Ṡ íàçûâàþò ñåêòîðàëüíîé ñêîðîñòüþ.II. Êâàäðàòû ïåðèîäîâ îáðàùåíèÿ ïëàíåò T ñîîòíîñÿòñÿ êàê êóáû áîëüøèõ ïîëóîñåé îðáèò a: T 2/a3 =const.Â ñàìîì äåëå, ïëîùàäü ýëëèïñà S = πa b, ÷òî ïðîùå âñåãî âûâåñòè, âçÿâ èíòåãðàë S =

∫

dx̄dȳ =
b
a

∫

dx̄d aȳ
b

= b
a
πa2, ïîñêîëüêó ïîñëå ñìåíû ìàñøòàáà ïåðåìåííîé ȳ 7→ ȳb/a óðàâíåíèå äëÿ ýëëèïñà ïå-ðåõîäèò â óðàâíåíèå äëÿ îêðóæíîñòè ðàäèóñà a, âíóòðåííÿÿ ïëîùàäü êîòîðîãî πa2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,â ñèëó ïîñòîÿíñòâà ñåêòîðàëüíîé ñêîðîñòè S = T Ṡ = T`/2m. Çíà÷èò, T = 2π ab/`. Ïî ïîñòðîåíèþ, â ïî-ëå ãðàâèòàöèè îáúåêòà ñ ìàññîé M ïàðàìåòð ïîòåíöèàëà Ze2 = −GMm, ãäå G ïîñòîÿííàÿ Íüþòîíà, è

a = porb/(1− ε2) = −GMm/2E, îòêóäà mb/` =
√

a/GM , òàê ÷òî
T = 2π

a3/2

√
GM

⇒ T 2

a3
=

4π2

GM
.Êàê âèäèì, â ìåõàíèêå äîñòàòî÷íî çíàòü ïåðâûé çàêîí Êåïëåðà, ÷òîáû âûâåñòè äâà äðóãèõ.Â âûðîæäåííîì ñëó÷àå ïðè E → 0 ýêñöåíòðèñèòåò ε = 1, è ïîëóîñè ïðèíèìàþò áåñêîíå÷íûå çíà-÷åíèÿ, âòîðîé ôîêóñ òàêæå óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü, à èñõîäíîå âûðàæåíèå äëÿ òðàåêòîðèè (1.65)ïðèíèìàåò âèä

x− r sign(Z) = porb ⇒ (x− porb)2 = r2 = x2 + y2,îòêóäà íàõîäèì óðàâíåíèå äëÿ ïàðàáîëû,
y2 = p2orb − 2porb x. (1.71)8.2. Ðåçåðôîðäîâñêîå ðàññåÿíèåÏðè ïîëîæèòåëüíîì çíà÷åíèè ýíåðãèè E > 0 ýêñöåíòðèñèòåò ε > 1 è îáùåå óðàâíåíèå äëÿ òðàåêòîðèè(1.66) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

(1 − ε2)2

p2orb

(

x+
εporb
1 − ε2

)2

− y2
∣

∣

∣

∣

ε2 − 1

p2orb

∣

∣

∣

∣

= 1è èìååò ðåøåíèå â âèäå äâóõ âåòâåé ãèïåðáîëû: îäíà èç âåòâåé îòâå÷àåò ïðèòÿæåíèþ
r =

porb
ε cosφ+ 1

, cosφ > −1

ε
(1.72)è ôîêóñîì â òî÷êå r = r− = porb/(ε+ 1) ïðè cosφ = 1, à äðóãàÿ âåòâü � îòòàëêèâàíèþ,

r =
porb

ε cosφ− 1
, cosφ >

1

ε
(1.73)è ôîêóñîì â òî÷êå r = r+ = porb/(ε− 1) > r− ïðè cosφ = 1.Ëó÷è, èñõîäÿùèå èç ôîêóñà, ïîñëå çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ îò ãèïåðáîëû ðàñõîäÿòñÿ òàê, êàê åñëè áûîíè èñõîäèëè èç âòîðîãî ôîêóñà, ò.å. èõ ïðîäîëæåíèÿ çà ëèíèþ ãèïåðáîëû ñõîäÿòñÿ âî âòîðîì ôîêóñå(ñì. ðèñ. 1.5).×àñòèöà, ðàññåèâàþùàÿñÿ íà êóëîíîâñêîì ïîëå, ïðèõîäèò èç áåñêîíå÷íîñòè ê öåíòðó ïîòåíöèàëà ïîäóãëîì

φin = arccos

(

1

ε
sign(Z)

)

.
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Ðèñ. 1.5: Ãèïåðáîëû êóëîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ: ôîêóñû îáîçíà÷åíû òî÷êàìè, ïîêàçàíû àñèìïòîòèêè ãè-ïåðáîë íà áåñêîíå÷íîñòè, ïîëÿðíûé óãîë â ôîêóñå ïîòåíöèàëà ïðèòÿæåíèÿ φ è ðàññòîÿíèå äî òî÷êè íàîðáèòå r, à òàêæå îòðàæåííûé îò ãèïåðáîëû ëó÷, ïðîäîëæåíèå êîòîðîãî èñõîäèò èç ôîêóñà îòòàëêèâà-íèÿ.Åñëè áû âçàèìîäåéñòâèÿ íå áûëî, òî ÷àñòèöû óøëà áû íà áåñêîíå÷íîñòü â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëå-íèè, ò.å. ïîä óãëîì
φ
(0)
out = π + φin.Íàëè÷èå êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà ïðèâîäèò â äåéñòâèòåëüíîñòè ê óõîäó ÷àñòèöû íà áåñêîíå÷íîñòü ïîäóãëîì
φout = −φin,òàê êàê cosφin = cosφout è ïðè ïðèòÿæåíèè, è ïðè îòòàëêèâàíèè. Çíà÷èò, óãîë ðàññåÿíèÿ

θ = φ
(0)
out − φout = π + 2φin. (1.74)Îòñþäà tg θ

2
= −ctg φin = −sign(Z)

1

ε

(

√

1 − 1

ε2

)−1

= − sign(Z)√
ε2 − 1

= − Zme2√
2mE`2

.Ââåäåì èìïóëüñ p äëÿ ýíåðãèè ÷àñòèöû íà áåñêîíå÷íîñòè E = p2/2m è ïðèöåëüíûé ïàðàìåòð b äëÿîðáèòàëüíîãî ìîìåíòà íà áåñêîíå÷íîñòè ` = p b. Òîãäàctg θ
2

= − p2b

Zme2
. (1.75)Äëÿ ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî ïîòåíöèàëà ïîòîê N ÷àñòèö íà êîëüöî ðàäèóñà |b| è òîëùèíîé |db|ñîñòàâëÿåò

j =
N

2π|b| |db|Âñå ýòè ÷àñòèöû ðàññåþòñÿ â òåëåñíûé óãîë dΩ = 2πd cos θ, òàê ÷òî äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿ-íèÿ, îïðåäåëÿåìîå êàê îòíîøåíèå ÷èñëà ðàññåÿííûõ ÷àñòèö â äàííûé òåëåñíûé óãîë ê ïàäàþùåìó íàìèøåíü ïîòîêó, ðàâíî
dσ =

N

j
= 2π|b| |db| =

2πZme2

p2
ctg θ

2

Zme2

2p2
1

sin2 θ
2

dθ = 2πd cos θ
Z2m2e4

4p4
1

sin4 θ
2

, (1.76)ò.å. äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðåçåðôîðäîâñêîãî ðàññåÿíèÿ ðàâíî
dσ

dΩ
=
Z2e4

16E2

1

sin4 θ
2

. (1.77)



Ëåêöèÿ � 3 29Îíî ðàñõîäèòñÿ ïðè ìàëîì óãëå ðàññåÿíèÿ θ → 0.Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðàññìîòðèì óïðóãîå ðàññåÿíèå òî÷å÷íîé ÷àñòèöû íà íåéòðàëüíîì íåïîäâèæíîì øàðåðàäèóñàR: â ýòîì ñëó÷àå ïðîèñõîäèò çåðêàëüíîå îòðàæåíèå òî ïîâåðõíîñòè øàðà, ò.å. óãîë ïàäåíèÿ ðàâåíóãëó îòðàæåíèÿ, åñëè ïðèöåëüíîå ðàññòîÿíèå ìåíüøå ðàäèóñà øàðà b 6 R, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ÷àñòèöàäâèæåòñÿ ñâîáîäíî áåç êàêîãî-ëèáî ðàññåÿíèÿ (ñì. ðèñ. 1.6).
x

y

Α

R
b

Ðèñ. 1.6: Çåðêàëüíîå ðàññåÿíèå íà øàðå ðàäèóñà R: ïîêàçàíû òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû ñ ïðèöåëüíûì ïàðà-ìåòðîì b è óãîë â òî÷êå îòðàæåíèÿ îò øàðà α.Óãîë ðàññåÿíèÿ ïðè òàêîì óïðóãîì îòðàæåíèè
θel = π − 2α, sinα =

b

R
⇒ b = R cos

θ

2
,òàê ÷òî äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå

dσel = 2π
1

2
R2 cos

θ

2
sin

θ

2
dθ,ò.å.

dσel
dΩ

=
1

4
R2. (1.78)Èòàê, äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ ÷àñòèöû íà øàðå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì êàê ôóíê-öèÿ ýíåðãèè è èçîòðîïíûì, ò.å. íå çàâèñèò îò óãëîâ, â îòëè÷èå îò äèôôåðåíöèàëüíîãî ñå÷åíèÿ êóëî-íîâñêîãî ðàññåÿíèÿ, êîòîðîå ïàäàåò ñ ðîñòîì ýíåðãèè è óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óìåíüøåíèåì óãëà ðàññåÿíèÿ.Êðîìå òîãî, ó êóëîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ èìååòñÿ êâàäðàòè÷íàÿ çàâèñèìîñòü îò çàðÿäà ðàññåèâàþùåãîöåíòðà Z.Äëÿ èññëåäîâàíèÿ àòîìàðíîé ñòðóêòóðû, ò.å. äëÿ îáíàðóæåíèÿ ÿäðà àòîìà, ê ïðèìåðó, â îïûòàõÐåçåðôîðäà ïî ðàññåÿíèþ àëüôà-÷àñòèö âåùåñòâîì íåîáõîäèìî èìåòü ìàëûå ôîêóñíûå ðàññòîÿíèÿ r±ïðè êóëîíîâñêîì ðàññåÿíèè, íî r+r− = `2/2mE = `2/p2 = b2, à çíà÷èò, ÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòüïðîíèêíóòü âíóòðü àòîìà, íåîáõîäèìî èìåòü áîëüøèå ýíåðãèè è ìàëûå ïðèöåëüíûå ïàðàìåòðû, äëÿêîòîðûõ óãîë ðàññåÿíèÿ ñòàíîâèòñÿ áîëüøèì êàê â ñëó÷àå çåðêàëüíîãî ðàññåÿíèÿ íà øàðå, òàê è âñëó÷àå êóëîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ. Îäíàêî èçìåðåíèå ïîòîêà ðàññåÿííûõ ÷àñòèö ïîä ðàçíûìè áîëüøèìèóãëàìè ðàññåÿíèÿ, ñêàæåì, â îäèí èíòåðâàë òåëåñíîãî óãëà âîçëå θ = π è θ = π/2 â êóëîíîâñêîì ñëó÷àåäàñò ÷åòûðåõêðàòíûé ðîñò äåòåêòèðóåìûõ ÷àñòèö ïðè òàêîì óìåíüøåíèè óãëà ðàññåÿíèÿ â îòëè÷èå îòïîñòîÿííîãî ÷èñëà ðàññåÿííûõ ÷àñòèö â ñëó÷àå íåéòðàëüíîãî øàðà.Ïðè ìàëûõ óãëàõ ðàññåÿíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå êóëîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ ìîæåò áûòü ñðàâ-íèìî ñ ïëîùàäüþ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ àòîìà, òàê ÷òî èç äàííûõ î ðàññåÿíèè íà ìàëûå óãëû ñäåëàòüâûâîäà î ñòðóêòóðå àòîìà íåâîçìîæíî. Íî ïàäåíèå èçìåðåííîãî ñå÷åíèÿ ñóùåñòâåííî íèæå ïëîùàäè ïî-ïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ àòîìà ïðè áîëüøèõ óãëàõ ðàññåÿíèÿ ìîæåò ñâèäåòåëüñòâîâàòü ëèøü î òîì, ÷òî âíóòðèàòîìà íàõîäèòñÿ çàðÿæåííûé öåíòð, åñëè, ïðè ýòîì, ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íàçàä îñòàåòñÿ íåíóëåâûì.



30 Òåìà 1. Äèíàìèêà è äåéñòâèåÎïûòû Ðåçåðôîðäà ïîêàçàëè, ÷òî àòîì èìååò çàðÿæåííîå ÿäðî.Çàäà÷à 6. Â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå Ñîëíöà âû÷èñëèòå ìàëîå îòêëîíåíèå ëó÷à ñâåòà, ïðîõîäÿùåãî âîçëå êðàÿÑîëíöà (óêàçàíèå: ãðàâèòàöèîííîå óñêîðåíèå íå çàâèñèò îò ìàññû). Ñðàâíèòå ðåçóëüòàò ñ óãëîì îòêëîíåíèÿ,ðàññ÷èòàííûì â îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, ò.å. ñ ó÷åòîì èñêðèâëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè,
δφ =

4GM�

c2R�

.9. Èçîòðîïíûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîðÏîòåíöèàë èçîòðîïíîãî îñöèëëÿòîðà ñ ÷àñòîòîé ω èìååò ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûé âèä
U =

mω2

2
r2,òàê ÷òî óðàâíåíèå äëÿ îðáèòû ïðè ` 6= 0

φ(r) =

r
∫

dr
`

r2
1

√

2m

(

E − mω2

2
r2 − `2

2mr2

)

(1.79)ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ
u =

1

r2
`2

mE
u0, u0 =

1
√

1 − ω2`2

E2

,äàåò
φ(r) = −1

2

u
∫

du
1

√

1 − (u − u0)2
=

1

2
arccos(u− u0).Çíà÷èò,

cos 2φ =
u0
r2

(

`2

mE
− r2

)

, (1.80)îòêóäà, èñïîëüçóÿ r2 cos 2φ = r2(cos2 φ− sin2 φ) = x2 − y2, íàéäåì
x2 − y2 = u0

(

`2

mE
− x2 − y2

)

,à ñëåäîâàòåëüíî,
x2
u0 + 1

u0
+ y2

u0 − 1

u0
=

`2

mE
. (1.81)Â èòîãå, ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå äëÿ ýëëèïñà ñ ïîëóîñÿìè a è b,

a2 =
`2

mE

u0
u0 + 1

, b2 =
`2

mE

u0
u0 − 1

, (1.82)ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì ε:
1 − ε2 =

a2

b2
=
u0 − 1

u0 + 1
⇒ ε2 =

2

u0 + 1
. (1.83)Öåíòð ïðèòÿæåíèÿ íàõîäèòñÿ â öåíòðå ýëëèïñà.Êðóãîâàÿ îðáèòà îòâå÷àåò ε = 0 è ìèíèìóìó ïîòåíöèàëà ðàäèàëüíîãî äâèæåíèÿ ïðè ôèêñèðîâàííîììîìåíòå èìïóëüñà

V (r) =
mω2

2
r2 +

`2

2mr2
,òàê ÷òî

V ′(r) = mω2 r − `2

mr3
,



Ëåêöèÿ � 3 31è
V ′(r0) = 0 ⇒ r20 =

`

mω
,÷òî äîñòèãàåòñÿ êàê ðàç ïðè E = V (r0) = ω`.Ïðè ω` < E <∞ çíà÷åíèå 1 < u0 <∞, à çíà÷èò, 0 < ε < 1.Êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, ïåðèîä îáðàùåíèÿ T ñâÿçàí ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ñ ÷àñòîòîé îñöèëëÿòîðà ω,

T = 2π ab
m

`
=

2π

ω
.10. Òåîðåìà âèðèàëàÄëÿ ôèíèòíûõ è, â ÷àñòíîñòè, ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü ñðåäíèå çíà÷åíèÿíàáëþäàåìûõ âåëè÷èí çà äîëãèé èíòåðâàë ýâîëþöèè èëè çà ïåðèîä T :

T
∫

0

dt F (t) = T · 〈F 〉 ⇒ 〈F 〉 =
1

T

T
∫

0

dt F (t). (1.84)Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé íàáëþäàåìîé ñðåäíåå çíà÷åíèå åå ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè
〈

dF

dt

〉

=
1

T

T
∫

0

dt
dF

dt
=

1

T
{F (T ) − F (0)} .Äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ F (T ) = F (0), à äëÿ ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ çíà÷åíèÿ íàáëþäàåìîé îãðà-íè÷åíû â òîì ñëó÷àå, åñëè îíà ïîñòðîåíà êàê ôóíêöèÿ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ è ÿâíî íå çàâèñèò îòâðåìåíè: F = F (p(t), q(t)), òàê ÷òî ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ {F (T ) − F (0)}/T → 0, à çíà÷èò, èìååò ìåñòîóòâåðæäåíèå

〈

dF (p, q)

dt

〉

= 0. (1.85)Â ÷àñòíîñòè,
〈

d

dt
(p · r)

〉

= 0. (1.86)Âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèÿìè Ãàìèëüòîíà (1.32) è íàéäåì
d

dt
(p · r) =

dp

dt
· r + p · dp

dt
= −∂U · r + p · p

m
= −r · ∂U + 2

p2

2m
.Çíà÷èò, ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ èç (1.86) ñëåäóåò òåîðåìà âèðèàëà13 äëÿ ôèíèòíûõ äâèæåíèé:óäâîåííîå ñðåäíåå çíà÷åíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ðàâíî ñðåäíåìó çíà÷åíèþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿñèëû íà ðàäèóñ-âåêòîð ñî çíàêîì ìèíóñ:

2

〈

p2

2m

〉

= 〈r · ∂U〉 , ⇔ 2

〈

p2

2m

〉

= −〈r · F 〉 . (1.87)Äëÿ ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûõ ïîòåíöèàëîâ
r · ∂U(r) = r

∂U

∂r
,à äëÿ îäíîðîäíûõ U(r) = U0r

κ ,
r
∂U(r)

∂r
= κ U(r),òàê ÷òî ïî òåîðåìå âèðèàëà ñðåäíåå çíà÷åíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñâÿçàíî ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåìïîòåíöèàëüíîé

〈

p2

2m

〉

=
κ

2
〈U〉. (1.88)13Îò ëàòèíñêîãî ñëîâà, îçíà÷àþùåãî ¾ñèëîâîé¿.



32 Òåìà 1. Äèíàìèêà è äåéñòâèåÄëÿ êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà (κ = −1) è ïîòåíöèàëà ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà (κ = 2) ïîëó÷àåì
〈

p2

2m

〉

Coul

= −1

2
〈U〉Coul,

〈

p2

2m

〉

osc

= 〈U〉osc.Îòñþäà, ìåæäó ïðî÷èì, äëÿ ýíåðãèè êàê ñóììû êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé íàõîäèì
ECoul =

1

2
〈U〉Coul, Eosc = 2 〈U〉osc.



Òåìà 2Âåêòîðíûé àíàëèçËåêöèÿ � 4Äëèíà è îäíîðîäíîñòü è èçîòðîïíîñòü åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, ìåòðèêà, âåêòîðû, áàçèñ, äåêàðòîâûè ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû, èíâàðèàíòíûå ëèíåéíûå ôóíêöèè íà âåêòîðàõ è êîâåêòîðû, èíâàðèàíò-íûå ïîëèëèíåéíûå ôóíêöèè íà âåêòîðàõ è òåíçîðû, äèôôåðåíöèàë èíâàðèàíòíîé ôóíêöèè è çàêîíûïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòîðîâ è êîâåêòîðîâ, ñèìâîë Êðîíåêåðà êàê èíâàðèàíòíûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà,ìåòðèêà êàê êîâàðèàíòíûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà, îáðàòíàÿ ìåòðèêà, ïîäíèìàíèå è îïóñêàíèå èíäåê-ñîâ, èçîìåòðèè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, îðòîãîíàëüíûå, ñîáñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñìåøàííîåïðîèçâåäåíèå òðåõ âåêòîðîâ, îðèåíòèðîâàííûé îáúåì, òåíçîð Ëåâè-×èâèòà, âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèåâ òåíçîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ, äåòåðìèíàíò, ìèíîð, îáðàòíàÿ ìàòðèöà, äèôôåðåíöèàë äåòåðìèíàíòà,âåêòîð è òåíçîð ïëîùàäè, êîâåêòîð ∇, ãðàäèåíò, ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ, äèâåðãåíöèÿ, ðîòîð,ëàïëàñèàí â äåêàðòîâûõ è ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, íàãëÿäíîå âû÷èñëåíèå èçìåíåíèÿ áàçèñà ñôå-ðè÷åñêèõ êîîðäèíàò ïðè ìàëîì ñìåùåíèè, àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â êðèâîëèíåé-íûõ êîîðäèíàòàõ, ïðîèçâîäíàÿ Ëè è ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ, ñâÿçü áàçèñîâ êîíòð- è êîâàðèàíòíîãîïðîñòðàíñòâà è ïðîèçâîäíàÿ Ëè ïî íàïðàâëåíèþ áàçèñíîãî âåêòîðà, òåíçîð êðó÷åíèÿ è êîîðäèíàòíàÿñåòêà â ïðîñòðàíñòâå, êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñ ìåòðè÷åñêîé ñâÿçíîñòüþ, ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ,êîâàðèàíòíàÿ äèâåðãåíöèÿ, îïåðàòîð Áåëüòðàìè�Ëàïëàñà, êîýôôèöèåíòû Ëàìå, âåêòîðû Êèëëèíãàêàê áåñêîíå÷íî ìàëûå ñäâèãè èçîìåòðèé, óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà â êîâàðèàíòíîì âèäå, òåí-çîð êðèâèçíû Ðèìàíà, ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âåêòîðà ïî áåñêîíå÷íî ìàëîìó çàìêíóòîìó êîíòóðó,òåíçîð Ðè÷÷è, ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà.11. Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî11.1. Âåêòîðû, êîâåêòîðû, òåíçîðûÌåõàíèêà ÷àñòèö ôîðìóëèðóåòñÿ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Èíñòðóìåíòîì äëÿ îïèñàíèÿ â ýòîì ñëó÷àåÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûé àíàëèç.Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî, â êîòîðîì çàäàíû ñëîæåíèå äâóõ ýëåìåíòîâ èóìíîæåíèå ýëåìåíòîâ íà ÷èñëî [4]. ×èñëà ìîãóò áûòü âåùåñòâåííûìè èëè êîìïëåêñíûìè, à âåêòîðíîåïðîñòðàíñòâî, ñîîòâåòñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ òîæå âåùåñòâåííûì èëè êîìïëåêñíûì. Äàëåå áóäåì ñòðîèòüèçëîæåíèå äëÿ âåùåñòâåííîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå êàê ëèíåéíóþ îáîëî÷êó,íàòÿíóòóþ íà êîíå÷íîå ÷èñëî íåçàâèñèìûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå â äåêàðòîâîìáàçèñå ïðîèçâîëüíûé âåêòîð êîîðäèíàòíîãî ïðîñòðàíñòâà
r = xex + yey + zez.Ïîñêîëüêó áàçèñ â ðàçíûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà ìîæíî âûáèðàòü ðàçëè÷íûì ñïîñîáîì, ïðèíÿòî çàïè-

y

x

z

φ

θ
r

eφ er

eθ

Ðèñ. 2.1: Áàçèñ â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.33



34 Òåìà 2. Âåêòîðíûé àíàëèçñûâàòü ðàçëîæåíèå âåêòîðîâ â áåñêîíå÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ïðîñòðàíñòâà. Ïîýòîìó, ñîãëàñíîïðàâèëó Ýéíøòåéíà, çàïèñü äëÿ áåñêîíå÷íî ìàëûõ âåêòîðîâ ïðèíèìàåò âèä
dr = drαeα,ãäå drα � òðåõìåðíûé ñòîëáåö:

drα =





dx
dy
dz



 .Â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (ñì. ðèñ. 2.1) áàçèñ çàâèñèò îò òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå,
dr = dr er + rdθ eθ + r sin θdφ eφ. (2.1)Â (2.1) ìû ðàçëîæèëè âåêòîð ïî åäèíè÷íûì âåêòîðàì áàçèñà, óìíîæåííûì íà äëèíó áåñêîíå÷íî ìàëîãîâåêòîðà, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ ïðè ìàëîì ñäâèãå ïî êîîðäèíàòàì ñôåðè÷åñêîãî áàçèñà:





dr
dθ
dφ



 .Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì, åñëè
• ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì, ò.å. äëÿ íåãî îïðåäåëåí êâàäðàò äëèíû âåêòîðà � èíâàðè-àíòíàÿ, ò.å. íå çàâèñÿùàÿ îò âûáîðà áàçèñà â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿêâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ âåêòîðà,
• îíî îäíîðîäíî è
• èçîòðîïíî.Êâàäðàò äëèíû, â ÷àñòíîñòè, â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

dC2 = dx2 + dy2 + dz2 7→ gαβdrαdrβ = g(dr, dr),ãäå â îáùåì ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà gαβ, êîòîðóþ íà-çûâàþò ìåòðèêîé, ìîæåò çàâèñåòü îò ïîëîæåíèÿ òîêè â ïðîñòðàíñòâå, ÷òî ïðèâåäåò, âîîáùå ãîâîðÿ, êìåòðè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó Ðèìàíà [5]. Îäíîðîäíîñòü è èçîòðîïíîñòü åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà îçíà-÷àåò, ÷òî ýòà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà â íåêîòîðîì áàçèñå, êîòîðûé íàçûâàþò äåêàðòîâûì, ìîæåò áûòüïðèâåäåíà ê ãëàâíûì îñÿì ||g|| = diag(1, 1, 1) âî âñåì ïðîñòðàíñòâå. À çíà÷èò, â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõìåòðèêà � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà 3 × 3:
gαβ = αβ .Ìåòðèêà çàäàåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ, ïîñêîëüêó ïî ïîñòðîåíèþ êâàäðàò äëèíû �ëèíåéíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïî êàæäîìó èç àðãóìåíòîâ:

g(a + b,a + b) = g(a,a) + 2g(a, b) + g(b, b),îòêóäà âñåãäà ìîæíî íàéòè g(a, b) ïî çàäàííûì äëèíàì âåêòîðîâ. Ïî ïîñòðîåíèþ äåêàðòîâ áàçèñ ÿâëÿ-åòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì:
g(eα, eβ) = gαβ = α,β .Â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ áàçèñ òàêæå îðòîíîðìèðîâàííûé, è êâàäðàò äëèíû ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿâ âèäå

dC2 = dr2 = dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2, (2.2)ò.å. ìåòðèêà ïî-ïðåæíåìó äèàãîíàëüíà, êàê âî âñÿêîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå, ñ íåíóëåâûìè ýëå-ìåíòàìè1
grr = 1, gθθ = r2, gφφ = r2 sin2 θ.Ïóñòü ôóíêöèÿ f â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå çàäàåò âåùåñòâåííîå ÷èñëî f(r). Ýòî ÷èñëî çàâèñèò îòâåêòîðà, íî íå çàâèñèò îò òîãî, â êàêîì áàçèñå ìû çàïèøåì ñàì ýòîò âåêòîð, ò.å. çíà÷åíèå ôóíêöèè èí-âàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî çàìåí áàçèñà â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå. Òàêàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðîì.1Óñëîâèå ïðèâîäèìîñòè òåíçîðà ìåòðèêè ê åäèíè÷íîìó ñðàçó âî âñåì ïðîñòðàíñòâå ñâîäèòñÿ ê òîæäåñòâåííîìó íóëþòåíçîðà Ðèìàíà, ÷òî îçíà÷àåò ïåðåñòàíîâî÷íîñòü äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî äâóì íàïðàâëåíèÿì ëþáîãî âåêòîðà, çàâèñÿùåãîîò òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå.



Ëåêöèÿ � 4 35Ïðèìåðîì ñêàëÿðà ñëóæèò äåéñòâèå íà òðàåêòîðèè, êîòîðîå çàâèñèò îò êîíå÷íîé òî÷êè òðàåêòîðèè, íîíå çàâèñèò îò òîãî, â êàêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îïèñûâàåòñÿ ýòà òî÷êà. Âðåìÿ êàê âåëè÷èíà, âîîáùå íåçàâèñÿùàÿ îò ñèñòåìû êîîðäèíàò â íåðåëÿòèâèñòñêîé ôèçèêå, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì â åâêëèäîâîìïðîñòðàíñòâå.Ñðåäè ñêàëÿðîâ âûäåëÿþò ëèíåéíûå ôóíêöèè:
• f(ca) = cf(a), c ∈ R,
• f(a + b) = f(a) + f(b).Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ïîëíîñòüþ çàäàåòñÿ çíà÷åíèÿìè íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà

f(a) = f(aαeα) = aαf(eα).Ïîñêîëüêó çíà÷åíèå ñêàëÿðíîé ôóíêöèè � èíâàðèàíò, à aα � òðåõìåðíûé ñòîëáåö, òî óäîáíî ââåñòèîáîçíà÷åíèÿ f(eα) = fα � òðåõìåðíàÿ ñòðîêà, òàê ÷òî fαaα = f(a) � ÷èñëî, íå çàâèñÿùåå îò âûáîðàáàçèñà.Äèôôåðåíöèàë ñêàëÿðíîé ôóíêöèè df = f(r + dr) − f(r) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ñêàëÿðíîé ôóíêöèåé,
df =

∂f

∂rα
drα = ∂αf drα ⇒ df(eα) = ∂αf.Ïðè çàìåíå êîîðäèíàò r′ = r′(r) èìååò ìåñòî çàìåíà áàçèñà â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷åìäèôôåðåíöèàëû drα ïðåîáðàçóþòñÿ êàê ñòîëáåö ñîãëàñíî

dr′α =
∂r′α

∂rβ
drβ ,ò.å. ìàòðèöåé 3 × 3: Λα

β = ∂r′α/∂rβ , òàê ÷òî èìååò ìåñòî çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòîðîâ2
a′α =

∂r′α

∂rβ
aβ . (2.3)À ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ñêàëÿðíîé ôóíêöèè ïðåîáðàçóþòñÿ êàê ñòðîêà ñîãëàñíî

∂′αf =
∂rβ

∂r′α
∂βf,ò.å. îáðàòíîé ìàòðèöåé (Λ−1)βα = ∂rβ/∂r′α. Äåéñòâèòåëüíî,

(

Λ−1 · Λ
)β

α
= (Λ−1)βγΛγ

α =
∂rβ

∂r′γ
∂r′γ

∂rα
=
∂rβ

∂rα
.Ïðîèçâîäíàÿ ∂rβ/∂rα íàçûâàåòñÿ ñèìâîëîì Êðîíåêåðà

∂rβ

∂rα
= ∂αr

β = δβα =

{

1, α = β,

0, α 6= β.
(2.4)Ýòî íå ÷òî èíîå, êàê ýëåìåíòû åäèíè÷íîé ìàòðèöû δβα =

β

α, òàê ÷òî Λ−1 · Λ = .Èòàê, ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ñêàëÿðíîé ôóíêöèè ïðåîáðàçóþòñÿ ïðè çàìåíå êîîðäèíàò êàê ñòðîêè.Â îáùåì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ëèíåéíûå ñêàëÿðíûå ôóíêöèè íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå îáðàçóþò êî-âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, à èõ çíà÷åíèÿ íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó ïðåîáðàçîâàíèÿêîâåêòîðîâ3, ò.å. êàê ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ñêàëÿðíîé ôóíêöèè:
b′α =

∂rβ

∂r′α
bβ. (2.5)Ìíåìîíè÷åñêîå ïðàâèëî äëÿ çàïîìèíàíèÿ çàêîíîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòîå: âåêòîð � âåðõíèé èíäåêñ,â ìàòðèöå ïðåîáðàçîâàíèé øòðèõ ó êîîðäèíàò ñâåðõó, êîâåêòîð � íèæíèé èíäåêñ, â ìàòðèöå ïðåîáðà-çîâàíèé øòðèõ ó êîîðäèíàò ñíèçó.2Ãîâîðÿò òàêæå î çàêîíå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíòðâàðèàíòíûõ âåêòîðîâ.3Ãîâîðÿò òàêæå î çàêîíå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîâàðèàíòíûõ âåêòîðîâ.



36 Òåìà 2. Âåêòîðíûé àíàëèçÊîâàðèàíòíûì òåíçîðîì ðàíãà k íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ îò k âåêòîðîâ, ëèíåéíàÿ ïî êàæäîìó èç àðãó-ìåíòîâ. Òîãäà â èíäåêñíûõ îáîçíà÷åíèÿõ òåíçîð çàäàåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ:
T (eα1 , . . . , eαk

) = Tα1...αkÑìåøàííûå òåíçîðû ðàíãà k1 +k2 îïðåäåëÿþòñÿ êàê ëèíåéíûå ôóíêöèè íà k1 âåêòîðàõ è k2 êîâåêòîðàõè èìåþò k1 íèæíèõ è k2 âåðõíèõ èíäåêñîâ. Ïî êàæäîìó íèæíåìó èíäåêñó òåíçîð ïðåîáðàçóåòñÿ ïîçàêîíó êîâåêòîðà, à ïî âåðõíåìó � ïî çàêîíó âåêòîðà.Ñèìâîë Êðîíåêåðà ñìåøàííûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà. Îí ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì òåíçîðîì, ïîñêîëü-êó â ëþáûõ íîâûõ êîîðäèíàòàõ ïðèíèìàåò òå æå çíà÷åíèÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöû.Ìåòðèêà ÿâëÿåòñÿ êîâàðèàíòíûì òåíçîðîì âòîðîãî ðàíãà. Îíà ñîâïàäàåò, êàê ìû âèäåëè íà ïðè-ìåðå ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò, ñ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé òîëüêî â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ. Äëÿ ìåòðèêèîïðåäåëÿþò îáðàòíóþ ìåòðèêó g−1 ñîãëàñíî ìàòðè÷íîìó ïðåäñòàâëåíèþ g−1 · g = , çàïèñûâàÿ èíäåêñûîáðàòíîé ìàòðèöû ñâåðõó:
||g−1||αβ = gαβ, gαβgβγ = δαγ .Èç èíâàðèàíòíîñòè åäèíè÷íîãî òåíçîðà Êðîíåêåðà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò ìàòðèöåé

Λ, ââèäó Λ · ·Λ−1 = , ñëåäóåò, ÷òî îáðàòíàÿ ìåòðèêà äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì âòîðîãî ðàíãà:
Λα
α′Λ

β
β′g

α′β′

= g′αβ , gβ′′γ′′(Λ−1)β
′′

β (Λ−1)γ
′′

γ = g′βγ ,

g′αβg′βγ = Λα
α′Λ

β
β′g

α′β′

gβ′′γ′′(Λ−1)β
′′

β (Λ−1)γ
′′

γ ,íî ïîñêîëüêó Λβ
β′(Λ−1)β

′′

β = δβ
′′

β′ , à çíà÷èò,
Λβ
β′g

α′β′

gβ′′γ′′(Λ−1)β
′′

β = gα
′β′

gβ′γ′′ = δα
′

γ′′ ,ïîëó÷èì
g′αβg′βγ = Λα

α′δα
′

γ′′(Λ−1)γ
′′

γ = Λα
α′(Λ−1)α

′

γ = δαγ ,êàê ýòî è äîëæíî áûòü.Ìåòðèêà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâûõ òåíçîðíûõ âåëè÷èí ïóòåì ïîäíèìàíèÿ è îïóñêàíèÿèíäåêñîâ: ïîäíèìàíèå èíäåêñà ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé ìåòðèêè ïåðåâîäèò êîâåêòîðíóþ âåëè÷èíó â âåê-òîðíóþ, aα 7→ aα = gαβaβ , à îïóñêàíèå èíäåêñà ìåòðèêîé ïåðåâîäèò âåêòîð â êîâåêòîð, aα 7→ aα = gαβa
β .Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ òåíçîðà ìåòðèêè êàê îáðàòíîé ìàòðèöû äëÿ êîâàðèàíòíîãî òåíçîðà ìåòðèêè ïî-ñëåäîâàòåëüíîå ïîäíèìàíèå è îïóñêàíèå èíäåêñà íå ìåíÿåò òåíçîðíóþ âåëè÷èíó.Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ìåòðèêà åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, òàê ÷òî ïîä-íèìàíèå èëè îïóñêàíèå èíäåêñà òåíçîðíîé âåëè÷èíû íå ìåíÿåò ýòó òåíçîðíóþ âåëè÷èíó. Ïîýòîìó âäåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íå ðàçëè÷àþò âåðõíèå è íèæíèå èíäåêñû. Îäíà-êî ýòî ðàçëè÷èå ñóùåñòâåííî êàê â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà (ñì. ïðèìåðñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò âûøå), òàê è â ñëó÷àå ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè (ïðîñòðàíñòâî Ìèí-êîâñêîãî).11.2. Èçîìåòðèè åâêëèäîâîé ìåòðèêèÍàéäåì ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò, êîòîðûå íå ìåíÿþò âèä ìåòðèêè, � èçîìåòðèè. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëàçàïèøåì çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåòðèêè ïðè ïðîèçâîëüíûõ (îáðàòèìûõ) çàìåíàõ êîîðäèíàò:

dC2 = g′α′β′dr′α
′

dr′β
′

= g′α′β′Λα′

α Λβ′

β drαdrβ = gαβdrαdrβ ,ãäå ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò çàäàåòñÿ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè Λα
β = ∂βr

′α. Çíà÷èò,
gαβ = g′α′β′Λα′

α Λβ′

β .Îïðåäåëèì êâàäðàòíóþ ìàòðèöó ĝ ñ ýëåìåíòàìè ||ĝ||αβ = gαβ. Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå ìåòðèêè çàïèøåòñÿâ âèäå
ĝαβ = ĝ′α

′

β′ Λα′

α Λβ′

β ,òàê ÷òî ñ ïîìîùüþ òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû (ΛT )αα′ = Λα′

α ïîëó÷èì ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå
ĝαβ = (ΛT )αα′ ĝ′α

′

β′ Λβ′

β = (ΛT · ĝ′ · Λ)αβ ,
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ĝ = ΛT · ĝ′ · Λ.Ïðè èçîìåòðèè âèä ìåòðèêè íå ìåíÿåòñÿ: ĝ = ĝ′, à çíà÷èò,èçîìåòðèÿ: ĝ = ΛT · ĝ · Λ. (2.6)Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ìåòðèêà � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà: ĝ = , à èçîìåòðèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

ΛT · Λ = , (2.7)îòêóäà, âçÿâ äåòåðìèíàíò, íàõîäèì
(det Λ)2 = 1 ⇒ det Λ = ±1. (2.8)Ïðåîáðàçîâàíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (2.7) íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè (ñèìâîë O), à óñëîâèþ

det Λ = 1 � ñïåöèàëüíûìè (ñîáñòâåííûìè, ñèìâîë S). Ñïåöèàëüíûå èçîìåòðèè � ýòî âðàùåíèÿ ïðî-ñòðàíñòâà, ãîóïïà âðàùåíèé 3-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà SO(3), r′α = Rα
β(φ)rβ , ò.å. â ñëó÷àåáåñêîíå÷íî ìàëîãî ïîâîðîòà r′ ≈ r + φ × r ïðè φ → 0, è ïðîñòðàíñòâåííûå ñäâèãè r′ = r + a, êî-ãäà ñîîòâåòñòâåííî, Λα

β = Rα
β ñ óãëîì ïîâîðîòà φ è Λα

β = δαβ ïðè a, êîòîðîå íå çàâèñèò îò êîîðäèíàò.Çåðêàëüíîå îòðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà r 7→ −r (ñèìâîë P) èëè íå÷åòíîãî ÷èñëà åãî îñåé ïðèâîäèò, î÷åâèä-íî, ê det Λ = −1, à â îáùåì ñëó÷àå ïîäîáíûå (íåñîáñòâåííûå) ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîìáèíàöèåéâðàùåíèÿ ñ îòðàæåíèåì. Â èòîãå, èçîìåòðèè òðåõìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà çàäàþòñÿ øåñòüþíåïðåðûâíûìè ïàðàìåòðàìè: òðè óãëà ïîâîðîòà âîêðóã òðåõ íåçàâèñèìûõ îñåé è òðè ñäâèãà êîîðäèíàòïðè òðàíñëÿöèè âäîëü òðåõ íåçàâèñèìûõ îñåé, íåîäíîðîäíàÿ (inhomogeneous, ñèìâîë I) ãðóïïà ISO(3),� à òàêæå äèñêðåòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ P. Ïðåîáðàçîâàíèÿ SO(3) âìåñòå ñ Pîáðàçóþò ãðóïïó O(3).Â ÷àñòíîñòè, ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ � ýòî òðàíñëÿöèÿ ñ a = va t, è îíî ÿâëÿåòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî,èçîìåòðèåé åâêëèäîâîé ìåòðèêè. Ïîñêîëüêó çàêîíû ìåõàíèêè çàïèñûâàþòñÿ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-ñòâå âî âñåõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà îäèíàêîâî, ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò ïðè ïåðåõîäå èçîäíîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû â äðóãóþ äîëæíî áûòü èçîìåòðèåé åâêëèäîâîé ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâà, àäåéñòâèå äîëæíî áûòü åâêëèäîâûì ñêàëÿðîì, ò.å. èíâàðèàíòîì, òàêæå êàê è âðåìÿ, òå÷åíèå êîòîðîãîíå çàâèñèò îò êîîðäèíàò. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè Ëàãðàíæà è Ãàìèëüòîíà � åâêëèäîâû ñêàëÿ-ðû, è ñëåäîâàòåëüíî, èìïóëüñ êàê ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñêàëÿðíîé ôóíêöèè ïî êîìïîíåíòàì âåêòîðà,
pα = ∂L/∂vα, � åâêëèäîâ êîâåêòîð, ïîñêîëüêó rα � âåêòîð, à çíà÷èò, è åãî ïðîèçâîäíàÿ ïî ñêàëÿðíîéâåëè÷èíå � âðåìåíè, ñêîðîñòü òîæå âåêòîð ṙα = vα. Ïðåîáðàçîâàíèÿ åâêëèäîâîé ìåòðèêè èìïóëüñíîãîïðîñòðàíñòâà (ïðîñòðàíñòâà ñêîðîñòåé) òàêæå äîëæíû áûòü èçîìåòðèÿìè.Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ñäâèãà êîîðäèíàò îò âðåìåíè, êàê è íåçàâèñèìîñòü óãëà ïîâîðîòà îò âðåìåíèÿâëÿþòñÿ, êîíå÷íî, ñëåäñòâèÿìè ïîñòóëàòà îá èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ: óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èíâàðèàíò-íû òîëüêî ïðè ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè òðàíñëÿöèè îò âðåìåíè.Â ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, âî-ïåðâûõ, çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðà òðàíñëÿöèè îò âðåìåíèñòàíîâèòñÿ íåäîïóñòèìîé, ÷òî èñêëþ÷àåò èç ÷èñëà ñäâèãîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàëèëåÿ, íî îñòàâëÿåò â ñè-ëå, êîíå÷íî, âñå äðóãèå ïåðå÷èñëåííûå íàìè èçîìåòðèè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà êàê ïðåîáðàçîâàíèÿ,íå èçìåíÿþùèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, à âî-âòîðûõ, ñàìî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñòàíîâèòñÿ ïîäìíî-æåñòâîì áîëåå îáùåé ñòðóêòóðû � ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî ñ áîëåå øèðîêîé ãðóïïîé èçîìåòðèé,âêëþ÷àþùåé â ñåáÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà, êîòîðûå íå òîëüêî ñîõðàíÿþò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, íîîñòàâëÿþò èíâàðèàíòíûì äåéñòâèå ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû è ïîëåé.11.3. Òåíçîð Ëåâè-×èâèòàÐàññìîòðèì îðòîíîðìèðîâàííóþ ïðàâóþ òðîéêó áàçèñíûõ âåêòîðîâ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, íàïðèìåð,
ex, ey, ez ≡ eα, α = 1, 3. Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå (ex × ey) · ez = 1 � îáúåì åäèíè÷íîãî êóáà. Ëèíåéíàÿïî êàæäîìó èç àðãóìåíòîâ âåëè÷èíà

(eα × eβ) · eγ ≡ εαβγçàäàåò êîìïîíåíòû òåíçîðà òðåòüåãî ðàíãà � ñèìâîëà Ëåâè-×èâèòû, ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íîãîïî ïåðåñòàíîâêàì êàæäîãî èç äâóõ åãî àðãóìåíòîâ. Êàê ñëåäñòâèå, åñëè õîòÿ áû ïàðà âåêòîðîâ â ñìå-øàííîì ïðîèçâåäåíèè ñîâïàäàåò, åãî çíà÷åíèå ðàâíî íóëþ. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ñèìâîëà Ëåâè-×èâèòà� îðèåíòèðîâàííûé îáúåì êóáà, íàòÿíóòîãî íà òðîéêó åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ: íà ïðàâîé òðîéêå îáúåìïîëîæèòåëüíûé ¾+1¿, íà ëåâîé � îòðèöàòåëüíûé ¾−1¿, à äëÿ ïëîñêîé ôèãóðû ðàâåí íóëþ.Ðàçëîæåíèå âåêòîðîâ ïî áàçèñó çàäàåò ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå â âèäå
(a× b) · c = (aαeα × bβeβ) · cγeγ = aαbβcγ(eα × eβ) · eγ = εαβγa

αbβcγ .



38 Òåìà 2. Âåêòîðíûé àíàëèçÀíàëîãè÷íî âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ñ êîìïîíåíòîé γ
(a × b)γ = (a × b) · eγ = εαβγa

αbβ,îòêóäà çàîäíî çàêëþ÷àåì, ÷òî êîìïîíåíòû åäèíè÷íîãî âåêòîðà (eγ)γ
′

= δγ
′

γ , ò.å. åäèíñòâåííàÿ åäèíèöàó ñòîëáöà eγ íàõîäèòñÿ íà ìåñòå, íîìåð êîòîðîãî ðàâåí γ.Ñòàíäàðòíîå îïðåäåëåíèå äåòåðìèíàíòà êâàäðàòíîé ìàòðèöû A ðàçìåðíîñòè 3 × 3

detA =
∑

(−1)σ(αβγ)A1αA2βA3γ ,ãäå σ(αβγ) � ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê îòëè÷íûõ äðóã îò äðóãà èíäåêñîâ â óïîðÿäî÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü 123, ñ ïîìîùüþ òåíçîðà Ëåâè-×èâèòû ïðèíèìàåò âèä
detA = εαβγA1αA2βA3γ . (2.9)Çàïèøåì ýòî æå âûðàæåíèå äëÿ äåòåðìèíàíòà â âèäå

detA = εα1α2α3A1α1A2α2A3α3 =
1

3!
εα1α2α3εβ1β2β3Aβ1α1Aβ2α2Aβ3α3 .Çäåñü ìû çàìåòèëè, ÷òî è äëÿ ïåðâîãî èíäåêñà ìàòðèöû â ïðîèçâåäåíèè íåîáõîäèìî çàïèñàòü óïîðÿ-äî÷åííóþ ïðàâóþ òðîéêó, ïðè÷åì, ïðè ïåðåñòàíîâêå ïîðÿäêà ëþáûõ äâóõ áåòà-èíäåêñîâ ñìåíà çíàêàñëàãàåìîãî êîìïåíñèðóåòñÿ ñìåíîé çíàêà ó áåòà-ñèìâîëà Ëåâè-×èâèòà, à ÷èñëî îäèíàêîâûõ ÷ëåíîâ ðàâ-íî ÷èñëó ïåðåñòàíîâîê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 123, ò.å. 3!. Èç ïðèâåäåííîãî âûøå âûðàæåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò,÷òî äåòåðìèíàíò êâàäðàòíîé ìàòðèöû è òðàíñïîíèðîâàííîé ê íåé ìàòðèöû ñîâïàäàþò, ïîñêîëüêó ïåðå-ñòàíîâêà àëüôà- è áåòà-ñèìâîëîâ Ëåâè-×èâèòû íå èçìåíÿåò ðåçóëüòàò è, êàê ðàç, îòâå÷àåò ïåðåñòàíîâêåàëüôà- è áåòà-èíäåêñîâ ìàòðèöû, ò.å. òðàíñïîíèðîâàíèþ.Áîëåå òîãî, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

εβ1β2β3Aβ1α1Aβ2α2Aβ3α3 = detA · εα1α2α3 , (2.10)ïîñêîëüêó ñëåâà â (2.10) ñòîèò òåíçîð àíòèñèììåòðè÷íûé ïî ïåðåñòàâíîâêå ëþáûõ äâóõ àëüôà-èíäåêñîâ:ïåðåñòàíîâêà äâóõ àëüôà-èíäåêñîâ è ñîîòâåòñòâóþùèõ áåòà-èíäåêñîâ äàñò òîæäåñòâî, à äîïîëíèòåëüíàÿïåðåñòàíîâêà áåòà-èíäåêñîâ ïðèâåäåò ê çíàêó ¾ìèíóñ¿.Ðàâåíñòâî (2.10) ïîçâîëÿåò ñðàçó âû÷èñëèòü äåòåðìèíàíò ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìàòðèö,
det(A ·B) =

1

3!
εα1α2α3εβ1β2β3(Aα1γ1Bγ1β1)(Aα2γ2Bγ2β2)(Aα3γ3Bγ3β3)

=
1

3!
εα1α2α3Aα1γ1Aα2γ2Aα3γ3εγ1γ2γ3 detB =

= detA · detB.Äëÿ íàõîæäåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû, ââåäåì ïîíÿòèå ìèíîðà
Mαβ =

1

2!
εαα2α3εββ2β3Aβ2α2Aβ3α3 . (2.11)Âû÷èñëèì

MαβAβα′ =
1

2!
εαα2α3εββ2β3Aβα′Aβ2α2Aβ3α3 =

1

2!
εαα2α3εα′β2β3 detA =

1

2!
2! δαα′ detA.Çíà÷èò, ýëåìåíòû îáðàòíîé ìàòðèöû �

(A−1)αβ =
1

detA
Mαβ =

1

2! detA
εαα2α3εββ2β3Aβ2α2Aβ3α3 . (2.12)Òîãäà ìîæíî ëåãêî çàïèñàòü äèôôåðåíöèàë äåòåðìèíàíòà

d detA = dAβα · 3
1

3!
εαα2α3εββ2β3Aβ2α2Aβ3α3 = dAβαMαβ = detA · (A−1)αβ dAβα. (2.13)Â ÷àñòíîñòè, äëÿ òåíçîðà ìåòðèêè

d det g = det g · gαβ dgβα. (2.14)



Ëåêöèÿ � 4 39Èç (2.9), ïîëàãàÿ A1α 7→ aα, A2β 7→ bβ, A3γ 7→ cγ , ñðàçó ïîëó÷àåì
(a× b) · c = det





a(1) a(2) a(3)

b(1) b(2) b(3)

c(1) c(2) c(3)



 ,è â ÷àñòíîñòè,
εαβγ = (eα × eβ) · eγ = det









e
(1)
α e

(2)
α e

(3)
α

e
(1)
β e

(2)
β e

(3)
β

e
(1)
γ e

(2)
γ e

(3)
γ









= det







δ1α δ2α δ3α

δ1β δ2β δ3β

δ1γ δ2γ δ3γ






.Îòñþäà ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå òåíçîðîâ Ëåâè-×èâèòà ñâîäèòñÿ ê ïðîèçâåäåíèþ äåòåðìè-íàíòîâ

εαβγεα′β′γ′ = det







δ1α δ2α δ3α

δ1β δ2β δ3β

δ1γ δ2γ δ3γ






· det









δ1α′ δ1β′ δ1γ′

δ2α′ δ2β′ δ2γ′

δ3α′ δ3β′ δ3γ′









,ãäå âî âòîðîì ìíîæèòåëå ìû èñïîëüçîâàëè òðàíñïîíèðîâàííóþ ìàòðèöó. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ñóììà
δ1αδ

1
α′ + δ2αδ

2
α′ + δ3αδ

3
α′ = δαα′ò.å. îòëè÷íà îò íóëÿ è ðàâíà åäèíèöå, åñëè èíäåêñû ñîâïàäàþò. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïîëíîñòüþàíòèñèììåòðè÷íûõ ñèìâîëîâ ñâîäèòñÿ ê äåòåðìèíàíòó

εαβγεα′β′γ′ = det







δαα′ δαβ′ δαγ′

δβα′ δββ′ δβγ′

δγα′ δγβ′ δγγ′






. (2.15)Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ñëåäóåò ïîëó÷èòü ôîðìóëû ñâåðòêè ïðîèçâåäåíèÿ ñèìâîëîâËåâè-×èâèòû ïî îäíîìó, äâóì è òðåì èíäåêñàì:

εαβγεα′β′γ = det

(

δαα′ δαβ′

δβα′ δββ′

)

,

εαβγεα′βγ = 2δαα′ ,

εαβγεαβγ = 3! = 6.

(2.16)Ýëåìåíò ïëîùàäè d2σ ñ îáðàçóþùèìè da è db � ýòî âåêòîð, íàïðàâëåííûé îðòîãîíàëüíî ïëîñêîñòèîáðàçóþùèõ, ñ äëèíîé, ðàâíîé ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà ñ îáðàçóþùèìè ðåáðàìè:
d2σ = da× db.Íàðÿäó ñ òàêèì âåêòîðîì ïëîùàäè ÷àñòî ââîäÿò àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð

d2σαβ = εαβγdsγ = εαβγεα′β′γdaα
′

dbβ
′

= daαdbβ − daβdbα,äëÿ êîòîðîãî èñïîëüçóþò îáîçíà÷åíèå
daα ∧ dbβ =

1

2

(

daαdbβ − daβdbα
)

.11.4. Ãðàäèåíò, äèâåðãåíöèÿ, ðîòîðÍàêîíåö, äàäèì îïðåäåëåíèÿ êîâàðèàíòíîãî âåêòîðà ¾íàáëà¿ â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå4 dr = dCαeα:
∇ = eα

∂

∂Cα
. (2.17)4Ðå÷ü èäåò îá îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå, êîãäà áàçèñíûå íàáîðû â êîíòðâàðèàíòíîì è êîâàðèàíòíîì âåêòîðíîì ïðî-ñòðàíñòâå, eα è hα, ñîîòâåòñòâåííî, ñîâïàäàþò: hα = eα. Åñëè íîðìèðîâàííûé áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íå îðòîãî-íàëåí, òî áàçèñ â êîâàðèàíòíîì ïðîñòðàíñòâå hα ñòðîèòñÿ ïî çàêîíó hα · eβ = δαβ , è ðàçëîæåíèå äëÿ ¾íàáëà¿ ïðèíèìàåòâèä ∇ = hα ∂

∂Cα .



40 Òåìà 2. Âåêòîðíûé àíàëèçÂ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ dCα = drα = (dx, dy, dz) è ∇α = ∂/∂rα, íî, ñêàæåì, â áàçèñå ñôåðè÷åñêèõêîîðäèíàò (2.1) èíôèíèòåçèìàëüíûé âåêòîð äëèíû dCα = (dr, rdθ, r sin θdφ), òàê ÷òî
∇ = er

∂

∂r
+ eθ

∂

r∂θ
+ eφ

∂

r sin θ∂φ
.Äåéñòâèå êîâåêòîðà íàáëà ïåðåâîäèò ñêàëÿð f â âåêòîð, êîòîðûé íàçûâàþò ãðàäèåíòîì f :

∇f = gradf, (∇f)α = ∇αf. (2.18)Ãðàäèåíò ñâÿçàí ñ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè ïî íàïðàâëåíèþ u (u2 = 1)
duf = f(r + dC u) − f(r) = dC u · ∇f,òàê ÷òî ýòîò äèôôåðåíöèàë ìàêñèìàëåí â íåêîòîðîì íàïðàâëåíèè u∗, è ñëåäîâàòåëüíî, ãðàäèåíò óêà-çûâàåò íàïðàâëåíèå è ñêîðîñòü ìàêñèìàëüíîãî ðîñòà ôóíêöèè â òî÷êå. Íàïðàâëåíèå ãðàäèåíòà îðòîãî-íàëüíî ê êàñàòåëüíîé ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè u‖, ò.å. ïîñòîÿííîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè, êîãäà du‖

f = 0.Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êîâåêòîðà íàáëà ñ âåêòîðîì íàçûâàåòñÿ äèâåðãåíöèåédiva = ∇ · a = ∇αa
α. (2.19)Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå íàáëà ñ âåêòîðîì a îáðàçóåò âåêòîð ðîòîðàrota = ∇× a, (rota)α = εαβγ∇βaγ . (2.20)Îòñþäà, íàïðèìåð, div rota = ∇ · (∇× a) = (∇×∇) · a = εαβγ∇α∇βaγ = 0,ïîñêîëüêó ñâåðòêà àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà ñ ñèììåòðè÷íûì òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ.Ëàïëàñèàíîì íàçûâàþò ñêàëÿð

4 = ∇ · ∇, (2.21)êîòîðûé â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ñâîäèòñÿ ê 4 = ∂α∂α.�a. Äèôôåðåíöèðîâàíèå â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõÂ ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ áàçèñ çàâèñèò îò òî÷êè ïðîñòðàíñòâà, òàê ÷òî íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü åãîèçìåíåíèÿ, êîòîðûå ëåãêî óñòàíîâèòü ãðàôè÷åñêè, âû÷èñëÿÿ ïðîåêöèè âàðèàöèè áàçèñíûõ âåêòîðîâ íàñàìè áàçèñíûå îðòû:
der = eθdθ + eφ sin θdφ,

deθ = −erdθ + eφ cos θdφ,

deφ = −er sin2 θdφ− eθ sin θ cos θdφ.

(2.22)Òîãäà
er
∂

∂r
∇ = er

∂

∂r

{

er
∂

∂r
+ eθ

∂

r∂θ
+ eφ

∂

r sin θ∂φ

}

= e2r
∂2

∂r2
=

∂2

∂r2
,

eθ
∂

r∂θ
∇ = eθ

∂

r∂θ

{

er
∂

∂r
+ eθ

∂

r∂θ
+ eφ

∂

r sin θ∂φ

}

=

= e2θ
1

r

{

∂

∂r
+

∂2

r∂θ2

}

=
∂

r∂r
+

∂2

r2∂θ2
,

eφ
∂

r sin θ∂φ
∇ = eφ

∂

r sin θ∂φ

{

er
∂

∂r
+ eθ

∂

r∂θ
+ eφ

∂

r sin θ∂φ

}

=

= e2φ
1

r sin θ

{

sin θ
∂

∂r
+ cos θ

∂

r∂θ
+

∂2

r sin θ∂φ2

}

=
∂

r∂r
+

cos θ

sin θ

∂

r2∂θ
+

∂2

r2 sin2 θ∂φ2
,è â èòîãå,

4 =
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
+

1

r2

{

∂2

∂θ2
+ cot θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2

} (2.23)
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4f =

1

r

∂2

∂r2
(rf) +

1

r2

{

1

sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂f

∂θ

)

+
1

sin2 θ

∂2f

∂φ2

}

. (2.24)Ââîäÿò òàêæå îïåðàòîð ñäâèãà ïî ìîäóëþ ðàäèóñ-âåêòîðà
k̂r =

∂

∂r
+

1

r
,äëÿ êîòîðîãî

k̂2r =
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
,à òàêæå óãëîâóþ ÷àñòü îïåðàòîðà Ëàïëàñà

∆θ,φf =
1

sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂f

∂θ

)

+
1

sin2 θ

∂2f

∂φ2
,òàê ÷òî

4f = k̂2rf +
1

r2
∆θ,φf. (2.25)Îïåðàòîð ñäâèãà ïî ðàäèóñà îïðåäåëÿåòñÿ íà ôóíêöèÿ âèäà

k̂r

{

1

r
f(r)

}

=
1

r
f ′(r).Ïîýòîìó

ek̂ra
1

r
f(r) =

∑

n

1

n!
an

1

r
f (n)(r) =

1

r
f(r + a).Â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèè

Φkr
(r) =

1

r
eikrrÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè äëÿ ãåíåðàòîðà ñäâèãà ïî ðàäèóñó pr = −ik̂r:

ik̂rΦkr
(r) = kr Φkr

(r).Åñëè ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå âåùåñòâåííîå, kr ∈ R, òî ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé.Â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ òåì æå ñïîñîáîì ëåãêî âû÷èñëèòügrad r = ∇r = er
∂r

∂r
= er =

r

r
,div r = ∇ · (rer) = e2r

∂r

∂r
+ e2θ

1

r
r + e2φ

1

r sin θ
r sin θ = 3,rotr = ∇× (rer) =

∂r

∂r
er × er +

1

r
eθ × (reθ) +

1

r sin θ
eφ × (r sin θeφ) = 0.Ïîëåçíûå óïðàæíåíèÿ ïî âåêòîðíîìó àíàëèçó ìîæíî íàéòè â ñáîðíèêå çàäà÷ ïî òåîðåòè÷åñêèé ôèçèêåèç çàäàíèé ÌÔÒÈ [6].Êðîìå òîãî, çäåñü óìåñòíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ áîëåå ãëóáîêîãî ïîíèìàíèÿ âåêòîðíîãî àíàëèçà ñëåäóåòîçíàêîìèòüñÿ ñ ñîâðåìåííûì ÿçûêîì ðàññìîòðåíèÿ èíòåãðàëîâ ïî êîíòóðàì è ïîâåðõíîñòÿì íà ÿçûêåäèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì (ñì. �12.) [5].11.5. Äèôôåðåíöèðîâàíèå â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõÂ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ áàçèñíûå âåêòîðû è ìåòðèêà çàâèñÿò îò òî÷êè ïðîñòðàíñòâà. Ïðè ýòîì,èçìåíåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïðè áåñêîíå÷íî ìàëîì ñäâèãå äëÿ ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò ìû óñòàíîâè-ëè ïðè ïîìîùè íàãëÿäíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîñòðîåíèé â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â îáùåì ñëó÷àåòàêàÿ íàãëÿäíîñòü ìîæåò áûòü äîâîëüíî çàòðóäíèòåëüíà, òàê ÷òî èìååòñÿ íåîáõîäèìîñòü â ïîëó÷åíèèóíèâåðñàëüíîãî, àíàëèòè÷åñêîãî èíñòðóìåíòàðèÿ äëÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ òåíçîðíûõ âåëè÷èí â êðèâî-ëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ � äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè.Êàê ìû âèäåëè íà ïðèìåðå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåòðèêè ïðè ñìåíå êîîðäèíàò, àíàëèòè÷åñêèé ìåòîäïîäðàçóìåâàåò ââåäåíèå ïîëèëèíåéíûõ ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå, ÷òî è ïîçâîëÿåòïîëó÷àòü âåëè÷èíû ñ òåíçîðíûìè ñâîéñòâàìè.
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r′α = rα + ξα, ξα → 0. (2.26)Èçìåíåíèå ñêàëÿðà ïî íàïðàâëåíèþ ξ ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâïåðâîãî ïîðÿäêà ïî ξ çàïèøåòñÿ â âèäå

 Lξf = f(r′) − f(r) = f(r + ξ) − f(r) = f(r) + ξα∂αf(r) − f(r) = ξα∂αf(r). (2.27)Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î ïðîèçâîäíîé Ëè ñêàëÿðà ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà ξ:  Lξf .Ðàññìîòðèì êîâåêòîðíîå ïîëå a(r) è ïîñòðîèì èíâàðèàíò ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè
dF (r′) = aα(r′)dr′α.Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà ïî ξ è ïðåîáðàçîâàíèå äèôôåðåíöèàëîâ êîîðäèíàò ñîãëàñíî (2.26)
∂r′α

∂rβ
= δαβ + ∂βξ

α, (2.28)íàéäåì
dF (r′) = (aα(r) + ξγ∂γa

α)
(

δαβ + ∂βξ
α
)

drβ = aα(r) drα + drαξγ∂γaα + drβaα(r) ∂βξ
α, (2.29)ãäå åñòü âêëàä ñêàëÿðà

dF (r) = aα(r) drα.Ðàçíîñòü ñêàëÿðîâ
dF (r′) − dF (r) = (ξγ∂γaα + aγ ∂αξ

γ) drαÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì, à çíà÷èò, êîâåêòîðîì ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà
 Lξaα = ξγ∂γaα + aγ ∂αξ

γ , (2.30)êîòîðóþ íàçûâàþò ïðîèçâîäíîé Ëè êîâåêòîðà a ïî íàïðàâëåíèþ ξ, ïîñêîëüêó
aα(r′)dr′α = aα(r) drα +  Lξaαdrα.Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî, ïðîèçâîäíàÿ Ëè âåêòîðà a ïî íàïðàâëåíèþ ξ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïðèðàññìîòðåíèè èíâàðèàíòà

dG(r) = aα(r) ∂α,òàê ÷òî
aα(r′) ∂′α = aα(r) ∂α +  Lξa

α∂α,ãäå, ñ ó÷åòîì ïðåîáðàçîâàíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïðè ξ → 0

∂′β =

(

∂rα

∂r′β

)

∂α =
(

δαβ − ∂βξ
α
)

∂α, (2.31)íàõîäèì
 Lξa

α = ξγ∂γa
α − aγ ∂γξ

α. (2.32)Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ Ëè âåêòîðà ξ ïî íàïðàâëåíèþ ξ òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ.Íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå î ïðîèçâîäíîé Ëè âåêòîðà ïî íàïðàâëåíèþ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: âåêòîð âòî÷êå r′ è â òî÷êå r çàïèñûâàåòñÿ â ðàçíûõ áàçèñàõ, øòðèõîâàííîì è íåøòðèõîâàííîì, ñîîòâåòñòâåííî, àçíà÷èò, îí â ýòèõ òî÷êàõ ïðè çàìåíå áàçèñà ïðåîáðàçóåòñÿ ñîâåðøåííî ðàçíûìè ìàòðèöàìè, çàäàííûìè âðàçíûõ òî÷êàõ, ò.å. èç âåêòîðîâ â øòðèõîâàííîé è íåøòðèõîâàííîé òî÷êàõ ïîñðåäñòâîì îïåðàöèè ñëîæå-íèÿ (âû÷èòàíèÿ) íåâîçìîæíî ñîñòàâèòü îáúåêò, ÿâëÿþùèéñÿ òåíçîðíîé âåëè÷èíîé ñ ñîîòâåòñòâóþùèìçàêîíîì ïðåîáðàçîâàíèÿ â çàäàííîé òî÷êå, è ïîýòîìó äëÿ ñðàâíåíèÿ âåêòîðîâ íåîáõîäèìî ðàçëîæèòüøòðèõîâàííûé áàçèñ ïî èñõîäíîìó, íåøòðèõîâàííîìó è ïîëó÷èòü òàêèì îáðàçîì êîìïîíåíòû âåêòîðàâ íåøòðèõîâàííîì áàçèñå. Òàêîå ðàçëîæåíèå ïî èñõîäíîìó áàçèñó íàçûâàþò ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîìâåêòîðà èç øòðèõîâàííîé òî÷êè â íå øòðèõîâàííóþ. Òîãäà ïåðåíåñåííûé ïàðàëëåëüíî â íåøòðèõîâàí-íóþ òî÷êó âåêòîð ïðåîáðàçóåòñÿ ïî çàêîíó âåêòîðà â ýòîé òî÷êå, íî, ïðè ýòîì, ðåçóëüòàò ïàðàëëåëüíîãîïåðåíîñà íå ñîâïàäàåò ñ èñõîäíûì âåêòîðîì â ýòîé òî÷êå, è ðàçëè÷èå îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé Ëè.Äëÿ òåíçîðîâ âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ Ëè ñâîäèòñÿ ê ïðàâèëàì (2.30) è (2.32) ïî êàæäîìó èíäåêñó.Òàê, íàïðèìåð, äëÿ êîâàðèàíòíîãî òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà, ñêàæåì, ìåòðèêè ýòà ïðîèçâîäíàÿ èìååò âèä
 Lξgαβ = ξγ∂γgαβ + gγβ∂αξ

γ + gαγ∂βξ
γ . (2.33)
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 Lµa

α = eγµ∂γa
α − aγ ∂γe

α
µ. (2.34)Êàê ìû âèäåëè íà ïðèìåðå áàçèñà â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, ïðîèçâîäíûå áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïðèñìåùåíèè êîîðäèíàò ∂γeαµ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ðàâíû íóëþ. Äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ òàêèõ ïðî-èçâîäíûõ, ââåäåì áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå êîâåêòîðîâ, hν , ñîãëàñíî óñëîâèþ îðòîíîðìèðîâàííîñòè

eαµh
ν
α = eµ · hν = δνµ. (2.35)Ñìûñë âåëè÷èí eαµ è hνα ÿñåí: ýòî � ¾àëüôòûå¿ êîîðäèíàòû ¾ìþòîãî¿ áàçèñíîãî âåêòîðà â ñàìîì áàçèñåâåêòîðîâ è ¾íþòîãî¿ áàçèñíîãî êîâåêòîðà â ñàìîì áàçèñå êîâåêòîðîâ, ñîîòâåñòñòâåííî, ò.å. ýòî � ïðîñòîåäèíè÷íûå ìàòðèöû ïî óêàçàííûì èíäåêñàì. Îòñþäà ñëåäóåò åùå îäíî òîæäåñòâî:
eαµh

µ
β = δαβ . (2.36)Òîãäà ïðîèçâîäíóþ Ëè (2.34) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

 Lµa
α = eγµ∂γa

α − eγµh
ν
γa

β ∂βe
α
ν = eγµ

(

∂γa
α − hνγa

β ∂βe
α
ν

)

. (2.37)Â èòîãå, ìû ïîëó÷èëè ðàçëîæåíèå ïî áàçèñó eµ âåêòîðà ïðîèçâîäíîé Ëè ïî íàïðàâëåíèþ áàçèñíîãîâåêòîðà, è ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå î òåíçîðå êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé âåêòîðà:
∇γa

α = ∂γa
α − aβ hνγ ∂βe

α
ν . (2.38)Ïîñêîëüêó

hνγ ∂βe
α
ν = ∂β

(

hνγ e
α
ν

)

− eαν ∂βh
ν
γ = ∂β

(

δαγ
)

− eαν ∂βh
ν
γ = −eαν ∂βh

ν
γ ,ìîæíî çàïèñàòü, ÷òî

− hνγ ∂βe
α
ν =

1

2

{

eαν ∂βh
ν
γ + eαν ∂γh

ν
β

}

+
1

2

{

eαν ∂βh
ν
γ − eαν ∂γh

ν
β

}

= Γα
βγ + Tα

βγ , (2.39)ãäå ìû âûäåëèëè ñèììåòðè÷íóþ ïî ïåðåñòàíîâêàì êîâàðèàíòíûõ èíäåêñîâ ÷àñòü Γα
βγ = Γα

γβ è àíòèñèì-ìåòðè÷íóþ ÷àñòü Tα
βγ = −Tα

γβ, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ñèììåòðè÷íîé ñâÿçíîñòüþ è êðó÷åíèåì (òîðñèîííîéñâÿçíîñòüþ), ñîîòâåòñòâåííî.Íàãëÿäíûé ñìûñë êðó÷åíèÿ
Tα
βγ =

1

2

{

eαν ∂βh
ν
γ − eαν ∂γh

ν
β

}

. (2.40)ìîæíî âûÿñíèòü, åñëè ââåñòè â ïðîñòðàíñòâå êîîðäèíàòíóþ ñåòêó, òàê ÷òî â êîâàðèàíòíîì ïðîñòðàíñòâåáàçèñ çàäàåòñÿ ãðàäèåíòàìè ê ëèíèÿì êîîðäèíàòíîé ñåòêè ñ ïîñòîÿííîé êîîðäèíàòîé:
hνβ = ∂βX

ν ,ãäå Xν � ýòî ¾íþòàÿ¿ ôóíêöèÿ ëèíèè êîîðäèíàòíîé ñåòêè Xν = const., â êîòîðîé âñå àðãóìåíòû, êðîìå¾íþòîãî¿, ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ñ ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèåì ¾íþòîé¿ êîîðäèíàòû, àêîíñòàíòà ìîæåò çàâèñåòü îò òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå. Âåëè÷èíà
ε1ε2∂βh

ν
γçàäàåò ñäâèã êîîðäèíàòíîé ñåòêè ñíà÷àëà ïî íàïðàâëåíèþ ¾ãàììà¿ áàçèñíîãî âåêòîðà ñ íîìåðîì ¾íþ¿íà áåñêîíå÷íî ìàëûé øàã ε1, à çàòåì ñäâèã êîîðäèíàòíîé ñåòêè â íàïðàâëåíèè ¾áåòà¿ íà áåñêîíå÷íîìàëûé øàã ε2. Âåëè÷èíà

ε1ε2∂γh
ν
βçàäàåò ñäâèã êîîðäèíàòíîé ñåòêè ñíà÷àëà ïî íàïðàâëåíèþ ¾áåòà¿ áàçèñíîãî âåêòîðà ñ íîìåðîì ¾íþ¿íà áåñêîíå÷íî ìàëûé øàã ε2, à çàòåì ñäâèã êîîðäèíàòíîé ñåòêè â íàïðàâëåíèè ¾ãàììà¿ íà áåñêîíå÷íîìàëûé øàã ε1. Åñëè â ïðîñòðàíñòâå äåéñòâèòåëüíî ìîæíî ââåñòè íå òîëüêî áàçèñ â êàæäîé òî÷êå, íî èêîîðäèíàòíóþ ñåòêó, òî ðàçíîñòü óêàçàííûõ âûøå âåëè÷èí, ðàâíà

ε1ε2(∂β∂γ − ∂γ∂β)Xν ≡ 0,



44 Òåìà 2. Âåêòîðíûé àíàëèçòàê êàê ÷àñòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïåðåñòàíîâî÷íî. Òàêèì îáðàçîì, êðó÷åíèå òîæäåñòâåííî ðàâíîíóëþ â ïðîñòðàíñòâàõ, â êîòîðûõ ìîæíî ââåñòè êîîðäèíàòíóþ ñåòêó. Åñëè êðó÷åíèå íå ðàâíî íóëþ, òîáàçèñíûå âåêòîðû íå ÿâëÿþòñÿ ãðàäèåíòàìè ëèíèé ïîñòîÿííûõ êîîðäèíàò, ò.å. ãðàäèåíòàìè ê ëèíèÿìêîîðäèíàòíîé ñåòêè, à çíà÷èò, ñàìó ýòó êîîðäèíàòíóþ ñåòêó íåâîçìîæíî ââåñòè: òàêèå ãåîìåòðè÷åñêèåïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ íåèíòåãðèðóåìûìè, èëè íåãîëîíîìíûìè.Çàäà÷à 7. Íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè íàéäèòå áàçèñ h1,2 êîâàðèàíòíîãî ïðîñòðàíñòâà, âûðàçèâ åãî ÷åðåç áàçèñâåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûé çàäàí â âèäå
e1 = ex, e2 =

√
3

2
ex +

1

2
ey.Çàïèøèòå ìåòðèêó â çàäàííîì áàçèñå âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Èñïîëüçóéòå ìåòîä îïðåäåëåíèÿ êîâàðèàíòíîãîáàçèñà ñîîòíîøåíèÿìè îðòîíîðìèðîâêè è ìåòîä ãðàäèåíòà ê ëèíèè ïîñòîÿííîé êîîðäèíàòû.Ìû áóäåì èññëåäîâàòü ãîëîíîìíûå ïðîñòðàíñòâà, ò.å. ïðîñòðàíñòâà ñ êîîðäèíàòíîé ñåòêîé, à çíà-÷èò, ñ íóëåâûì êðó÷åíèåì. Òîãäà êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ âåêòîðà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â òåðìèíàõñèììåòðè÷íîé ñâÿçíîñòè:

∇γa
α = ∂γa

α + Γα
βγa

β , Γα
βγ =

1

2

{

eαν ∂βh
ν
γ + eαν ∂γh

ν
β

}

. (2.41)Ñâÿçíîñòü ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ìåòðèêó ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ ýòîãî îïóñòèì èíäåêñ Γα|βγ = gαα′Γα′

βγ èçàïèøåì òîæäåñòâî
Γα|βγ =

1

2

{

∂βgαγ − hνγ∂β

(

gαα′eα
′

ν

)

+ ∂γgαβ − hνβ∂γ

(

gαα′eα
′

ν

)}

, (2.42)ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî (2.36),
gαα′eα

′

µ h
µ
β = gαα′δα

′

β = gαβ.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ âèäà
∂γ

(

gαα′eα
′

ν

)

= ∂γeαν ,âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî áàçèñû â âåêòîðíîì è êîâåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâàõ îòíîñÿòñÿ ê îäíîé è òîé æåêîîðäèíàòíîé ñåòêå, à çíà÷èò,
eαν(r) = g

(0)
νν′h

ν′

α (r), (2.43)ãäå g(0)νν′ � ìåòðèêà â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå, ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðóþ ìîæíî ñ÷èòàòüíà÷àëîì îòñ÷åòà êîîðäèíàòíîé ñåòêè, â îòëè÷èå îò áàçèñíûõ êîíòð- è êî-âåêòîðîâ, êîòîðûå èçìåíÿ-þòñÿ ïðè ñäâèãå êîîðäèíàò è èìåþò íåíóëåâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå5. Íåçàâèñèìîñòü g(0)νν′ îò ñäâèãîâîòâå÷àåò òîìó, ÷òî ìû ðàçëàãàåì âåêòîðû ïî ôèêñèðîâàííîìó áàçèñó â çàäàííîé òî÷êå: êîýôôèöèåí-òû ðàçëîæåíèÿ çàâèñÿò îò ñäâèãà, à áàçèñ ðàçëîæåíèÿ çàôèêñèðîâàí. Òîãäà, â ñèëó ðàâåíñòâà íóëþêðó÷åíèÿ, ìîæíî ïåðåñòàâèòü èíäåêñû ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé è ÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ:
∂γeαν = ∂γ

{

g
(0)
νν′h

ν′

α (r)
}

= g
(0)
νν′∂γ

{

hν
′

α (r)
}

= g
(0)
νν′∂α

{

hν
′

γ (r)
}

= ∂αeγν ,òàê ÷òî êðó÷åíèå îáðàùàåòñÿ â íóëü è äëÿ áàçèñà eαν :
g
(0)
νν′T

ν′

γα = ∂γeαν − ∂αeγν = 0,è ñâÿçíîñòü çàïèøåòñÿ â âèäå
Γα|βγ =

1

2

{

∂βgαγ + ∂γgαβ − hνγ∂αeβν − hνβ∂αeγν
}

. (2.44)Ïîñêîëüêó
hνγeβν = gγβ,5Êîìïîíåíòû ¾íþòîãî¿ áàçèñíîãî âåêòîðà ïðåîáðàçóþòñÿ ñòàíäàðòíî ñîãëàñíî çàêîíó eαν (r) = e

β
ν (r0) · ∂rα/∂rβ0 ,ãäå â èñõîäíîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êå r0 êîìïîíåíòû áàçèñíîãî âåêòîðà, êàê ìû óæå ãîâîðèëè âûøå, e

β
ν (r0) = δβν ,òàê ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ñ êîîðäèíàòíîé ñåòêîé eαν (r) = ∂rα/∂rν0 , îòêóäà äëÿ êîâàðèàíòíîãî òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà

g
(0)
µν ≡ gµν(r0) = gαβ(r) e

α
µ(r) e

β
ν (r). Àíàëîãè÷íî hνα(r) = ∂rν0/∂r

α, òàê ÷òî gαβ(r) = gµν(r0) h
µ
α(r) h

ν
β(r). È ìû êîíñòà-òèðóåì, ÷òî èíäåêñû òèïà ¾àëüôà¿ îïóñêàþòñÿ è ïîäíèìàþòñÿ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì â òî÷êå r, à èíäåêñû òèïà ¾íþ¿îïóñêàþòñÿ è ïîäíèìàþòñÿ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå r0.
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Γα|βγ =

1

2

{

∂βgαγ + ∂γgαβ − ∂αgβγ + eβν∂αh
ν
γ − hνβ∂αeγν

}

. (2.45)Òàê êàê áàçèñû ñâÿçàíû ñîãëàñíî (2.43),
eβν∂αh

ν
γ − hνβ∂αeγν = g

(0)
νν′

{

hν
′

β ∂αh
ν
γ − hνβ∂αh

ν′

γ

}

≡ 0.Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî â ñëó÷àå íóëåâîãî êðó÷åíèÿ íàõîäèì ñèììåòðè÷íóþ ñâÿçíîñòü, êîòîðàÿ çàäàåòñÿèñêëþ÷èòåëüíî ìåòðèêîé ïðîñòðàíñòâà, è ïîýòîìó íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêîé ñâÿçíîñòüþ èëè ñèìâîëàìèÊðèñòîôôåëÿ,
Γα|βγ =

1

2
{∂βgαγ + ∂γgαβ − ∂αgβγ} , Γα

βγ =
1

2
gαα

′ {∂βgα′γ + ∂γgα′β − ∂α′gβγ} , (2.46)à êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ âåêòîðà
∇γa

α = ∂γa
α + aβ Γα

βγ , (2.47)è äëÿ êîâåêòîðà àíàëîãè÷íî
∇γaα = ∂γaα − aβ Γβ

γα. (2.48)Äëÿ òåíçîðíûõ âåëè÷èí âû÷èñëåíèå êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé äàåò òåíçîðíóþ âåëè÷èíó íà ðàíãâûøå, ãäå ñâÿçíîñòü âõîäèò â ñóììó ÷ëåíîâ ïî êàæäîìó èç èíäåêñîâ òàêæå, êàê è äëÿ èíäåêñà âåêòîðàèëè êîâåêòîðà. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìåòðèêè
∇γgµν = ∂γgµν − gµβΓβ

γν − gβνΓβ
γµ, (2.49)è, ïîäñòàâëÿÿ ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ, íàéäåì

∇γgµν = ∂γgµν − 1

2
{∂νgµγ + ∂γgµν − ∂µgνγ} −

1

2
{∂µgνγ + ∂γgµν − ∂νgµγ} ≡ 0,ò.å. êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ìåòðèêè ñ ìåòðè÷åñêîé ñâÿçíîñòüþ òîæäåñòâåííî îáðàùàåòñÿ â íóëü.Çàäà÷à 8. Âû÷èñëèòå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ äëÿ åâêëèäîâîé ìåòðèêè â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.Çàäà÷à 9. Íàéòè çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåòðè÷åñêîé ñâÿçíîñòè ïðè çàìåíå êîîðäèíàò.Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå òîæäåñòâî äëÿ êîâàðèàíòíîé äèâåðãåíöèè âåêòîðà

∇αA
α =

1√
g
∂α {√g Aα}ãäå g = det gαβ, ò.å. äåòåðìèíàíò ìåòðèêè, äëÿ êîòîðîãî δg = g gαβδgαβ.Çàäà÷à 11. Ñ ïîìîùüþ çàäà÷è 10 äîêàæèòå, ÷òî êâàäðàò îïåðàòîðà ∇ ñâîäèòñÿ ê îïåðàòîðó Áåëüòðàìè�Ëàïëàñà:

gαβ∇α∇β =
1√
g
∂α

{

gαβ√g ∂β

}

,ïî êðàéíåé ìåðå, ïðè äåéñòâèè íà ñêàëÿð.Çàäà÷à 12. Âû÷èñëèòå îïåðàòîð Ëàïëàñà â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èç âûðàæåíèÿ äëÿ îïåðàòîðà Áåëüòðàìè.Çàäà÷à 13. Â îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ìåòðèêà èìååò äèàãîíàëüíûé âèä gαβ = diag(H2
1 , H

2
2 , H

2
3 ), ãäå

Hk íàçûâàþò êîýôôèöèåíòàìè Ëàìå. Çàïèøèòå îïåðàòîð Áåëüòðàìè�Ëàïëàñà ÷åðåç êîýôôèöèåíòû Ëàìå.�c. Âåêòîðû ÊèëëèíãàÂ âûðàæåíèè äëÿ ïðîèçâîäíîé Ëè ìåòðèêè ïî íàïðàâëåíèþ ξ (ñì. (2.33)) ïîäñòàâèì âìåñòî ÷àñòíûõïðîèçâîäíûõ âåêòîðà âûðàæåíèå ÷åðåç êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ è ñâÿçíîñòü
∂αξ

γ = ∇αξ
γ − ξλΓγ

αλ,
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 Lξgαβ = ξγ∂γgαβ + gγβ∂αξ

γ + gαγ∂βξ
γ = ξγ∂γgαβ + gγβ

{

∇αξ
γ − ξλΓγ

αλ

}

+ gγα

{

∇βξ
γ − ξλΓγ

βλ

}

. (2.50)Íî òàê êàê êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ìåòðèêè ðàâíà íóëþ, ìîæíî âíåñòè ìåòðèêó ïîä çíàê êîâàðè-àíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ,
gγβ∇αξ

γ = ∇α {gγβξγ} = ∇αξβ ,â òî âðåìÿ êàê
−gγβξλΓγ

αλ − gγαξ
λΓγ

βλ = −1

2
ξλ {∂αgβλ + ∂λgαβ − ∂βgαλ + ∂βgαλ + ∂λgαβ − ∂αgβλ} = −ξλ∂λgαβ .Â èòîãå, òåíçîð ïðîèçâîäíîé Ëè äëÿ ìåòðèêè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå âåêòîðàíàïðàâëåíèÿ ξ,

 Lξgαβ = ∇αξβ + ∇βξα. (2.51)Âåêòîðîì Êèëëèíãà íàçûâàþò âåêòîð ñäâèãà, äëÿ êîòîðîãî ïðîèçâîäíàÿ Ëè ìåòðèêè îáðàùàåòñÿ âíóëü:
 Lξgαβ = ∇αξβ + ∇βξα = 0. (2.52)Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð Êèëëèíãà çàäàåò áåñêîíå÷íî ìàëûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò, îòíîñèòåëüíîêîòîðûõ ìåòðèêà îñòàåòñÿ èíâàðèàíòíîé, ò.å. èíôèíèòåçèìàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ èçîìåòðèè. Ðåøåíèÿóðàâíåíèÿ (2.52) èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîèñêà ñèììåòðèé ïðîñòðàíñòâ ñî ñëîæíîé ìåòðèêîé.Çàäà÷à 14. Íàéäèòå âåêòîðû Êèëëèíãà äëÿ åâêëèäîâîé ìåòðèêè òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà â äåêàðòîâûõ êî-îðäèíàòàõ.�d. Êîâàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�ËàãðàíæàÂ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ äåéñòâèå íåðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû � ñêàëÿð � çàïèøåòñÿ â âèäå

S =

∫

dt

{

1

2
mgαβ(r)vαvβ − U(r)

}

. (2.53)Èç-çà òîãî, ÷òî ìåòðèêà òåïåðü çàâèñèò îò êîîðäèíàò, ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè Ëàãðàíæà ðàâíà
∂γL = −∂γU +

1

2
mvαvβ∂γgαβ,÷òî ïðèâåäåò ê óðàâíåíèÿì Ýéëåðà�Ëàãðàíæà,

m
d

dt
gγβv

β = −∂γU +
1

2
mvαvβ∂γgαβ . (2.54)Ðàññìîòðèì ñêîðîñòü êàê ôóíêöèþ êîîðäèíàò íà òðàåêòîðèè. Òîãäà

d

dt
gγβv

β =
drα

dt
∂α
{

gγβv
β
}

= vα
{

vβ∂αgγβ + gγβ∂αv
β
}

.Òàê êàê òåíçîð vαvβ ñèììåòðè÷åí ïî ïåðåñòàíîâêàì èíäåêñîâ, â åãî ñâåðòêó ñ äðóãèì òåíçîðîì äàñòâêëàä òîëüêî ñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü òåíçîðà:
vαvβ∂αgγβ = vαvβ

1

2
{∂αgγβ + ∂βgγα} .Ñîáèðàÿ âñå ÷ëåíû ñ ìàññîé, íàéäåì

mvα
(

gγβ∂αv
β + vβ

1

2
{∂αgγβ + ∂βgγα − ∂γgαβ}

)

= −∂γU. (2.55)Çäåñü ëåãêî çàìåòèòü ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ, òàê ÷òî
mvα

(

gγβ∂αv
β + vβ Γγ|αβ

)

= −∂γU, (2.56)ò.å.
mvαgγβ

(

∂αv
β + vβ

′

Γβ
αβ′

)

= −∂γU ⇒ mvαgγβ∇αv
β = −∂γU. (2.57)Ïîñêîëüêó êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ìåòðèêè ñ ìåòðè÷åñêîé ñâÿçíîñòü ðàâíà íóëþ, à ÷àñòíàÿ ïðîèç-âîäíàÿ ñêàëÿðà ñîâïàäàåò ñ êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé ñêàëÿðà, ïðèõîäèì ê êîâàðèàíòíûì óðàâíåíèÿìÝéëåðà�Ëàãðàíæà äëÿ íåðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ:

mvα∇αvγ = −∇γU. (2.58)



Ëåêöèÿ � 4 47�e. Òåíçîð ÐèìàíàÅñëè ïðîñòðàíñòâî åâêëèäîâî, òî ñóùåñòâóåò äåêàðòîâ áàçèñ, â êîòîðîì ìåòðè÷åñêàÿ ñâÿçíîñòü îáðàùà-åòñÿ â íóëü âî âñåõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà è êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñâîäèòñÿ ê ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé
∇α 7→ ∂α, à çíà÷èò,

(∇α∇β −∇β∇α) aγ 7→ (∂α∂β − ∂β∂α) aγ ≡ 0,ïîñêîëüêó ÷àñòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïåðåñòàíîâî÷íî. Ïîýòîìó, äëÿ òîãî ÷òîáû óçíàòü, ÿâëÿåòñÿ ëèïðîñòðàíñòâî åâêëèäîâûì â çàäàííûõ êîîðäèàíàòàõ, íåîáõîäèìî ïðîñòî âû÷èñëèòü äåéñòâèå êîìóòàòîðàêîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ íà âåêòîð, ÷òî äàñò òåíçîð òðåòüåãî ðàíãà:
[∇α,∇β] aγ ≡ (∇α∇β −∇β∇α) aγ . (2.59)Áóêâàëüíî

∇β aγ = ∂βaγ − aλΓλ
βγ ,è

∇α∇β aγ = ∂α
(

∂βaγ − aλΓλ
βγ

)

− (∂λ′aγ − aλΓλ
λ′γ)Γλ′

αβ − (∂βaλ′ − aλΓλ
βλ′)Γλ′

αγ ,îòêóäà
[∇α,∇β ] aγ = −∂α

(

aλΓλ
βγ

)

+ ∂β
(

aλΓλ
αγ

)

− Γλ′

αγ∂βaλ′ + Γλ′

βγ∂αaλ′ + aλ

(

Γλ
βλ′Γλ′

αγ − Γλ
αλ′Γλ′

βγ

)

.Â èòîãå,
[∇α,∇β ] aγ = aλ

(

∂βΓλ
αγ − ∂αΓλ

βγ + Γλ
βλ′Γλ′

αγ − Γλ
αλ′Γλ′

βγ

)

. (2.60)Òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà
Rλ

γαβ = ∂αΓλ
βγ − ∂βΓλ

αγ + Γλ
αλ′Γλ′

βγ − Γλ
βλ′Γλ′

αγ (2.61)íàçûâàþò òåíçîðîì êðèâèçíû Ðèìàíà: â ñëó÷àå ìåòðè÷åñêîé ñâÿçíîñòè äåéñòâèå êîììóòàòîðà êîâàðè-àíòíûõ ïðîèçâîäíûõ íà êîâåêòîð âûðàæàåòñÿ ÷åðåç òåíçîð Ðèìàíà,
[∇α,∇β ] aγ = −aλRλ

γαβ. (2.62)Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåì, ÷òî â ñëó÷àå âåêòîðà
[∇α,∇β ] aγ = aλRγ

λαβ . (2.63)Îáû÷íî òåíçîð Ðèìàíà çàïèñûâàþò â âèäå
Rγλαβ = gγγ′Rγ′

λαβ .Ýòîò òåíçîð ïî ïîñòðîåíèþ àíòèñèììåòðè÷åí ïî ïåðåñòàíîâêàì íèæíèõ èíäåêñîâ α↔ β. Ïðè ïîäñòàíîâ-êå ìåòðè÷åñêîé ñâÿçíîñòè óñòàíàâëèâàåòñÿ òàêæå, ÷òî îí àíòèñèèìåòðè÷åí è îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè
γ ↔ λ, à òàêæå ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè ïàð èíäåêñîâ {γλ} ↔ {αβ}.Òåíçîð Ðè÷÷è çàäàåòñÿ ñâåðòêîé

Rλβ = gγαRγλαβ , (2.64)à ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà
R = gλβRλβ . (2.65)Çàäà÷à 15. Íà ñôåðå ðàäèóñà a (ìåòðèêà: dC2 = a2

{

dθ2 + sin2 θ dφ2
}) âû÷èñëèòå òåíçîðû Ðèìàíà è Ðè÷÷è, àòàêæå ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó.Èòàê, â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå òåíçîð Ðèìàíà îáðàùàåòñÿ â íóëü òîæäåñòâåííî, âî âñåõ òî÷êàõ.Â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå ýòîò òåíçîð îòëè÷åí îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ.Íàãëÿäíûé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë òåíçîðà êðèâèçíû ñòàíîâèòñÿ âèäåí, åñëè âû÷èñëèòü êîâåêòîð,êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ â òî÷êó r + dr1 äàåò êîâåêòîð
aγ(r + dr1) = aγ(r) + drβ1∇βaγ(r) +

1

2!
drβ1 drα1∇β∇αaγ(r),
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• ïîñëåäóþùèé ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ â òî÷êó [r + dr1] + dr2 äàåò êîâåêòîð

aγ([r + dr1] + dr2) = aγ(r) + drβ1∇βaγ(r) + drα2∇αaγ(r) + drα2 drβ1∇α∇βaγ(r) + O(d2r),ãäå ñèìâîëîì O(d2r) ìû îáîçíà÷èëè ñèììåòðè÷íûå êâàäðàòè÷íûå âêëàäû îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ,
• àíàëîãè÷íûé äâóõøàãîâûé ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ â ýòó æå òî÷êó [r + dr2] + dr1 äàåò êîâåêòîð

aγ([r + dr2] + dr1) = aγ(r) + drβ1∇βaγ(r) + drα2∇αaγ(r) + drα2 drβ1∇β∇αaγ(r) + O(d2r),ãäå ñèììåòðè÷íûé âêëàä O(d2r) â òî÷íîñòè ïîâòîðÿåò ñëàãàåìîå â âûðàæåíèè ñ äðóãèì ïîðÿäêîìïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà, òàê ÷òî
• ðàçíîñòü êîâåêòîðîâ, ïîëó÷åííûõ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì â îäíó è òóæå òî÷êó ïî ðàçíûì ïóòÿì,âî âòîðîì ïîðÿäêå ìàëîñòè îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ ðàâíà
δaγ(r+dr1+dr2) = drα2 drβ1 [∇α,∇β ]aγ(r) = −drα2 drβ1 R

λ
γαβ aλ(r) =

1

2

(

drα1 drβ2 − drβ1 drα2

)

Rλ
γαβ aλ(r),ò.å. îíà ïðîïîðöèîíàëüíà òåíçîðó êðèâèçíû Ðèìàíà è òåíçîðó ïëîùàäè îðèåíòèðîâàííîãî ïàðàë-ëåëîãðàììà ñ îáðàçóþùèìè ãðàíÿìè, çàäàííûìè âåêòîðàìè ñäâèãîâ,

d2σαβ = drα1 drβ2 − drβ1 drα2 .à çíà÷èò,
δaγ =

1

2
d2σαβ Rλ

γαβ aλ. (2.66)Ê òîìó æå ðåçóëüòàòó ìû ïðèäåì, åñëè ïðîèçâåñòè ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âåêòîðà âäîëü ýòîãî æå ïàðàë-ëåëîãðàììà â èñõîäíóþ òî÷êó: ðàçíîñòü âåêòîðîâ äî è ïîñëå ïåðåíîñà çàäàåòñÿ (2.66). Òàêèì îáðàçîì,èñêðèâëåííîå ïðîñòðàíñòâî îçíà÷àåò èçìåíåíèå âåêòîðà ïîñëå ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà ïî áåñêîíå÷íîìàëîìó çàìêíóòîìó ïóòè, ïðè÷åì ðåçóëüòàò ïåðåíîñà îòëè÷àåòñÿ íà âåëè÷èíó, ïðîïîðöèîíàëüíóþ òåí-çîðó êðèâèçíû Ðèìàíà è ïëîùàäè ïåòëè. Ëåêöèÿ � 5Èíòåãðèîâàíèå âåêòîðîâ ïî çàìêíóòûì ïóòÿì è ïîâåðõíîñòÿì, òåîðåìû Ãàóññà è Ñòîêñà, äèôôåðåí-öèàëüíûå ôîðìû â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå è âíåøíåå äèôôåðåíöèðîâàíèå,äèâåðãåíöèÿ è ðîòîð â òåðìèíàõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì, çàìêíóòûå è òî÷íûå äèôôåðåíöèàëüíûåôîðìû, ôîðìóëà Íüþòîíà�Ëåéáíèöà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì. Ñóïåðïîçèöèÿ ýëåêòðè÷åñêî-ãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé, ñèëà Ëîðåíöà, çàêîí Êóëîíà äëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà, ïîòîê ýëåêòðè÷åñêîãîïîëÿ ÷åðåç ñôåðó, òåîðåìà Ãàóññà è çàêîí Êóëîíà â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå. Çàêîí ñîõðàíåíèÿçàðÿäà â ëîêàëüíîé ôîðìå è â 4-êîìïîíåíòíûõ îáîçíà÷åíèÿõ, ïëîòíîñòü òîêà, ñòàöèîíàðíûå òîêè,çàêîí Áèî-Ñàâàðà â èíòåãðàëüíîé è ëîêàëüíîé ôîðìàõ, çàêîí èíäóêöèè, òåîðåìà Ñòîêñà è ëîêàëü-íàÿ ôîðìà çàêîíà ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóêöèè, ìàãíèòíûå çàðÿäû â ýëåêòðîäèíàìèêå Ìàêñâåëëà,òîê ñìåùåíèÿ è ñèñòåìà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â âàêóóìå.11.6. Òåîðåìà ÃàóññàÐàññìîòðèì èíòåãðàë âåêòîðàA ïî çàìêíóòîé îðèåíòèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè Σ = ∂V , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿãðàíèöåé îáúåìà V ,
∮

∂V

A · d2σ.Âåêòîð ýëåìåíòà ïëîùàäè d2σ îðòîãîíàëåí ïîâåðõíîñòè è íàïðàâëåí âî âíå îáúåìà.Ýòîò îáúåì ìîæíî çàïîëíèòü áåñêîíå÷íî ìàëûìè êóáèêàìè, òàê ÷òî èíòåãðàëû ïî ñîïðèêàñàþùèìñÿãðàíÿì êóáèêà áóäóò âçàèìíî ñîêðàùàòüñÿ, ïîñêîëüêó çíà÷åíèå âåêòîðà íà ãðàíÿõ îäíî è òî æå, àâåêòîðà ïëîùàäè ãðàíåé íàïðàâëåíû â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû, è, â èòîãå, ñóììà èíòåãðàëîâ ïîïîâåðõíîñòè êóáèêîâ ñâåäåòñÿ ê ñóììå ïî âíåøíèì ãðàíÿì, ñîâïàäàþùåé ñ èñõîäíûì èíòåãðàëîì ïîïîâåðõíîñòè îáúåìà. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âû÷èñëåíèÿ âñåãî èíòåãðàëà äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü èíòåãðàëïî ïîâåðõíîñòè áåñêîíå÷íî ìàëîãî êóáèêà ∂V�.
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dx

dy

dz

2

3

1

4

5

6

Ðèñ. 2.2: Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà îò âåêòîðà ïî ïîâåðõíîñòè áåñêîíå÷íî ìàëîãî êóáà. Ïîêàçàíû ÷ëåíûñóììèðîâàíèÿ 1, 2, 3, 4, 5, 6 ñ íàïðàâëåíèÿìè îðèåíòèðîâàííûõ ïëîùàäåé.Â òî÷êå r ïîëå èìååò çíà÷åíèå A(r). Òîãäà èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè êóáèêà åñòü ñóììà ïî øåñòèåãî ãðàíÿì (ñì. ðèñ. 2.2, ãäå óêàçàí ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ ïî ãðàíÿì)
∮

∂V�

A · d2σ = −dxdyAz(r) − dxdzAy(r) − dy dzAz(r)

+dxdyAz(r + dzez) + dxdzAy(r + dyey) + dz dyAx(r + dzex)

= dxdy dz {∂xAx(r) + ∂yAy(r) + ∂zAz(r)}

= dxdy dz∇ ·A(r) =

∫

V�

d3r∇ ·A(r).Â èòîãå, ñóììèðîâàíèå ïî áåñêîíå÷íî ìàëûì êóáèêàì ïðèâîäèò ê îáùåé òåîðåìå Ãàóññà: ïîòîê âåêòî-ðà ÷åðåç çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü ðàâåí èíòåãðàëó äèâåðãåíöèè âåêòîðà ïî îáúåìó, êîòîðûé îõâàòûâàåòýòà ïîâåðõíîñòü,
∮

∂V

A · d2σ =

∫

V

d3r∇ ·A =

∫

V

d3r divA. (2.67)11.7. Òåîðåìà ÑòîêñàÐàññìîòðèì èíòåãðàë âåêòîðà A ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó C = ∂Σ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé ïîâåðõ-íîñòè Σ,
∮

∂Σ

A · dC.Âåêòîð ýëåìåíòà êîíòóðà dC íàïðàâëåí ïî êàñàòåëüíîé ê êîíòóðó.Ðàçîáüåì ïîâåðõíîñòü Σ íà áåñêîíå÷íî ìàëûå êâàäðàòû. Òîãäà ñóììà èíòåãðàëîâ âåêòîðà ïî ãðàíè-öàì ýòèõ êâàäðàòîâ ñâåäåòñÿ ê èñõîäíîìó êîíòóðíîìó èíòåãðàëó, ïîñêîëüêó, êàê è â ñëó÷àå ñ ðàçáèå-íèåì îáúåìà íà êóáû â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, èíòåãðàëû ïî ñîïðèêàñàþùèìñÿ ðåáðàì êâàäðàòîâ äàþòâ ñóììå íóëü, òàê êàê çíà÷åíèå ïîëÿ íà ðåáðàõ îäèíàêîâî, íî êàñàòåëüíûå âçàèìíî ïðîòèâîïîëîæíîíàïðàâëåíû. Çíà÷èò, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü èíòåãðàë îò âåêòîðà ïî ðåáðàì áåñêîíå÷íî ìàëîãî êâàä-ðàòà ∂Σ� íà ïëîñêîñòè (x, y) ñ îðèåíòàöèåé êîíòóðà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (ñì. ðèñ. 2.3, ãäå óêàçàíû
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dx

dy

1

2

3

4

Ðèñ. 2.3: Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà îò âåêòîðà ïî êîíòóðó áåñêîíå÷íî ìàëîãî êâàäðàòà. Ïîêàçàíû ÷ëåíûñóììèðîâàíèÿ 1, 2, 3, 4 è ñîñåäíèå êâàäðàòû íà ïîâåðõíîñòè.ïîñëåäîâàòåëüíûå ÷ëåíû ñóììû â èíòåãðàëå):
∮

∂Σ�

A · dC = +dxAx(r) − dyAy(r)

−dxAx(r + dyey) + dyAy(r + dxex)

= dxdy {∂xAy(r) − ∂yAx(r)}

= d2σz

(

∇×A(r)
)

z
=

∫

Σ�

d2 σ · rotA(r).Çäåñü ìû ñîãëàñîâàëè îðèåíòàöèþ êîíòóðà è ýëåìåíòà ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè. ßñíî, ÷òî òî÷íî òàêîéæå ðåçóëüòàò ïîëó÷èòñÿ, åñëè êâàäðàò íàõîäèòñÿ â äðóãèõ ïëîñêîñòÿõ: (y, z) èëè (z, x), ëèøü áû îáõîäïî íàïðàâëÿþùèì êîíòóðà îáðàçîâûâàë ñ âåêòîðîì îðèåíòèðîâàííîé ïëîùàäè ïðàâóþ òðîéêó, òàê ÷òîðàññìîòðåíèå ñòàíîâèòñÿ óíèâåðñàëüíûì.À çíà÷èò, èìååò ìåñòî òåîðåìà Ñòîêñà: èíòåãðàë âåêòîðà ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó ðàâåí ïîòîêó ðîòîðàýòîãî âåêòîðà ÷åðåç ïîâåðõíîñòü, ãðàíèöåé êîòîðîé ñëóæèò êîíòóð,
∮

∂Σ

A · dC =

∫

Σ

d2 σ · rotA(r). (2.68)12. Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû è èíòåãðèðîâàíèå�a. Îðèåíòèðîâàííàÿ ïëîùàäü è âíåøíåå ïðîèçâåäåíèåÁåñêîíå÷íî ìàëûé ýëåìåíò ïëîùàäè d2σ îðèåíòèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè â 3-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðî-ñòðàíñòâå çàäàåòñÿ êàê âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå îáðàçóþùèõ ïàðàëëåëîãðàììà da è db,
d2σ = da× db, (2.69)òàê êàê ìîäóëü ýòîãî âåêòîðà ðàâåí ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà

|d2σ| = |da| |db| sin θ,ãäå θ � óãîë ìåæäó îáðàçóþùèìè, è âåêòîð ïëîùàäè íàïðàâëåí ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè (ñì. ðèñ.2.4). Â èíäåêñíûõ îáîçíà÷åíèÿõ
d2σα = εαβγ daβ dbγ .Ñîñòàâèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

ω = ω · d2σ = ωα εαβγ daβ dbγ ,
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d2σ

da

db

Ðèñ. 2.4: Îðèåíòèðîâàííàÿ ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà.êîòîðîå ïî ïîñòðîåíèþ ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé, èíâàðèàíòíîé ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ (îíî íå çàâèñèò îòïîâîðîòîâ è ò.ï.). Ýòî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ, ëèíåéíóþ ïî äâóìåå àðãóìåíòàì:
ω = ω(da, db).Çíà÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ òåíçîðîì
ω̃βγ = ωα εαβγ ,àíòèñèììåòðè÷íûì ïî ïåðåñòàíîâêå ñâîèõ èíäåêñîâ. Èç îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñëåäóåò,÷òî è ω � àíòèñèììåòðè÷íàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ,

ω(da, db) = −ω(db, da).Òàêóþ ôóíêöèþ ω(da, db) íàçûâàþò äèôôåðåíöèàëüíîé 2-ôîðìîé (ïî êîëè÷åñòâó àðãóìåíòîâ). Îáîáùå-íèå íà ñëó÷àé n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà äîâîëüíî ïðîçðà÷íî: íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ñêàëÿðíóþ ïîëèëè-íåéíóþ ôóíêöèþ, àíòèñèììåòðè÷íóþ ïî ñâîèì àðãóìåíòàì; åñëè àðãóìåíòîâ k 6 n, òî ýòà ôóíêöèÿ �
k-ôîðìà. Ñìûñë òàêîé ôîðìû î÷åâèäåí: îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îðèåíòèðîâàííóþ ïëîùàäü k-ìåðíîéïîâåðõíîñòè â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (îáúåì k-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà), ñêàëÿðíî óìíîæåííóþ íàòåíçîð ðàíãà n − k (ó îðèåíòèðîâàííîé ïëîùàäè n − k èíäåêñîâ, òàê êàê îíà ïîëó÷àåòñÿ ïðè ñâåðòêå
n-ìåðíîãî òåíçîðà Ëåâè-×èâèòû ñ k áåñêîíå÷íî ìàëûìè âåêòîðàìè îáðàçóþùèõ íà ïîâåðõíîñòè).Èòàê,

ω(da, db) = ω̃βγ daβ dbγ ,ãäå â ïðîèçâåäåíèå äèôôåðåíöèàëîâ íåíóëåâîé âêëàä äàåò òîëüêî àíòèñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü
da[β dbγ] =

1

2

(

daβ dbγ − daγ dbβ
)

,äëÿ ÷åãî ââîäÿò âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ:
da[β dbγ] ≡ daβ ∧ dbγ , (2.70)òàê ÷òî daβ ∧ dbγ = −dbβ ∧ daγ , è

ω = ω(da, db) = ω̃βγ daβ ∧ dbγ .Èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè Σ îò ñêàëÿðà
∫

Σ

ω · d2σâ íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ çàïèñûâàþò êàê
∫

Σ

ωãäå äèôôåðåíöèàëû íå óêàçûâàþòñÿ â ÿâíîì âèäå, òàê êàê íåÿâíî îíè ñòîÿò â ñàìîé äèôôåðåíöèàëüíîéôîðìå ω. Ýòîò èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ ñóììîé èíâàðèàíòîâ, çíà÷èò, è ñàì îí � èíâàðèàíò, ò.å., åãî çíà÷åíèåíå èçìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå êîîðäèíàò âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Êàê âèäèì, äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìûââîäÿòñÿ â ñâÿçè ñ ïîíÿòèåì îðèåíòèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè è èíòåãðèðîâàíèåì ïî ïîâåðõíîñòÿì.



52 Òåìà 2. Âåêòîðíûé àíàëèçÄëÿ ïîëíîòû êàðòèíû ââîäÿò òàêæå ïîíÿòèå 1-ôîðìû:
λ = λ · dC,êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëåìåíò èíòåãðàëà âåêòîðà ïî êîíòóðó.Îáúåì. Òðîéêà âåêòîðîâ da, db è dc â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå çàäàåò îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà

d3V = (da× db) · dc = εαβγ daα dbβ dcγ .Ñîîòâåòñòâóþùóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ 3-ôîðìó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
Ω = Ω0 εαβγ daα ∧ dbβ ∧ dcγ ,ãäå àíòèñèììåòðèçîâàííîå âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïåðåñòàíîâêàìè

daα ∧ dbβ ∧ dcγ = 1
3! (daα dbβ dcγ − daβ dbα dcγ − daγ dbα dcγ

−daα dbγ dcβ + daβ dbγ dcα + daγ dbα dcβ).Èíòåãðàë ïî îáúåìó
∫

Ωïîëíîñòüþ çàäàåòñÿ ñêàëÿðíîé âåëè÷èíîé Ω0, ÷òî îñòàåòñÿ â ñèëå è äëÿ ïðîñòðàíñòâà ïðîèçâîëüíîéðàçìåðíîñòè.�b. Âíåøíåå äèôôåðåíöèðîâàíèåÂíåøíåå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïåðåâîäèò 2-ôîðìó ω â 3-ôîðìó dω, òàê ÷òî
ω = ω̃αβ dxα ∧ dyβ → dω = ∂γω̃αβ · 3 · dzγ ∧ dxα ∧ dyβ = 3 ∂γω̃αβ dxα ∧ dyβ ∧ dzγ ,ãäå ôàêòîð 3 ó÷èòûâàåò êîëè÷åñòâî âîçìîæíîñòåé, êîòîðûìè ìîæíî çàïèñàòü äîïîëíèòåëüíî ïîÿâèâ-øèéñÿ âíåøíèé äèôôåðåíöèàë6, è ìû äâàæäû ïåðåñòàâèëè äèôôåðåíöèàë7 dzγ . Îòëè÷èå îò îáû÷íîãî÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå äèôôåðåíöèàëîâ îñòàâëÿåò ïðèñâåðòêå òîëüêî íåíóëåâîé âêëàä îò àíòèñèììåòðèçîâàííîé ÷àñòè ïðîèçâîäíîé îò òåíçîðà, òàê ÷òî

dω = (∂γ ω̃αβ − ∂αω̃γβ − ∂βω̃αγ) dxα ∧ dyβ ∧ dzγ ,è ôàêòîð 3 ñîêðàòèëñÿ ñ ôàêòîðîì àíòèñèììåòðèçàöèè ïðîèçâîäíîé
∂γ ω̃αβ → 1

3
(∂γ ω̃αβ − ∂αω̃γβ − ∂βω̃αγ) .Åñëè âñïîìíèòü, ÷òî 2-ôîðìó ìîæíî çàäàòü âåêòîðîì, òàê ÷òî ω̃αβ = εαβµ ω

µ, à òàêæå ó÷åñòü, ÷òî
dxα ∧ dyβ ∧ dzγ =

1

3!
εαβγ d3V,òî âíåøíèé äèôôåðåíöèàë çàïèøåòñÿ â âèäå

dω = (∂γ ω̃αβ − ∂αω̃γβ − ∂βω̃αγ)
1

3!
εαβγ d3V = ∂µω

µ d3V.Ïîýòîìó èíòåãðàë 2-ôîðìû, ò.å., èíòåãðàë îò âåêòîðà ω ïî ïëîùàäè îðèåíòèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè,ïåðåõîäèò ïðè äåéñòâèè âíåøíåãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â èíòåãðàë îò äèâåðãåíöèè âåêòîðà:
∫

ω
d→
∫

dω ⇔
∫

ω · d2σ
d→
∫ divω d3V.Ïðèâåäåííàÿ ïðîöåäóðà àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñïðàâåäëèâà è äëÿ ôîðì äðóãèõ ðàíãîâ. Íàïðèìåð,äëÿ 1-ôîðìû

λ = λα dxα → dλ = (∂αλβ − ∂βλα) dxα ∧ dyβ.6Ýòîò ôàêòîð ââåäåí ïî äîãîâîðåííîñòè äëÿ óäîáñòâà çàïèñè ïîñëåäóþùèõ ôîðìóë, ÷òî ÷èòàòåëü ñìîæåò îöåíèòüíèæå.7Íàïîìíèì, ÷òî êàæäàÿ ïåðåñòàíîâêà â ñèëó àíòèñèììåòðèè âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ äàåò çíàê ìèíóñ.
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dxα ∧ dyβ =

1

2
εαβγ d2σγ ,âíåøíèé äèôôåðåíöèàë 1-ôîðìû âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ðîòîð âåêòîðà, çàäàþùèé ýòó 1-ôîðìó:

dλ = εαβγ ∂α λβ d2σγ = rotλ · d2σ.Åñëè îïðåäåëèòü 1-ôîðìó âíåøíåãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
D = dzγ ∂γ ,òî âíåøíèé äèôôåðåíöèàë çàäàåò âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå ýòîé ôîðìû íà ôîðìó ω,
dω = D ∧ ω.Òàê êàê ïðîöåäóðà àíòèñèììåòðèçàöèè íå çàòðàãèâàåò ñâîéñòâ ïðîèçâîäíîé, âíåøíèé äèôôåðåíöèàëîáëàäàåò îáû÷íûìè ñâîéñòâàìè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, êàê òî

d(ω + λ) = dω + dλ,è
d(ω ∧ λ) = dω ∧ λ+ (−1)kω ∧ dλ,ãäå âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå ôîðì ðàíãà k è l ñîîòâåòñòâåííî â êîìïîíåíòàõ èìååò âèä

ω ∧ λ =
(k + l)!

k! l!
ωα1...αk

λβ1...βl
dxα1 ∧ . . . dxαk ∧ dxβ1 ∧ . . . dxβl ,ïðè÷åì ôàêòîð äàåò ÷èñëî âîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê âíåøíèõ äèôôåðåíöèàëîâ ñ ó÷åòîì ñèììåòðèèïî ïåðåñòàíîâêàì, ïðèñóòñòâîâàâøåé â èçíà÷àëüíûõ ôîðìàõ ω è λ, à ôàêòîð (−1)k âîçíèêàåò ïðèïåðåñòàíîâêàõ âíåøíèõ äèôôåðåíöèàëîâ êîîðäèíàò. Êàê è äëÿ îáû÷íûõ ïðîèçâîäíûõ, èç-ïîä çíàêàâíåøíåãî äèôôåðåíöèàëà ìîæíî âûíîñèòü ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü

d(c · ω) = c · dω.Åñëè ïåðå÷èñëåííûå âûøå ñâîéñòâà âíåøíåãî äèôôåðåíöèàëà áûëè î÷åâèäíûìè ñâîéñòâàìè, ïðèñóùè-ìè ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè, òî àíòèñèììåòðèçàöèÿ ïðèâîäèò è ê íåòðèâèàëüíûì ïîñëåäñòâèÿì.Íèëüïîòåíòíîñòü: êâàäðàò âíåøíåãî äèôôåðåíöèàëà òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ:
d2ω ≡ 0. (2.71)Â ñàìîì äåëå, äëÿ k-ôîðìû â êîìïîíåíòàõ êâàäðàò âíåøíåãî äèôôåðåíöèàëà ðàâåí

d2ω = (k + 1)(k + 2) ∂α∂βωγ1...γk
dxα ∧ dxβ ∧ dxγ1 ∧ . . . dxγk ,íî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðåñòàíîâî÷íû

∂α∂β − ∂β∂α = 0,è çíà÷èò, àíòèñèììåòðèçàöèÿ ïðèâîäèò ê òîæäåñòâåííîìó çàíóëåíèþ êâàäðàòà äèôôåðåíöèàëà ôîðìû.Çàìêíóòûå è òî÷íûå ôîðìû. Äàäèì òàêæå ÷àñòî èñïîëüçóåìûå îïðåäåëåíèÿ.Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè
dω = 0.Êàê ìû âèäåëè, 2-ôîðìà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè îïðåäåëÿþùèé åå âåêòîð èìååò íóëåâóþ äèâåðãåíöèþ(íàïðèìåð, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð òîêà ñîõðàíÿåòñÿ).Ñðåäè çàìêíóòûõ ôîðì âûäåëÿþò òî÷íûå, äëÿ êîòîðûõ çàìêíóòîñòü ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íèëüïî-òåíòíîñòè âíåøíåãî äèôôåðåíöèàëà:
ω = dλ.Â ïðèìåðå ñ 2-ôîðìîé îïðåäåëÿþùèé åå âåêòîð çàäàåòñÿ ðîòîðîì âåêòîðà, òàê ÷òî äèâåðãåíöèÿ ðîòîðàòîæäåñòâåííî çàíóëÿåòñÿ.



54 Òåìà 2. Âåêòîðíûé àíàëèç�c. ÒåîðåìûÈñïîëüçîâàíèå âíåøíåãî äèôôåðåíöèàëà ïîçâîëÿåò ïî-íîâîìó çàïèñàòü èçâåñòíûå òåîðåìû îá èíòåãðè-ðîâàíèè ïî çàìêíóòûì ïîâåðõíîñòÿì èëè ïî êðèâûì. Ïðèâåäåì èõ â ñëó÷àå 3-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà,âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäñòàâëåíèåì ôîðì â âèäå âåêòîðîâ, èõ ðîòîðîâ è äèâåðãåíöèé, îïèñàííûì âûøå.Òåîðåìà Ñòîêñà. Èíòåãðàë âåêòîðà ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó C ðàâåí èíòåãðàëó îò ðîòîðà âåêòîðà ïîïîâåðõíîñòè Σ ñ ãðàíèöåé, ëåæàùåé íà ýòîì êîíòóðå ∂Σ = C (ïîòîê ðîòîðà ÷åðåç ïîâåðõíîñòü):
∮

C=∂Σ

ω =

∫

Σ

dω, (2.72)ãäå ω � 1-ôîðìà.Òåîðåìà Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî. Èíòåãðàë âåêòîðà ïî çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè Σ (ïîòîê âåêòîðà ÷å-ðåç ïîâåðõíîñòü) ðàâåí èíòåãðàëó îò äèâåðãåíöèè âåêòîðà ïî îáúåìó V , îãðàíè÷åííîìó ýòîé ïîâåðõíî-ñòüþ ∂V = Σ:
∮

Σ=∂V

ω =

∫

V

dω, (2.73)ãäå ω � 2-ôîðìà.Äëÿ çàìêíóòûõ ôîðì ïðàâûå ÷àñòè â òîæäåñòâàõ âûøåïðèâåäåííûõ òåîðåì ðàâíû íóëþ. Äëÿ òî÷-íûõ ôîðì èíòåãðàëû â ëåâûõ ÷àñòÿõ áåðóòñÿ îò ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëîâ, òàê ÷òî îíè âû÷èñëÿþòñÿòðèâèàëüíûì îáðàçîì. Íàïðèìåð, äëÿ 1-ôîðìû èíòåãðàë ïî êîíòóðó
x1
∫

x0

dλ = λ(x1) − λ(x0),è åñëè êîíòóð çàìêíóò (íåò ãðàíèöû), òî èíòåãðàë ðàâåí íóëþ.Êàê âèäèì, ÿçûê äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ïîçâîëÿåò åäèíûì îáðàçîì çàïèñûâàòü ìíîãîìåðíûåòåîðåìû î çàìêíóòûõ ãèïåð-ïîâåðõíîñòÿõ, ÷òî è ÿâëÿåòñÿ äîñòîèíñòâîì åãî óíèâåðñàëüíîñòè, êîòîðàÿñòàíîâèòñÿ íåîáõîäèìîé äëÿ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé íà ïåðåäíåì êðàå íàóêè, ò.å. íà îñòðèå ¾âûñîêèõòåõíîëîãèé¿.Îòìåòèì òàêæå, ÷òî íà ÿçûêå äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì è âíåøíåãî äèôôåðåíöèàëà òåîðåìû Ñòîê-ñà è Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî ñòàíîâÿòñÿ ñîâåðøåííî ïðîçðà÷íûìè äëÿ èõ ïîíèìàíèÿ, åñëè èõ ÷èòàòüñïðàâà íàëåâî: èíòåãðàë îò ïîëíîé ïðîèçâîäíîé ñâîäèòñÿ ê çíà÷åíèþ ïåðâîîáðàçíîé íà ãðàíèöàõ èíòå-ãðèðîâàíèÿ. Ïî ñóùåñòâó âñå ýòè òåîðåìû � ôîðìóëà Íüþòîíà�Ëåéáíèöà äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëíîéïðîèçâîäíîé.13. Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà13.1. Ñèëà Ëîðåíöà, ñóïåðïîçèöèÿ ïîëåéÂåêòîðû ýëåêòðè÷åñêîãî E è ìàãíèòíîãî H ïîëåé â âàêóóìå çàäàþò ñèëó Ëîðåíöà F , äåéñòâóþùóþ íà÷àñòèöó ñ çàðÿäîì e è ñêîðîñòüþ v, (â Ãàóññîâûõ åäèíèöàõ):
F = eE +

e

c
v ×H. (2.74)Ïîëÿ óäîâëåòâîðÿþò ïðèíöèïó ñóïåðïîçèöèè:

E =
∑

k

Ek, H =
∑

k

Hk,ò.å. ïîëå ìíîãèõ èñòî÷íèêîâ ïîëó÷àåòñÿ ñóììèðîâàíèåì ïîëåé îò êàæäîãî èç èñòî÷íèêîâ. Èç ýòîãî ïðèí-öèïà ñëåäóåò, ÷òî çàêîíû äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà ïîçâîëÿþò çàïèñàòü äèíàìèêóïðîèçâîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäîâ. Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî èçó÷èòü ýòè çàêîíû äëÿ òî÷å÷íîãîçàðÿäà.13.2. Çàêîí ÊóëîíàÒî÷å÷íûé èñòî÷íèê, ïîìåùåííûé â öåíòðå êîîðäèíàò, ò.å. çàðÿä e, ñîçäàåò ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ñîãëàñíîçàêîíó Êóëîíà:
E =

e

r2
r

r
. (2.75)



Ëåêöèÿ � 5 55Âû÷èñëèì ïîòîê ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ÷åðåç ñôåðó ðàäèóñà r ñ ýëåìåíòîì ïëîùàäè d2σ = r2dΩ r/r, ãäåòåëåñíûé óãîë dΩ â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ dΩ = dφ d cos θ,
∮

∂Vr

d2σ · E = e

∫

dΩ = 4πe.Ñîãëàñíî òåîðåìå Ãàóññà ïîòîê âåêòîðà ÷åðåç çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü ∂V , ÿâëÿþùóþñÿ ãðàíèöåé îáúåìà
V , ðàâåí èíòåãðàëó äèâåðãåíöèè âåêòîðà ïî ýòîìó îáúåìó

∮

∂V

d2σ · E =

∫

V

dV divE , (2.76)òàê ÷òî çàêîí Êóëîíà ìîæåò áûòü ïåðåïèñàí â èíòåãðàëüíîé ôîðìå
∫

V

dV divE = 4πe = 4π

∫

V

dV ρ, (2.77)ãäå ìû ââåëè ïëîòíîñòü çàðÿäà ρ. Çàìåòèì, ÷òî ñôåðó, îõâàòûâàþùóþ çàðÿä â åå öåíòðå, ìîæíî ¾äåôîð-ìèðîâàòü¿ â çàìêíóòóþ ôèãóðó ëþáîé ôîðìû. Â ñàìîì äåëå, åñëè ïîâåðõíîñòü çàìêíóòàÿ, òî èíòåãðàëïî åå îðèåíòèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè ðàâåí íóëþ8. Òîãäà ïîòîê ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïî ïîâåðõíîñòè áåñ-êîíå÷íî ìàëîãî îáúåìà, âíóòðè êîòîðîãî íåò çàðÿäà, ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê èíòåãðàë îò ïîñòîÿííîãîçíà÷åíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â òî÷êå âíóòðè îáúåìà ïëþñ ïîïðàâêè âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè èç-çàçàâèñèìîñòè ïîëÿ îò òî÷êè íà ïîâåðõíîñòè (ñèíãóëÿðíîñòü âîçíèêàåò, åñëè òîëüêî çàðÿä âíóòðè îáúå-ìà), à ïîòîê ïîñòîÿííîãî ïîëÿ ïî çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ñóììèðîâàíèå ïî òàêèìáåñêîíå÷íî ìàëûì îáúåìàì, íå ñîäåðæàùèì çàðÿä, äàåò êîíå÷íûé îáúåì, ïðîèçâîëüíîé ôîðìû, ïî-òîê ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ÷åðåç ïîâåðõíîñòü êîòîðîãî ðàâíà íóëþ. Òåïåðü ïðåäñòàâèì ñåáå, íàïðèìåð,êóá, ñîäåðæàùèé ñôåðó ñ çàðÿäîì. Èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè êóáà è ïîâåðõíîñòè ñôåðû, îáðàùåííîéâíóòðü, ðàâåí íóëþ, ïîñêîëüêó ìåæäó êóáîì è ñôåðîé íåò çàðÿäà, ò.å. äîïîëíåíèå ñôåðû äî êóáà èìååòïîâåðõíîñòü, ïîòîê ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ÷åðåç ïîâåðõíîñòü êîòîðîãî ðàâåí íóëþ. Îòñþäà ñðàçó ñëåäó-åò, ÷òî ïîòîê ïîëÿ ïî ïîâåðõíîñòè êóáà ðàâåí ïîòîêó ïî ïîâåðõíîñòè ñôåðû, îáðàùåííîé íàðóæó. Ýòîðàññóæäåíèå, î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çàìêíóòûõ ïîâåðõíîñòåé.Ïîñêîëüêó âûðàæåíèå (2.77) ñïðàâåäëèâî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäîâ âñëåäñòâèåïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè ïîëåé, ìîæíî çàïèñàòü åãî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îáúåìà è ïëîòíîñòè, ∀V , îòêóäàñðàçó ñëåäóåò, ÷òî èìååò ìåñòî ëîêàëüíàÿ ôîðìà çàêîíà ÊóëîíàdivE = 4π ρ. (2.78)Â ÷àñòíîñòè, ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå åäèíè÷íîãî çàðÿäà, ðàñïîëîæåííîãî â òî÷êå r′,
E0(r) =

r − r′

|r − r′|3 , (2.79)èìååò ïëîòíîñòü çàðÿäà, êîòîðàÿ ðàâíà íóëþ âñþäó, êðîìå òî÷êè r′, ÷òî îáîçíà÷àþò äåëüòà-ôóíêöèåéÄèðàêà:
δ(r − r′), (2.80)îáëàäàþùåé ñâîéñòâîì

∫

d3r δ(r − r′) f(r) = f(r′). (2.81)Çíà÷èò, èç (2.78) ñëåäóåò, ÷òî divE0(r) = div r − r′

|r − r′|3 = 4π δ(r − r′). (2.82)8Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû Ãàóññà â ñëó÷àå èíòåãðàëà ïî çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè îò ïîñòîÿííîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà,èìåþùåãî, ñëåäîâàòåëüíî, íóëåâóþ äèâåðãåíöèþ.



56 Òåìà 2. Âåêòîðíûé àíàëèç13.3. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäàÑîõðàíåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà îçíà÷àåò, ÷òî èçìåíåíèå çàðÿäà q =
∫

dV ρ â íåêîòîðîì îáúåìå Vîáóñëîâëåíî ëèøü òåì, ÷òî ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ∂V ïðîòåêàþò òîêè, ïëîòíîñòüþ j = ρv, ãäå ρ� ïëîòíîñòüçàðÿäà, à v � ñêîðîñòü çàðÿäîâ:
∂tq = −

∮

∂V

d2σ · j, ∂t

∫

V

dV ρ = −
∮

∂V

d2σ · j.Îòñþäà ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ãàóññà è ïðîèçâîëüíîé âåëè÷èíû îáúåìà íàõîäèì ëîêàëüíûé âèä çàêîíàñîõðàíåíèå çàðÿäà
∂tρ+ div j = 0, ∂tρ+ ∇ · j = 0. (2.83)Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå ðàíåå 4-êîìïîíåíòíûå îáîçíà÷åíèÿ ∂µ = (1c∂t, ∂x, ∂y, ∂z) è 4-êîìïîíåíòóþ ïëîò-íîñòü òîêà jµ = (cρ,vρ), çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ òîêà â ôîðìå9

∂µj
µ = 0. (2.84)Ïîñêîëüêó çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà âî âñåõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà èìååò îäèí è òîò æå âèä (2.84), ò.å. îí ÿâëÿ-åòñÿ èíâàðèàíòîì ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ êîîðäèíàò è âðåìåíè, à ∂µ ïðåîáðàçóåòñÿ êàê ÷åòûðåõìåðíûéêîâåêòîð â ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîì êîíòèíóóìå xµ = (x0, r), ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî èíâàðèàíòíîñòüçàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìîæåò èìåòü ìåñòî òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè jµ ïðåîáðàçóåòñÿ êàê 4-âåêòîð.13.4. Çàêîí Áèî-ÑàâàðàÂ ñëó÷àå ñòàöèîíàðíûõ òîêîâ âîçíèêàåò ìàãíèòíîå ïîëå, íàïðàâëåíèå è âåëè÷èíà êîòîðîãî áûëè óñòà-íîâëåíû ýìïèðè÷åñêè. Ïî ïðèíöèïó ñóïåðïîçèöèè ýòî ïîëå ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ïîëåé îò êàæäîé èç ÷à-ñòèö òîêà. Äâèæóùàÿñÿ ÷àñòèöà, ïðîõîäÿ öåíòð êîîðäèíàò, ñîçäàåò ìàãíèòíîå ïîëå ñîãëàñíî çàêîíóÁèî-Ñàâàðà

H =
e

c

v × r

r3
,÷òî ìîæíî çàïèñàòü â áîëåå îáùåì âèäå äëÿ ìàëîãî çàðÿäà de = ρ(r′)dV ′ â òî÷êå r′:

dH =
dV ′ρ(r′)

c

v′ × (r − r′)

|r − r′|3 ,è ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè òîêà vρ ïîëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ çàðÿäîâ, íàõîäèììàãíèòíîå ïîëå ñòàöèîíàðíûõ òîêîâ:
H(r) =

1

c

∫

V ′

dV ′ j(r′) × (r − r′)

|r − r′|3 . (2.85)Âû÷èñëèì ðîòîð ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñòàöèîíàðíûõ òîêîâ, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî äëÿ äâîéíîãî âåêòîðíîãîïðîèçâåäåíèÿ rot (a× b(r)) = adivb(r) − (a · ∇)b(r),rotH =
1

c

∫

V ′

dV ′
(

j(r′)divE0 − (j(r′) · ∇)E0

)

,ãäå
E0 =

r − r′

|r − r′|3� ýòî ïîëå åäèíè÷íîãî çàðÿäà, ïîìåùåííîãî â òî÷êó r′. Òîãäà ñîãëàñíî (2.82)divE0 = 4π δ(r − r′),òàê ÷òî rotH =
4π

c
j(r) − 1

c

∫

V ′

dV ′(j(r′) · ∇)E0,9Âîîáùå ãîâîðÿ çíàêè ∇µ è ∂µ ïðè äåéñòâèè íà òåíçîðíûå âåëè÷èíû íå ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâåííûìè â êðèâîëèíåéíûõêîîðäèíàòàõ, íî ìû çäåñü èìååì â âèäó äåêàðòîâû êîîðäèíàòû.



Ëåêöèÿ � 5 57ãäå âòîðîå ñëàãàåìîå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü, çàìåòèâ, ÷òî äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî øòðèõîâàííûì êîîð-äèíàòàì ñâÿçàíî ñ äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî íå øòðèõîâàííûì êîîðäèíàòàì: ∇αE0 = −∇′
αE0, è ïðîâåäÿèíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì (â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíûõ òîêîâ ïîëàãàåì, ÷òî èíòåãðàë ïî ãðàíèöå îáúåìà ñçàìêíóòûìè òîêàìè, ò.å. ïî çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè, ïî êîòîðîé òîêè íå òåêóò, ðàâåí íóëþ), òàê ÷òî

∫

V ′

dV ′(j(r′) · ∇)E0 = −
∫

V ′

dV ′(j(r′) · ∇′)E0 =

∫

V ′

dV ′
E0(∇′ · j(r′)) = 0,ïîñêîëüêó äëÿ ñòàöèîíàðíûõ òîêîâ ∂tρ = 0 è â ñèëó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà div j = 0.Â èòîãå, ëîêàëüíàÿ ôîðìà çàêîíà Áèî-Ñàâàðà äëÿ ñòàöèîíàðíûõ òîêîâ ïðèíèìàåò âèärotH =

4π

c
j. (2.86)13.5. ÈíäóêöèÿÅñëè ïîòîê ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïðîõîäÿùèé ñêâîçü ïëîùàäü, îãðàíè÷åííóþ çàìêíóòûì ïðîâîäíèêîì,ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì, òî â ïðîâîäíèêå âîçíèêàåò ýëåêòðîäâèæóùàÿ ñèëà, ò.å. âîçíèêàåò ýëåêòðè÷åñêîåïîëå, ñîâåðøàþùåå ðàáîòó ïî çàêîíó èíäóêöèè

∮

∂Σ

dC · E = −1

c

∂

∂t

∫

Σ

d2σ ·H. (2.87)Ïî òåîðåìå Ñòîêñà
∮

∂Σ

dC · E =

∫

Σ

d2σ · rotE. (2.88)Ïîñêîëüêó êîíòóð çàìêíóòîãî ïðîâîäíèêà ìîæåò áûòü ëþáûì, ïðèõîäèì ê ëîêàëüíîé ôîðìå çàêîíàèíäóêöèè rotE = −1

c

∂H

∂t
. (2.89)13.6. Ìàãíèòíûå çàðÿäûÄëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñòàöèîíàðíûõ òîêîâ ìîæíî âû÷èñëèòü äèâåðãåíöèþdivH =

1

c

∫

dV ′∇ ·
(

j(r′) × E0

)

= −1

c

∫

dV ′j(r′) ·
(

∇× E0

)

,ãäå ìû ïîìåíÿëè ìåñòàìè âåêòîðû â ñìåøàííîì ïðîèçâåäåíèè. Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ðîòîð ýëåêòðè÷å-ñêîãî ïîëÿ ñòàöèîíàðíîãî òî÷å÷íîãî çàðÿäà, ò.å. çàðÿäà, êîòîðûé ïîêîèòñÿ, òîæäåñòâåííî îáðàùàåòñÿ âíóëü10 ñîãëàñíî çàêîíó èíäóêöèè (2.89), ïîñêîëüêó ìàãíèòíîå ïîëÿ òàêîãî çàðÿäà òîæäåñòâåííî ðàâíîíóëþ: rotE0 = 0. Çíà÷èò, divH = 0. (2.90)Ïî àíàëîãèè ñ ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì (ñì. (2.78)), äèâåðãåíöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ìîãëà áû áûòü ïðîïîð-öèîíàëüíà ïëîòíîñòè ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ. Îäíàêî, åñëè ìàãíèòíîå ïîëå ñîçäàåòñÿ òîëüêî ïðè äâèæåíèèýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ, êàê ñëåäóåò èç çàêîíà Áèî-Ñàâàðà, òî ïëîòíîñòü ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ òîæäå-ñòâåííî ðàâíà íóëþ: ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ â ýëåêòðîäèíàìèêå Ìàêñâåëëà íåò.13.7. Òîê ñìåùåíèÿÄëÿ ñòàöèîíàðíûõ òîêîâ èç (2.86) ñëåäóåò, ÷òî äèâåðãåíöèÿ ïëîòíîñòè òîêà îáðàùàåòñÿ â íóëüdiv j =
c

4π
div rotH = 0,÷òî ñîãëàñóåòñÿ, êîíå÷íî, ñ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà (2.84) â ñëó÷àå ïëîòíîñòè çàðÿäà, ïîñòîÿííîé âîâðåìåíè div j = −∂ρ
∂t

= 0.10Ýòî ìîæíî ïîëó÷èòü ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ðîòîðà.



58 Òåìà 2. Âåêòîðíûé àíàëèçÂ îáùåì, íåñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå div j +
∂ρ

∂t
= div {j +

1

4π

∂E

∂t

}

= 0,ãäå ìû èñïîëüçîâàëè äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó çàêîíà Êóëîíà (2.78). Âåëè÷èíà
1

4π

∂E

∂tèìååò ñìûñë ïëîòíîñòè òîêà, íàçâàííîãî Ìàêñâåëëîì òîêîì ñìåùåíèÿ, êîòîðûé âîçíèêàåò â íåñòàöè-îíàðíîì ñëó÷àå. Ñóììà òîêà ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ è òîêà ñìåùåíèÿ îáëàäàåò íóëåâîé äèâåðãåíöèåé,÷òî ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì, åñëè ýòà ñóììà � ðîòîð âåêòîðà. Â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå ýòîò âåêòîð � ìàã-íèòíîå ïîëå ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñëåííîãî êîýôôèöèåíòà, ïîýòîìó åñòåñòâåííî áûëî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî èâ íåñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå ïðè íàëè÷èè òîêà ñìåùåíèÿ ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü òîò æå âåêòîð ìàãíèòíîãîïîëÿ, òàê ÷òî rotH =
4π

c
j +

1

c

∂E

∂t
. (2.91)Â èòîãå, óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà îáðàçóþò ïåðâóþ è âòîðóþ ïàðû, ñîîòâåòñòâåííî, áåç èñòî÷íèêîâ è ñèñòî÷íèêàìè:











rotE = −1

c

∂H

∂t
,divH = 0,











rotH =
4π

c
j +

1

c

∂E

∂t
,divE = 4π ρ,

(2.92)êîòîðûå ëåæàò â îñíîâå êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè, âêëþ÷àÿ ñïåöèàëüíóþ òåîðèþ îòíîñèòåëüíîñòè[7, 8, 9, 10].



Òåìà 3Ãðóïïà âðàùåíèé è ñïèíËåêöèÿ � 6Ãðóïïà ïðîñòðàíñòâåííûõ òðàíñëÿöèé, ãåíåðàòîðû íåïðåðûâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò è ïîëåé,çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ãåíåðàòîðà òðàíñëÿöèé è âîëíîâîé âåêòîð ïëîñêîé âîëíû, êîììó-òàòîð ãåíåðàòîðîâ, àáåëåâîñòü ãðóïïû òðàíñëÿöèé, âðàùåíèå è ìàòðèöû ãåíåðàòîðîâ ïîâîðîòîâ äëÿâåêòîðà, íåêîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû âðàùåíèé so(3), ãðóïïà O(3), ãåíåðàòîð îð-áèòàëüíîãî âðàùåíèÿ íà ïðèìåðå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, ãåíåðàòîð âðàùåíèÿ äëÿ âåêòîðíîãî è òåíçîðíîãîïîëåé.14. Ãåíåðàòîðû èíôèíèòåçèìàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé14.1. Ñäâèãè ≡ òðàíñëÿöèè êîîðäèíàòÄåéñòâèå òðàíñëÿöèé îïðåäåëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì
rαT = r′α = rα + aα, (3.1)ãäå aα � ãëîáàëüíûé ïàðàìåòð ïðåîáðàçîâàíèÿ, ò.å. îí íå çàâèñèò îò êîîðäèíàò â ëþáîé òî÷êå ïðîñòðàí-ñòâà

∂

∂rβ
aα ≡ ∂βa

α = 0, ∀x.Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî çàïèñàòü êàê äåéñòâèå îïåðàòîðà òðàíñëÿöèé T̂ (a), çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà
a,

rαT = r′α = T̂ (a) rα.Î÷åâèäíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà òðàíñëÿöèé:1. Ïîñëåäîâàòåëüíîå äåéñòâèå äâóõ òðàíñëÿöèé îïÿòü ÿâëÿåòñÿ òðàíñëÿöèåé. Äåéñòâèòåëüíî,
T̂ (a) · T̂ (b) rα = T̂ (a)

(

rα + bα
)

= rα + (b + a)α = T̂ (a + b) rα,èëè, ÷òî òî æå,
T̂ (b) · T̂ (a) = T̂ (a + b).Áîëåå òîãî, ïîñëåäîâàòåëüíîå äåéñòâèå òðåõ òðàíñëÿöèé â ñèëó

T̂ (c) ·
(

T̂ (b) · T̂ (a)
)

= T̂ (a + b + c) =
(

T̂ (c) · T̂ (b)
)

· T̂ (a),êàê âèäèì, íå çàâèñèò îò èõ ãðóïïèðîâêè ïîñðåäñòâîì ñêîáîê.2. Ñóùåñòâóåò òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå = T̂ (0), òàêîå ÷òî
T̂ (0) rα = rα,è

T̂ (a) · T̂ (0) = T̂ (0) · T̂ (a) = T̂ (a), ∀a.3. Ïîñëå ëþáîãî ñäâèãà ìîæíî ñäåëàòü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ñâîäÿùåå äåéñòâèå äâóõ òðàíñëÿöèéê òîæäåñòâåííîìó ïðåîáðàçîâàíèþ,
T̂ (a) · T̂ (−a) = T̂ (0) = , ∀a.Òàêèå ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿþòñÿ îáùèìè è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìàòåìàòè÷åñêóþêîíñòðóêöèþ ãðóïïû, ïîíÿòèå êîòîðîé, êàê âèäèì, òåñíî ñâÿçàíî ñ ñèììåòðèÿìè ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí(çäåñü � ïðîñòðàíñòâà).Îïðåäåëåíèå. Ãðóïïîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî G, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:59



60 Òåìà 3. Ãðóïïà âðàùåíèé è ñïèí
• â íåé çàäàíà îïåðàöèÿ êîìïîçèöèè (îáîçíà÷àåìàÿ ◦)

∀g1, g2 ∈ G ∃ g1 ◦ g2 = g3 ∈ G,îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì àññîöèàòèâíîñòè1
g1 ◦ (g2 ◦ g3) = (g1 ◦ g2) ◦ g3 ≡ g1 ◦ g2 ◦ g3,

• åäèíè÷íûé ýëåìåíò
∃ ∈ G : ◦ g = g ◦ = g, ∀g ∈ G,

• îáðàòíûé ýëåìåíò
∀g ∈ G ∃ g−1 ∈ G : g−1 ◦ g = g ◦ g−1 = .Êàê âèäèì, ïðåîáðàçîâàíèÿ òðàíñëÿöèé îáðàçóþò ãðóïïó.Ïðåäñòàâëåíèÿìè àáñòðàêòíîé ãðóïïû íàçûâàþò ìíîæåñòâà îïåðàòîðîâ ñî âñåìè ñâîéñòâàìè ãðóï-ïû, äåéñòâóþùèå íà ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëåíèÿ. Ìû áóäåì èññëåäîâàòü êîíå÷íîìåðíûå âåêòîðíûåïðîñòðàíñòâà (ìíîæåñòâà ñ êîíå÷íîìåðíûì ëèíåéíî íåçàâèñèìûì áàçèñîì äëÿ ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâàñ îïåðàöèåé ñóììû ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèÿ íà âåùåñòâåííûå (êîìïëåêñíûå) ÷èñëà, ò.å. ëèíåéíûå îáî-ëî÷êè áàçèñíûõ âåêòîðîâ2).Â ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå òðàíñëÿöèé âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû åâêëèäîâàïðîñòðàíñòâà, à ýëåìåíòû ãðóïïû � T̂ (a). Â äàëüíåéøåì äëÿ ÿñíîñòè è ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ìû áóäåìðàññìàòðèâàòü èìåííî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû íà âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ áåç îñîáûõ îãîâîðîê, òàê÷òî íàðÿäó ñ äåéñòâèåì ãðóïïû íà ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà â íåì òàêæå äåéñòâóþò îïåðàöèè ñëîæåíèÿè âû÷èòàíèÿ.Äðóãàÿ îñîáåííîñòü òðàíñëÿöèé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíè çàâèñÿò îò íåïðåðûâíîãî ïàðàìåòðà.Ãðóïïû, ýëåìåíòû êîòîðûõ ïàðàìåòðèçóþòñÿ íåïðåðûâíûìè âåëè÷èíàìè, â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êèëîêàëüíî ýêâèâàëåíòíûìè êîíå÷íîìåðíûì îáëàñòÿì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, íàçûâàþòñÿ ãðóïïàìè Ëè(â ñòðîãîé ôîðìóëèðîâêå îïðåäåëÿþò ñâîéñòâà ôóíêöèé ïåðåõîäà îò îäíîé ëîêàëüíîé êîîðäèíàòíîéñåòêè ïàðàìåòðîâ ïðåîáðàçîâàíèé ê äðóãîé â îáëàñòè èõ ïåðåêðûòèÿ, à òàêæå âîçìîæíîñòü ââåäåíèÿíåïåðåñåêàþùèõñÿ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòíûõ îáëàñòåé äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê (ñâîéñòâî Õàóñäîð-ôà)).Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íî ìàëûå (èíôèíèòåçèìàëüíûå) ïðåîáðàçîâàíèÿ âáëèçè åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà

T̂ (a) ≈ − iΓαa
α, a → 0,ãäå ìû ââåëè ãåíåðàòîðû èíôèíèòåçèìàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

Γα ≡ i lim
a→0

∂

∂aα
T̂ (a). (3.2)Äëÿ ñêàëÿðíîé, âåêòîðíîé èëè òåíçîðíîé ôóíêöèè, ò.å. ïîëÿ Φ(r), ïîñêîëüêó

∂r′α

∂rβ
=
∂(rα + aα)

∂rβ
= δαβ ,à çíà÷èò, â çàêîíå ïðåîáðàçîâàíèÿ òåíçîðíûõ âåëè÷èí ðàíãà n â èíäåêñíûõ îáîçíà÷åíèÿõ

Φ′α1...αn =
∂r′α1

∂rβ1
. . .

∂r′αn

∂rβn

Φβ1...βn ,êàê äëÿ êîíòðâàðèàíòíûõ, òàê äëÿ êîâàðèàíòíûõ èíäåêñîâ, âñå èíäåêñû óìíîæàþòñÿ íà ñèìâîë Êðîíå-êåðà, ò.å. íå ìåíÿþòñÿ, ïðåîáðàçîâàíèå ïðè òðàíñëÿöèÿõ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà òåïåðü ìîæíî çàïèñàòüâ âèäå T̂ ◦ Φ(r) = ΦT (rT ) = Φ(r), ò.å.
ΦT(T̂ (a)r) = Φ(r) ⇒ ΦT(r + a) = Φ(r) ⇒ ΦT(r) = Φ(r − a) = Φ(T (−a)r).Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåîáðàçîâàííàÿ ôóíêöèÿ åñòü ñàìà ôóíêöèÿ îò àðãóìåíòà, ïðåîáðàçîâàííîãî îáðàòíîéòðàíñëÿöèåé. Äëÿ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïðåîáðàçîâàíèé

ΦT(r) = Φ(r − a) ≈ Φ(r) − aα∂αΦ(r), ΦT(r) = ( − iΓαa
α)Φ(r) ⇒1Â ôèçè÷åñêèõ çàäà÷àõ ñâîéñòâî àññîöèàòèâíîñòè îáû÷íî âûïîëíÿåòñÿ ïî ïîñòðîåíèþ: ïðåîáðàçîâàíèÿ ôèçè÷åñêèõâåëè÷èí îïðåäåëÿþòñÿ êàê ïîñëåäîâàòåëüíîå äåéñòâèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëîæíûõ ôóíêöèé îò ýòèõ âåëè÷èí, íàïðèìåð,

f3[f2[f1(x)]] ≡ f3 ◦ f2 ◦ f1(x) ≡ (f3 ◦ f2) ◦ f1(x) ≡ f3 ◦ (f2 ◦ f1)(x).2Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíèÿ îáû÷íî îáðàçîâàíû ìàòðèöàìè, äåéñòâóþùèìè íà âåêòîðû.
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Γα = −i∂α 7→ k̂α.Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ãåíåðàòîðà òðàíñëÿöèé k̂α ñòàíîâèòñÿ ÿñíûì, åñëè ðàññìîòðåòü åãî äåéñòâèå íà ïðî-èçâîëüíóþ ôóíêöèþ f(r). Äåéñòâèòåëüíî, ðÿä Òåéëîðà äàåò ðàçëîæåíèå

f(r + a) =
∑

n

1

n!
aα1 . . . aαn

∂nf(r)

∂rα1 . . . ∂rαn

=
∑

n

1

n!
(a · ∇)nf(r)

= ea
α∂αf(r) = eiaαk̂αf(r),è, â ÷àñòíîñòè,

f(a) = eiaαkα , åñëè f(0) = 1, −i∂αf(r) = k̂αf(r) = kαf(r).Òàêèì îáðàçîì, ãåíåðàòîð k̂α çàäàåò âîëíîâîé âåêòîð ïëîñêîé ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû. Çàìåòèì, ÷òîïîñëåäíåå óñëîâèå � ýòî óðàâíåíèå íà âåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèèãåíåðàòîðà ïðîñòðàíñòâåííûõ òðàíñëÿöèé, îòêóäà ñòàíîâèòñÿ ÿñíûì ââåäåíèå ìíèìîé åäèíèöû â îïðå-äåëåíèå ãåíåðàòîðà òðàíñëÿöèé: ýòà ìíèìàÿ åäèíèöà ñâÿçàíà ñ ÿñíûì ôèçè÷åñêèì ñìûñëîì ñîáñòâåííûõôóíêöèé ãåíåðàòîðîâ ñ âåùåñòâåííûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, îòâå÷àþùèìè íàáëþäàåìûì âåëè-÷èíàì.Îòìåòèì, ÷òî ïëîñêàÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ âîëíà, êàê ìû óñòàíîâèëè ðàíüøå, îòâå÷àåò àìïëèòóäåâåðîÿòíîñòè äîñòîâåðíîñòè òðàåêòîðèè ñâîáîäíîé ÷àñòèöû è, ñîãëàñíî ãèïîòåçå äå Áðîéëÿ, âîëíîâîéâåêòîð k ñâÿçàí ñ èìïóëüñîì: p = ~k. Òàêèì îáðàçîì, ãåíåðàòîð òðàíñëÿöèé ïîñëå óìíîæåíèÿ íà ïîñòî-ÿííóþ Ïëàíêà ñ ÷åðòîé ñòàíîâèòñÿ îïåðàòîðîì èìïóëñà, êîòîðûé äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå àìïëèòóäâåðîÿòíîñòè Ψ: −i~∂α = p̂α. Â ïðîñòðàíñòâå àìïëèòóä âåðîÿòíîñòè äîñòîâåðíîñòè òðàåêòîðèé îïåðàòîðèìïóëüñà èìååò âåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Òàêèå îïåðàòîðû íàçûâàþòñÿ ýðìèòîâûìè. òåîðèÿîïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå àìïëèòóä òðàåêòîðèé îòíîñèòñÿ íå ê êëàññè÷åñêîé, à ê êâàíòîâîé ìåõàíèêå,òàê ÷òî ìû çäåñü íå áóäåì ðàçâèâàòü ýòó òåìó.Âû÷èñëèì ðàçíîñòü äåéñòâèÿ äâóõ èíôèíèòåçèìàëüíûõ îïåðàòîðîâ
(

T̂ (a) · T̂ (b) − T̂ (b) · T̂ (a)
)

f(r) = −aαbβ(k̂αk̂β − k̂β k̂α)f(r),ôèçè÷åñêèé ñìûñë êîòîðîé çàêëþ÷àåòñÿ â ñðàâíåíèè ðåçóëüòàòîâ äâóõ ñäâèãîâ â ïðÿìîì è îáðàòíîìïîðÿäêå (ñì. ðèñ. 3.1).
������:

6
6
������:

T̂ (a)

T̂ (b)T̂ (b)

T̂ (a)

Ðèñ. 3.1: Êîìïîçèöèÿ äâóõ òðàíñëÿöèé â ïðÿìîì è îáðàòíîì ïîðÿäêå.Â ñèëó ãðóïïîâîãî õàðàêòåðà ïðåîáðàçîâàíèé, ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðîâ â ïðÿìîì è îáðàòíîì ïîðÿäêå,âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷àåòñÿ íà ãðóïïîâîé ýëåìåíò, ò.å., èç îäíîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà ìîæíî ïåðåéòè âäðóãóþ òî÷êó ïîñðåäñòâîì ïðåîáðàçîâàíèÿ èç ãðóïïû è T̂ (a)·T̂ (b) = T̂ (c)·
(

T̂ (b)·T̂ (a)
), è äëÿ áåñêîíå÷íîìàëûõ ýëåìåíòîâ (ðàçëàãàÿ ïî a, b è c) îòñþäà ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî ðàçíîñòü T̂ (a) · T̂ (b) − T̂ (b) · T̂ (a)ïðîïîðöèîíàëüíà ãåíåðàòîðó ãðóïïû Γ ñ ïàðàìåòðîì c âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè c ∼ O(a b).Äëÿ ãåíåðàòîðîâ òðàíñëÿöèé â ñèëó ïåðåñòàíîâî÷íîñòè ÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ðàçëè÷íûìïåðåìåííûì â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ

∂α∂βf(r) = ∂β∂αf(r),ñëåäóåò, ÷òî
k̂αk̂β − k̂β k̂α = 0,ò.å. ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà ïðåîáðàçîâàíèé. Â îáùåì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàþò ñëåäóþùóþ ìà-òåìàòè÷åñêóþ êîíñòðóêöèþ äëÿ ãåíåðàòîðîâ èíôèíèòåçèìàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ãðóïïû Ëè.Îïðåäåëåíèå. Àëãåáðîé Ëè Γ íàçûâàþò âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Γ, â êîòîðîì îïðå-äåëåíà ñêîáêà Ëè:
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• êîìïîçèöèÿ

∀Γ1, Γ2 ∈ Γ ∃ [Γ1,Γ2] ∈ Γ,

• àíòèñèììåòðèÿ
[Γ1,Γ2] = −[Γ2,Γ1],

• òîæäåñòâî ßêîáè3 (öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà ýëåìåíòîâ â ñêîáêå)
[[Γ1,Γ2],Γ3] + [[Γ2,Γ3],Γ1] + [[Γ3,Γ1],Γ2] = 0.Ïåðâûå äâà ñâîéñòâà îïðåäåëÿþò êîììóòàòîð ãåíåðàòîðîâ4. Åñëè

∀Γ1, Γ2 ∈ Γ [Γ1,Γ2] = 0,òî àëãåáðà íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîé (èëè àáåëåâîé).Âûøå ìû ïîêàçàëè, ÷òî
k̂αk̂β − k̂β k̂α ≡ [k̂α, k̂β ] = 0,òàê ÷òî àëãåáðà òðàíñëÿöèé êîììóòàòèâíà, ò.å. êîíòóð, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 3.1, çàìêíóò.Åñëè ãåíåðàòîðû ïðåäñòàâëåíû ìàòðèöàìè â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå, òî èõ êîììóòàòîð îïðåäåëÿ-åòñÿ ìàòðè÷íûì óìíîæåíèåì

[A,B] = AB −BA,è, òàê êàê íå âñÿêèå ìàòðèöû ïðè óìíîæåíèè â ïðÿìîì è îáðàòíîì ïîðÿäêå äàþò îäèíàêîâûé ðåçóëü-òàò, ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî ñóùåñòâóþò è íå êîììóòàòèâíûå àëãåáðû. Ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå ïîçâîëÿåòîïðåäåëèòü îäíîðîäíûå ïîëèíîìû ïî ãåíåðàòîðàì ñòåïåíè k
Ck =

∑

hi1...ikΓi1 . . .Γik ,ñðåäè êîòîðûõ îñîáî âûäåëÿþò îïåðàòîðû Êàçèìèðà, êîòîðûå êîììóòèðóþò ñî âñåìè ãåíåðàòîðàìè
[Ck,Γn] = 0, ∀ Γn ∈ Γ.×èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ îïåðàòîðîâ Êàçèìèðà íàçûâàåòñÿ ðàíãîì àëãåáðû èëè ãðóïïû, êîòîðûéðàâåí òàêæå ÷èñëó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû, îáðàçóþùèõ êîììóòàòèâíóþ ïîäàëãåáðóÊàðòàíà H :
∀h1, h2 ∈ H [h1, h2] = 0.Â ñëó÷àå ãðóïïû òðàíñëÿöèé åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà âñå ãåíåðàòîðû ïî òðåì îñÿì êîììóòèðóþò,òàê ÷òî ñäâèãè ïî êàæäîé èç îñåé ìîæíî ïðîèçâîäèòü â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå è ìîæíî ãîâîðèòü î òðåõíåçàâèñèìûõ àáåëåâûõ îäíîìåðíûõ ãðóïïàõ òðàíñëÿöèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ðàíã, ðàâíûé 1.Òàêàÿ îäíîìåðíàÿ ãðóïïà íàçûâàåòñÿ U(1): ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû, êàê ìû âèäåëè,ñâîäÿòñÿ ê

eika,ãäå k ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ãåíåðàòîðà àáåëåâîé ãðóïïû, à a � ïàðàìåòð ãðóïïû (ñäâèãà êîîðäèíàòû).Ðàññìîòðèì ñëó÷àé íåêîììóòàòèâíîé àëãåáðû íà ïðèìåðå ïîâîðîòîâ â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Åâ-êëèäà, êîòîðûå òàê æå, êàê è òðàíñëÿöèè, îñòàâëÿþò èíâàðèàíòíîé äëèíó âåêòîðà.14.2. ÂðàùåíèÿÐàññìîòðèì ïîâîðîòû íà ïëîñêîñòè, ò.å. â 2-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå (ñì. ðèñ. 3.2). Äëÿ êîîð-äèíàò âåêòîðà
{

x = r cos θ,

y = r sin θ,ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷èì
{

x′ = r cos(θ + φ) = x cosφ− y sinφ,

y′ = r sin(θ + φ) = x sinφ+ y cosφ,3Ñëåäñòâèå àññîöèàòèâíîñòè äëÿ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïðåîáðàçîâàíèé ãðóïïû Ëè.4Ââåäåíèå êîììóòàòîðà ãåíåðàòîðîâ ãðóïïîâûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñî çíà÷åíèåì â ëèíåéíîé îáîëî÷êå ãåíåðàòîðîâ îïðå-äåëÿåòñÿ ïðîñòûì òðåáîâàíèåì äëÿ èíôèíèòåçèìàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé: äåéñòâèå äâóõ ïðåîáðàçîâàíèé â ïðÿìîì è îá-ðàòíîì ïîðÿäêå îòëè÷àåòñÿ íà ïðåîáðàçîâàíèå èç òîé æå ãðóïïû.
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Ðèñ. 3.2: Ïîâîðîò íà ïëîñêîñòè.ãäå ìû èñïîëüçîâàëè îáû÷íûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðàâåíñòâà:
cos(θ + φ) = cos θ cosφ− sin θ sinφ,

sin(θ + φ) = cos θ sinφ+ sin θ cosφ.Â ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ äëÿ âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ ýòîò ïîâîðîò çàïèøåòñÿ â âèäå
(

x′

y′

)

=

(

cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)(

x
y

)

= R2(φ)

(

x
y

)

.Âû÷èñëèì äåòåðìèíàíò ìàòðèöû 2-ìåðíîãî ïîâîðîòà
detR2(φ) = cos2 φ+ sin2 φ = 1.Î÷åâèäíî, ÷òî âðàùåíèå íà íóëåâîé óãîë ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì

R2(0) = ,è ïîñëå êàæäîãî ïîâîðîòà ìîæíî ñîâåðøèòü îáðàòíîå âðàùåíèå
R2(φ)R2(−φ) = ,ïðè÷åì îáðàòíàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ òðàíñïîíèðîâàííîé

R2(−φ) = Rt2 = R−1
2 (φ).Ïîñëå íåñëîæíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ âûêëàäîê íàõîäèì, ÷òî äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîâîðîòà åñòüòàêæå ïîâîðîò íà óãîë, ðàâíûé ñóììå óãëîâ (ïðàâèëî ñëîæåíèÿ óãëîâ),

R2(φ1)R2(φ2) = R2(φ1 + φ2),è, òàêèì îáðàçîì, ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå îïðåäåëÿåò êîìïîçèöèþ ýëåìåíòîâ ãðóïïû ïîâîðîòîâ.Ãåíåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèé îïðåäåëÿþòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî ïàðàìåòðàì ãðóïïû âðàùåíèéâáëèçè òîæäåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (ñì. (3.2)). Â ÷àñòíîñòè, èçó÷åííûé íàìè ïîâîðîò íà ïëîñêîñòè
{x, y} ñ îñüþ ïîâîðîòà, íàïðàâëåííîé ïî îñè z, èìååò ãåíåðàòîð

sz = i lim
φ→0

∂

∂φ
R2(φ) = i( 0 −1

1 0

)

.Â 3-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ ïðàâîé òðîéêîé áàçèñíûõ âåêòîðîâ ëåãêî ïîëó÷èòü îáîáùåíèåìàòðèö âðàùåíèÿ ñ îñÿìè âäîëü áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Ïðè ýòîì äëÿ ãåíåðàòîðîâ, ïîëüçóÿñü ïðàâèëîìöèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ: ïðè âðàùåíèè â ïëîñêîñòè {x, y}, ò.å. ñ îñüþ âäîëü z, íåíóëåâûìèçíà÷åíèÿìè â ìàòðèöå ãåíåðàòîðà sz ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ýëåìåíòû (sz)xy = −i è (sz)yx = i è äàëåå ïî öèêëó,� íàõîäèì âûðàæåíèÿ
sz = i 0 −1 0

1 0 0
0 0 0



 � ïîâîðîò â ïëîñêîñòè {x, y}, (3.3)
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sy = i 0 0 1

0 0 0
−1 0 0



 � ïîâîðîò â ïëîñêîñòè {z, x}, (3.4)
sx = i 0 0 0

0 0 −1
0 1 0



 � ïîâîðîò â ïëîñêîñòè {y, z}. (3.5)Äðóãèìè ñëîâàìè ìàòðèöà ãåíåðàòîðà (sα)βγ = −i εαβγ, ÷òî â ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ â òî÷íîñòè ñîâ-ïàäàåò ñ ïðèâåäåííîé çàïèñüþ â ÿâíîì âèäå.Ðàññìîòðèì, âîçíèêàåò ëè ðàçëè÷èå â ïðåîáðàçîâàíèè âåêòîðîâ ïðè ñìåíå ïîðÿäêà äâóõ ïîâîðîòîâ ïîðàçíûì îñÿì. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì êîììóòàòîðû, êîòîðûå â äàííîì ñëó÷àå îïðåäåëÿþòñÿ óìíîæåíèåììàòðèö (3.3)�(3.5):
[sx, sy] = i sz, [sy, sz] = i sx, [sz, sx] = i sy, (3.6)ãäå îïÿòü âàæíî çàìåòèòü öèêëè÷åñêóþ ïåðåñòàíîâêó èíäåêñîâ. Îòñþäà âèäèì, íàïðèìåð, ÷òî ïîâîðîòûïîñëåäîâàòåëüíî ñíà÷àëà âîêðóã îñè y, à ïîòîì âîêðóã îñè x, è íàîáîðîò � ñíà÷àëà âîêðóã îñè x, à ïîòîìâîêðóã îñè y, â ðåçóëüòàòå íå ñîâïàäàþò, à îòëè÷àþòñÿ íà ïîâîðîò âîêðóã îñè z è ò.ï. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ,÷òî òîæäåñòâà ßêîáè äëÿ ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû âðàùåíèé ñïðàâåäëèâû. Â èòîãå, â 3-ìåðíîì åâêëèäîâîìïðîñòðàíñòâå àëãåáðà ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû âðàùåíèé íåêîììóòàòèâíà.Ñ èñïîëüçîâàíèåì òåíçîðà Ëåâè-×èâèòà êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû âðà-ùåíèé (ò.å. àëãåáðà ãåíåðàòîðîâ) ïðèìóò âèä

[sα, sβ ] = iεαβγsγ . (3.7)Ìû âèäèì, ÷òî ýòî � íåêîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà Ëè.Â ñèëó ñâîéñòâ ìàòðèö âðàùåíèÿ
R · Rt = , � îðòîãîíàëüíîñòü, O,
detR = 1, � ñïåöèàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, S,ãðóïïà âðàùåíèé 3-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì SO(3), à åå àëãåáðà � so(3).Ãðóïïà SO(3) èìååò åäèíñòâåííûé îïåðàòîð Êàçèìèðà, êîòîðûé íà âåêòîðàõ åâêëèäîâà ïðîñòðàí-ñòâà, ò.å. â âåêòîðíîì ïðåäñòàâëåíèè, ïðèíèìàåò çíà÷åíèå

C2 = s2 = (sα)βγ (sα)γβ′ = (−i)2εαβγεαγβ′ = 2δββ′ = 2 · .Òàêèì îáðàçîì, íåïðåðûâíûå ñèììåòðèè 3-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà áåç ñìåíû îðèåíòàöèè áàçèñà ñ ïðàâîéíà ëåâóþ îáðàçîâàíû ãðóïïîé òðàíñëÿöèé è âðàùåíèé.14.3. Ãðóïïà âðàùåíèé O(3)Ãðóïïà âðàùåíèé 3-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ñîñòîèò èç äâóõ ñâÿçàííûõ íåïðåðûâíûìè ïðåîáðà-çîâàíèÿìè êîìïîíåíò5 ñ äåòåðìèíàíòîì, ðàâíûì ±1 (ñîáñòâåííûå è íåñîáñòâåííûå ïîâîðîòû). Ïåðåõîäæå îò îäíîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû ê äðóãîé îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ äèñêðåòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé çåð-êàëüíîãî îòðàæåíèÿ ïî êàæäîé èç îñåé äåêàðòîâà ïðîñòðàíñòâà P = PxPyPz. Òàê ÷òî ñõåìàòè÷åñêèìîæíî çàïèñàòü:
SO+(3), detR = +1

P ↑ ↓ P

SO−(3), detR = −1Ïîëíàÿ æå ãðóïïà èçîìåòðèè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà âêëþ÷àåò â ñåáÿ íàðÿäó ñ âðàùåíèÿìè O(3)(ñ ó÷åòîì îòðàæåíèé) åùå è òðàíñëÿöèè, òàê ÷òî ãîâîðÿò î íåîäíîðîäíîé (inhomogeneous, I) ãðóïïå
ISO(3)..5Çäåñü òåðìèí ñâÿçíîñòè êîìïîíåíò óïîòðåáëÿåòñÿ â �èíòóèòèâíîì� ñìûñëå, â òî âðåìÿ êàê ñòðîãàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿòåîðèÿ ââîäèò ïîíÿòèÿ ãîìîòîïèé (êëàññîâ íåïðåðûâíûõ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ òðàåêòîðèé â ãðóïïå) è ãîìîòîïè÷åñêèõãðóïï, êîòîðûå ìû íå ðàññìàòðèâàåì (ñì. [5]).



Ëåêöèÿ � 6 6514.4. Îáùèé âèä ãåíåðàòîðîâ âðàùåíèÿ è ñïèíÏîìèìî ïðèâåäåííîãî íàìè âèäà ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû âðàùåíèé â ìàòðè÷íîé ôîðìå, êîãäà îíè äåéñòâó-þò êàê ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íà âåêòîð êîîðäèíàò â äåêàðòîâîé ñèñòåìå, ìîæíî íàïèñàòü è îáùèéâèä ýòèõ ãåíåðàòîðîâ äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñêàëÿðíîé ôóíêöèè îò êîîðäèíàò r, ò.å. äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ
Φ = f(r). Ïî îïðåäåëåíèþ, ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ f íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâåêîîðäèíàò r

fG(rG) = f(r), (3.8)ãäå G � îïåðàòîð ïîâîðîòîâ, êîòîðûé ïðåîáðàçóåò è êîîðäèíàòû, è ôóíêöèè:
rG = G · r, G ◦ f(r) = fG(rG).Äëÿ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïðåîáðàçîâàíèé

rG = r + dGr = (1 − isαφα)r,ãäå äèôôåðåíöèàë çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ âðàùåíèÿ φα, à ãåíåðàòîðû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàññìîòðåí-íûå íàìè âûøå ìàòðèöû (3.3)�(3.5). Òîãäà
fG(rG) = fG(r) +

∂fG
∂rα

dGr
α = fG(r) +

∂f

∂rα
dGr

α,ãäå âî âòîðîì ñëàãàåìîì ìû çàìåíèëè ïðåîáðàçîâàííóþ ôóíêöèþ íà èñõîäíóþ, ïîòîìó ÷òî ýòà îïåðàöèÿïðèâîäèò â ðàçíèöå âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, íå ñóùåñòâåííîé çäåñü äëÿ íàøåãî ðàññìîòðåíèÿ, òàê ÷òîñîãëàñíî (3.8) âàðèàöèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â òî÷êå r

δGf(r) = fG(r) − f(r) = − ∂f

∂rα
dGr

α. (3.9)Òîãäà ïî ïîñòðîåíèþ
(1 + δG)f(r) ≡ (1 − i l̂βφβ)f(r),ãäå óæå l̂β � îïåðàòîð íà ôóíêöèÿõ, è

i l̂βφβ f(r) =
∂f

∂rα
dGr

α.Â ñëó÷àå âðàùåíèÿ â 2-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (âîêðóã îñè z) íà óãîë φ→ 0

fG(r) − f(r) ≈ −i l̂zφ f(r) = −
(

dy
∂f

∂y
+ dx

∂f

∂x

)

= −φ
(

x
∂f

∂y
− y

∂f

∂x

)

⇒

i l̂z = x
∂

∂y
− y

∂

∂x
,è â îáùåì ñëó÷àå (â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ íèæíèå è âåðõíèå èíäåêñû íå îòëè÷àþò!)

l̂α = −i εαβγ rβ∂γ = − i
2
εαβγ (rβ∂γ − rγ∂β) = −i (r ×∇)α.Ïîñêîëüêó â ïðîñòðàíñòâå àìïëèòóä òðàåêòîðèé âåë÷èíà p̂ = −i ~∇ îòâå÷àåò îïåðàòîðó èìïóëüñà, òîâåëè÷èíà

ˆ̀ = ~ l̂ = −i r × p̂ (3.10)ÿâëÿåòñÿ îðáèòàëüüíûì ìîìåíòîì èìïóëüñà `.Ëåãêî âû÷èñëèòü
[l̂α, rβ ] = i εαβγ rγ , [l̂α, k̂β ] = i εαβγ k̂γ .Îòñþäà âèäíî, ÷òî âåêòîð êîîðäèíàò è ãåíåðàòîð òðàíñëÿöèé ïîâîðà÷èâàþòñÿ ïî îäíîìó è òîìó æå çà-êîíó, ò.å. ãåíåðàòîðû òðàíñëÿöèé � âåêòîðû. Îäíàêî íàïîìíèì, ÷òî ãåíåðàòîðû òðàíñëÿöèé çàäàþòñÿ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé, ò.å. ñòðîêîé, à íå ñòîëáöîì, êàê êîîðäèíàòû, è ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòîðû ïðå-îáðàçîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñîïðÿæåííûìè ê îïåðàòîðàì ïîâîðîòà (ïðîñòûì òðàíñïîíèðîâàíèåì), ÷òî ïðèòåõ æå êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèÿõ äëÿ rα è k̂α c l̂β ïðèâîäèò ê îáðàòíîìó ïîâîðîòó k̂α ïî ñðàâíåíèþñ rα: R(φ) ≈ 1 − i sαφα, â òî âðåìÿ êàê Rt(φ) ≈ 1 + i sαφα, òàê êàê stα = −sα (ñì. (3.3)�(3.5)).



66 Òåìà 3. Ãðóïïà âðàùåíèé è ñïèíÊðîìå òîãî, ñàìè ãåíåðàòîðû îðáèòàëüíûõ âðàùåíèé òàêæå ÿâëÿþòñÿ âåêòîðàìè, ïîñêîëüêó
[l̂α, l̂β ] = i εαβγ l̂γ . (3.11)Åñëè ïîëå � âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ, Φ = A(r), òî çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âåêòîðîâ â îáùåì âèäå

A′α(r′) =
∂r′α

∂rβ
Aβ(r),â ñëó÷àå ïîâîðîòîâ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äåéñòâèÿ íà íåå îïåðàòîðà âðàùåíèé

G ◦A(r) = S(G) ·A(r) ⇔ AG(rG) = S(G) ·A(r),ãäå Sα
β (G) = ∂r′α/∂rβ � ìàòðèöà ïîâîðîòîâ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðàÿ äëÿ èíôèíèòåçèìàëüíûõïîâîðîòîâ ðàâíà

S(G) = − i sγφγ ,ãäå s, ïî-ïðåæíåìó, � ìàòðèöû ïîâîðîòîâ (3.3)�(3.5). Ó÷èòûâàÿ ýòî îïðåäåëåíèå è ïîâòîðÿÿ âûêëàäêèäëÿ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïðåîáðàçîâàíèé, íàéäåì, ÷òî
(1 + δG)A(r) = (1 − i ĵαφα)A(r), (3.12)ãäå

ĵ = l̂ + s,ò.å. ïîëíûé ãåíåðàòîð ĵ åñòü ñóììà äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà îðáèòàëüíûõ âðàùåíèé l̂ è ìàòðèöûñïèíà âåêòîðíîãî ïîëÿ s. Êîíå÷íî, ïîñëå óìíîæåíèÿ íà ~ ýòè âåëè÷èíû ïðèîáðåòàþò ñìûñë îïåðàòî-ðîâ ïîëíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà Ĵ = ~ ĵ, îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà ˆ̀ = ~ l̂ è ñïèíîâîãî ìîìåíòàñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ s = ~s â ïðîñòðàíñòâå àìïëèòóä âåðîÿòíîñòè òðàåêòîðèé Ψ.Â ñëó÷àå òåíçîðíîãî ïîëÿ ðàíãà k ïî êàæäîìó èç èíäåêñîâ òåíçîðà αn, n = {1, n}, ïðè âðàùåíèÿõíåîáõîäèìî ââåñòè äåéñòâèå ìàòðèöû ñïèíà âåêòîðíîãî ïîëÿ (s(n))αn

βn
, â òî âðåìÿ êàê ìàòðèöà èíôèíè-òåçèìàëüíûõ ïîâîðîòîâ ïðèìåò âèä

S(G) 7→ − iφγ

k
∑

n=1

s(n)γ ,ãäå ñóììà
S =

k
∑

n=1

s(n)íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ñïèíîì òåíçîðà.



Ëåêöèÿ � 7 67Ëåêöèÿ � 7Òðàíñïîíèðîâàíèå è ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå êâàäðàòíûõ ìàòðèö, áðà- è êåò-âåêòîðû, óðàâíåíèå íàñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñåêóëÿðíîå óðàâíåíèå, âåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýðìèòîâûõ ìàò-ðèö, ñòåïåíü âûðîæäåíèÿ ñïåêòðà, îðòîãîíàëüíîñòü ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñ ðàçíûìè ñîáñòâåííûìèçíà÷åíèÿìè, ñîáñòâåííûå âåêòîðà è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ïðîåêöèÿ ñïèíà íà îñü z äëÿ
s = 1, ñôåðè÷åñêàÿ ãàðìîíèêà åäèíè÷íîãî ðàäèóñ-âåêòîðà, äåéñòâèå ïîâûøàþùèõ è ïîíèæàþùèõìàòðèö äëÿ s = 1, íóëåâîé êîììóòàòîð ýðìèòîâûõ ìàòðèö è ñîâìåñòíûé áàçèñ ñîáñòâåííûõ âåêòî-ðîâ, ôèçè÷åñêèé ñìûñë êîììóòàòîðîâ ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû âðàùåíèé, îáùèé ñëó÷àé ¾îïåðàòîðíîãî¿êâàíòîâàíèÿ ìàòðèö ñïèíà ãðóïïû âðàùåíèé, áàçèñ âåêòîðîâ ñïèíà s è äåéñòâèå íà íåãî ïîíèæà-þùèõ è ïîâûøàþùèõ ìàòðèö, ÷èñëî êîìïîíåíò â áàçèñå ñïèíà s, òåíçîðíûå ïîëÿ êàê áàçèñ ïîëåéñ öåëûì ñïèíîì, ïåðåõîä îò ñòàíäàðòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê èíäåêñíîìó â äåêàðòîâîì áàçèñå, ñïèí
s = 2, íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ïîëåé ñïèíà s � ñèììåòðè÷íûå áåññëåäîâûå òåíçîðû ðàíãà
s, íóëåâîé ñïèí ñèìâîëîâ Êðîíåêåðà è Ëåâè-×èâèòà, ñôåðè÷åñêèå ãàðìîíèêè Yl,m êàê ñèììåòðè÷íûåáåññëåäîâûå òåíçîðû ðàíãà l â âèäå òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ åäèíè÷íûõ ðàäèóñ-âåêòîðîâ.15. Ñïèí s = 1Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ìàòðèö ñïèíà âåêòîðíîé ÷àñòèöû, íàïîìíèì ðÿä îïðåäåëåíèé äëÿ êâàäðàò-íûõ ìàòðèö Â ðàçìåðîì n× n, êîòîðûå äåéñòâóþò íà n-ìåðíûå ñòîëáöû, ò.å. â n-ìåðíîì êîìïëåêñíîìïðîñòðàíñòâå.Òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà At èìååò ýëåìåíòû

(At)αβ = Aβ
α. (3.13)Ýðìèòîâî ñîïðÿæåííàÿ ìàòðèöà A† èìååò ýëåìåíòû, êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå ýëåìåíòàì òðàíñïîíèðî-âàííîé ìàòðèöû:

(A†)αβ = (A∗)βα. (3.14)Ýðìèòîâî ñàìîñîïðÿæåííàÿ ìàòðèöà èëè ïðîñòî ýðìèòîâà ìàòðèöà ñîâïàäàåò ñî ñâîåé ýðìèòîâî ñîïðÿ-æåííîé,
A† = A ⇒ Aα

β = (A∗)βα. (3.15)Èç îïðåäåëåíèé ìàòðèö ñïèíà âåêòîðíîé ÷àñòèöû
sx = i 0 0 0

0 0 −1
0 1 0



 , sy = i 0 0 1
0 0 0

−1 0 0



 , sz = i 0 −1 0
1 0 0
0 0 0



 , (3.3)�(3.5)ñëåäóåò, ÷òî ýòè ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ ýðìèòîâûìè.Ýëåìåíòû êîìïëåêñíîãî âåêòîðíîãî n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ò.å. ñòîëáöû, áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâî-ëîì êåò-âåêòîðà:
|A〉 ≡ A =

n
∑

α=1

Aαeα = Aαeα 7→







A(1)...
A(n)






(3.16)Íàïðèìåð, â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå âåêòîðû áàçèñà �

|ex〉 =





1
0
0



 , |ey〉 =





0
1
0



 , |ez〉 =





0
0
1



 ,à âåêòîð
|A〉 =





Ax

Ay

Az



 .Ýðìèòîâî ñîïðÿæåííûå êîâåêòîðû, ò.å. ñòðîêè ñ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè ýëåìåíòàìè ñòîëáöà, áóäåìîáîçíà÷àòü áðà-âåêòîðàìè6
〈A| =

(

A∗(1), . . . ,A∗(n)
)

. (3.17)6Îò àíãëèéñêîãî ñëîâà ¾ñêîáêà¿: bracket=〈bra|cket〉 ñîãëàñíî Äèðàêó.



68 Òåìà 3. Ãðóïïà âðàùåíèé è ñïèíÄëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ñòàâèòñÿ çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:
A |λ〉 = λ |λ〉, |λ〉 6= 0. (3.18)Ñîáñòâåííûé âåêòîð |λ〉 íå ðàâåí íóëþ, ÷òî ìîæåò èìåòü ìåñòî ëèøü ïðè óñëîâèè

det (A− λ · ) = 0, (3.19)ïîñêîëüêó
(A− λ · )|λ〉 = 0,è åñëè ìàòðèöà (A−λ · ) èìååò îáðàòíóþ, òî äîìíîæåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ íà îáðàòíóþ ìàòðèöó ïðèâî-äèëî áû ê |λ〉 = 0, òàê ÷òî óñëîâèå îòñóòñòâèå îáðàòíîé ìàòðèöû â âèäå (3.19) îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèåíåíóëåâîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà |λ〉. Óðàâíåíèå (3.19) íîñèò íàçâàíèå ñåêóëÿðíîãî óðàâíåíèÿ íà ñîá-ñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A. Ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå ñåêóëÿðíîãî óðàâíåíèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî ñîáñòâåí-íûå çíà÷åíèÿ ýðìèòîâî ñîïðÿæåííîé ìàòðèöû A† ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè çíà÷åíèÿìè λ∗ìàòðèöû A. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ýðìèòîâû ìàòðèöû èìåþò âåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.Ñåêóëÿðíîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè n ïî èñêîìîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ, à çíà-÷èò, îíî èìååò n ðåøåíèé ñ ó÷åòîì ñòåïåíè êðàòíîñòè êàæäîãî ðåøåíèÿ. Ñïåêòð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèéýðìèòîâîé ìàòðèöû ìîæåò áûòü íåâûðîæäåí èëè âûðîæäåí, ò.å., åñëè îäíîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþîòâå÷àåò åäèíñòâåííûé ñîáñòâåííûé âåêòîð, òî ýòî çíà÷åíèå íåâûðîæäåíî, åñëè ïðîñòðàíñòâî ñîáñòâåí-íûõ âåêòîðîâ äëÿ çàäàííîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ íå îäíîìåðíî, à k-ìåðíî, òî ãîâîðÿò î ñòåïåíè âû-ðîæäåíèÿ, ðàâíîé k > 1. Â áàçèñå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ýðìèòîâà ìàòðèöà äèàãîíàëüíà: íà äèàãîíàëèñòîÿò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè èõ âûðîæäåíèÿ.Ñîáñòâåííûå âåêòîðà ýðìèòîâîé ìàòðèöû ñ ðàçëè÷íûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îðòîãîíàëüíû,ïîñêîëüêó èç óðàâíåíèé

A |λ1〉 = λ1 |λ1〉, A |λ2〉 = λ2 |λ2〉,ñëåäóåò, ÷òî ïîñëå óìíîæåíèÿ ñëåâà íà ñòðîêó áðà-âåêòîðà
〈λ2|A |λ1〉 = λ1 〈λ2|λ1〉, 〈λ1|A |λ2〉 = λ2 〈λ1|λ2〉,÷òî ïðè λ1 6= λ2 âîçìîæíî, òîëüêî åñëè

〈λ1|λ2〉 = 0,ïîñêîëüêó
〈λ1|A |λ2〉† = λ†2 〈λ1|λ2〉† ⇒ 〈λ2|A |λ1〉† = λ2 〈λ2|λ1〉,â ñèëó ýðìèòîâîñòè ìàòðèöû è âåùåñòâåííîñòè å¼ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ.Íàéäåì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýðìèòîâîé ìàòðèöû sz â (3.3), ò.å. ïðîåêöèè ñïèíà âåêòîðíîé ÷àñòèöûíà îñü z:

det (sz − λ · ) = det





−λ −i 0
i −λ 0
0 0 −λ



 = −λ3 + λ = −λ(λ2 − 1) = 0.Èòàê, ïðîåêöèÿ ñïèíà èìååò òðè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ λ = {−1, 0,+1} â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, òàê÷òî ñïåêòð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íåâûðîæäåí. Îòíîðìèðóåì ñîáñòâåííûå êåò-âåêòîðà |λ〉 íà åäèíèöó,òàê ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî êîìïëåêñíîé ôàçû íàéäåì
| + 1〉 = − 1√

2





1
i
0



 , |0〉 =





0
0
1



 , | − 1〉 =
1√
2





1
−i

0



 . (3.20)Â òåðìèíàõ êîìïîíåíò äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ýòè ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ çàäàþòñÿ ïîëÿìè
A± = 〈A| ± 1〉 = ∓ 1√

2
(Ax ± iAy), A0 = 〈A|0〉 = Az. (3.21)Íàïðèìåð, ïîëå åäèíè÷íîãî ðàäèóñ-âåêòîðà n = r/r â ïåðåìåííûõ ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò

n =





nx

ny

nz



 =





sin θ cosφ
sin θ sinφ

cos θ







Ëåêöèÿ � 7 69èìååò êîìïîíåíòû ñ îïðåäåëåííûìè çíà÷åíèÿìè ïðîåêöèè ñïèíà íà îñü z:
n± = ∓ 1√

2
(nx ± iny) = ∓ 1√

2
sin θ e±iφ, n0 = nz = cos θ. (3.22)Íàðÿäó ñ (3.22) ââîäÿò ñôåðè÷åñêèå ãàðìîíèêè ýòîãî âåêòîðà Y1,±1 è Y1,0, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ òîëüêîíîðìèðîâêîé:

∫

dΩY∗
1,mY1,m′ = δmm′ ,òàê ÷òî

Y1,m =

√

3

4π
nm, m = {±1, 0}.Ïðåäñòàâëåíèå ïîëÿ â âèäå ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê íàçûâàþò ñòàíäàðòíûì â îòëè÷èå îò ïîêîìïîíåíò-íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ.Ñîáñòâåííûå âåêòîðà ìàòðèöû ñïèíà sz íå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè äëÿ ìàòðèö sx è sy. Áîëåå òîãî,ââîäÿò ïîâûøàþùèå è ïîíèæàþùèå ìàòðèöû

s± = sx ± i sy, s†+ = s−, s+ =





0 0 −1
0 0 −i
1 i 0



 , s− =





0 0 1
0 0 −i
−1 i 0



 . (3.23)Ëåãêî íàéòè, ÷òî ïîâûøàþùèé îïåðàòîð óâåëè÷èâàåò çíà÷åíèå ïðîåêöèè íà åäèíèöó,
s+| + 1〉 = 0, s+|0〉 =

√
2 | + 1〉, s+| − 1〉 =

√
2 |0〉,à ïîíèæàþùèé óìåíüøàåò íà åäèíèöó,

s−| + 1〉 =
√

2 |0〉, s−|0〉 =
√

2 | − 1〉, s−| − 1〉 = 0.Ïîñêîëüêó äëÿ âåêòîðà êâàäðàò ìàòðèöû ñïèíà � ýòî ÷èñëî, s2 = 2, ñîáñòâåííûå âåêòîðà sz ÿâëÿþòñÿñîáñòâåííûìè è äëÿ êâàäðàòà ñïèíà âåêòîðíîé ÷àñòèöû.Çäåñü ëîãè÷íî ïîñòàâèòü âîïðîñ î òîì, â êàêîì ñëó÷àå äâå ýðìèòîâû ìàòðèöû ìîãóò èìåòü ñîâìåñò-íûé áàçèñ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Òàêîé áàçèñ ìîæåò ñëóæèòü îñíîâîé äëÿ êëàññèôèêàöèè ïîëåé ïîñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû ñèììåòðèè, â íàøåì ñëó÷àå, ãðóïïû âðàùåíèé.16. Ñîâìåñòíûé áàçèñ äâóõ ýðìèòîâûõ ìàòðèöÏóñòü äâå ýðìèòîâû ìàòðèöû A† = A, B† = B èìåþò ñîâìåñòíûé áàçèñ:
A |a, b〉 = a |a, b〉, B |a, b〉 = b |a, b〉.Òîãäà

AB |a, b〉 = Ab |a, b〉 = bA |a, b〉 = ba |a, b〉, BA |a, b〉 = B a |a, b〉 = aB |a, b〉 = ab |a, b〉,à çíà÷èò,
(AB −BA) |a, b〉 = [A,B] |a, b〉 = 0,äëÿ ëþáûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ, ñëåäîâàòåëüíî, êîììóòàòîð òàêèõ ìàòðèö ðàâåí íóëþ:

[A,B] = 0.Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè êîììóòàòîð äâóõ ýðìèòîâûõ ìàòðèö ðàâåí íóëþ, òîìîæåò áûòü âûáðàí ñîâìåñòíûé áàçèñ èõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Â ñàìîì äåëå, åñëè ñïåêòð ìàòðèöû Aíåâûðîæäåí, A |a〉 = a |a〉, òî ââåäåì
|f〉 = B |a〉.Òîãäà â ñèëó ðàâåíñòâà íóëþ êîììóòàòîðà

A |f〉 = AB |a〉 = BA |a〉 = B a |a〉 = aB |a〉 = a |f〉,à çíà÷èò, âåêòîð |f〉 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì äëÿ ìàòðèöû A ñî çíà÷åíèåì a, ò.å. â ñèëó íåâûðîæäåííîñòèñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ
|f〉 = f |a〉, ⇒ B |a〉 = f |a〉,



70 Òåìà 3. Ãðóïïà âðàùåíèé è ñïèíè ñëåäîâàòåëüíî, f � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå äëÿ ýðìèòîâîé ìàòðèöû B, êîòîðîå äîëæíî áûòü âåùåñòâåí-íûì, è áàçèñíûé âåêòîð |a〉 îáùèé äëÿ îáåèõ ìàòðèö.Åñëè ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå a âûðîæäåíî, A |a, α〉, ñî ñòåïåíüþ âûðîæäåíèÿ k, α = {1, k}, òî ââåäåì
|f, α〉 = B |a, α〉,òàê ÷òî

A |f, α〉 = AB |a, α〉 = BA |a, α〉 = B a |a, α〉 = aB |a, α〉 = a |f, α〉,ò.å. ìû èìååì âåêòîð â k-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì a, àçíà÷èò, îí ðàçëàãàåòñÿ ïî èñõîäíîìó áàçèñó |a, α〉,
|f, α〉 = Cβ

α |a, β〉 = B |a, α〉.Çäåñü êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà C ðàçìåðíîñòè k×k ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâîé êàê ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ â k-ìåðíîìïðîñòðàíñòâå ìàòðèöû B â ñèëó ýðìèòîâîñòè ìàòðèöû B. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî ïåðåéòè îò áàçèñà
|a, α〉 ê áàçèñó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû C:

C |a, γ〉 = c(γ) |a, γ〉, íåò ñóììèðîâàíèÿ ïî γ.Â ýòîì áàçèñå,
B |a, γ〉 = c(γ) |a, γ〉, íåò ñóììèðîâàíèÿ ïî γ,à çíà÷èò, c(γ) � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû B, è ìû ïîñòðîèëè ñîâìåñòíûé áàçèñ ñîáñòâåííûõ âåê-òîðîâ äëÿ äâóõ êîììóòèðóþùèõ ýðìèòîâûõ ìàòðèö.Èòàê, äëÿ êëàññèôèêàöèè ïîëåé ïî ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ýðìèòîâûõ ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû ñèììåò-ðèè, â ÷àñòíîñòè, ãðóïïû âðàùåíèÿ, íåîáõîäèìî âûáðàòü ìàêñèìàëüíûé íàáîð ïîïàðíî êîììóòèðóþùèõãåíåðàòîðîâ, äëÿ êîòîðîãî ìîæíî ïîñòðîèòü ñîâìåñòíûé áàçèñ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Òàêîé íàáîð íà-çûâàþò ïîëíûì íàáîðîì íàáëþäàåìûõ äëÿ ãåíåðàòîðîâ ñèììåòðèè.Ïðîâåäåííîå ðàññìîòðåíèå ïîêàçàëî ôèçè÷åñêèé ñìûñë êîììóòàòîðà ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû ñèììåò-ðèè: ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îäíîãî ãåíåðàòîðà ãðóïïû íå èçìåíÿåòñÿ ïðè äåéñòâèè áåñêîíå÷íî ìàëîãîïðåîáðàçîâàíèÿ ãðóïïû ñ äðóãèì ãåíåðàòîðîì, êîòîðûé êîììóòèðóåò ñ ïåðâûì. Åñëè ãåíåðàòîðû íåêîììóòèðóþò, òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ãåíåðàòîðà ìåíÿþòñÿ ïðè äåéñòâèè ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ äðóãèìãåíåðàòîðîì.Îñóùåñòâèì òàêîå ðàññìîòðåíèå äëÿ ãåíåðàòîðîâ ñïèíà òåíçîðíûõ ïîëåé.17. Êâàíòîâàíèå ñïèíàÏóñòü s � ýðìèòîâû ìàòðèöû, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì ãåíåðàòîðîâãðóïïû âðàùåíèé:

[sα, sβ ] = iεαβγsγ . (3.7)Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â ïîëíûé íàáîð íàáëþäàåìûõ ìîæíî âêëþ÷èòü ëèøü îäèí èç ãåíåðàòîðîâ, íàïðè-ìåð, sz, òàê êàê äâà äðóãèõ ãåíåðàòîðà íå êîììóòèðóþò ñ íèì è íå ìîãóò èìåòü ñîâìåñòíîãî ñ íèìáàçèñà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.ßñíî, ÷òî íóëåâîé êîììóòàòîð ó ãåíåðàòîðà âðàùåíèé ìîæåò áûòü òîëüêî ñ ñàìèì ñîáîé èëè ñîñêàëÿðíîé âåëè÷èíîé, êîòîðàÿ íå ïðåîáðàçóåòñÿ ïðè âðàùåíèÿõ, ïîñêîëüêó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñêà-ëÿðíîé âåëè÷èíû äî âðàùåíèÿ è ïîñëå âðàùåíèÿ íå èçìåíÿåòñÿ. Èç ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû âðàùåíèéìîæíî ïîñòðîèòü ëèøü îäèí íåçàâèñèìûé ñêàëÿð7, s2. Âû÷èñëèì êîììóòàòîð
[s2, sα] = [sβsβ, sα]ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà

[AB,C] = ABC − CAB = ABC −ACB +ACB − CAB = A[B,C] + [A,C]B,îòêóäà
[sβsβ, sα] = sβ [sβ , sα] + [sβ , sα]sβ = i εβαγ (sβsγ + sγsβ).Çäåñü â êðóãëûõ ñêîáêàõ � ñèììåòðè÷íûé îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê èíäåêñîâ β è γ òåíçîð âòîðîãîðàíãà � ñâîðà÷èâàåòñÿ ñ òåíçîðîì εβαγ , àíòèñèììåòðè÷íûì ïî ïåðåñòàíîâêàì òåõ æå èíäåêñîâ β è γ, íîòàêàÿ ñâåðòêà ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà ñ àíòèñèììåòðè÷íûì âñåãäà òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ8. Â èòîãå,

[s2, sα] = 0, (3.24)7Äðóãèå ñêàëÿðû áóäóò ôóíêöèÿìè ñêàëÿðà s
2.8Äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.



Ëåêöèÿ � 7 71è ïîëíûé íàáîð íàáëþäàåìûõ ñîñòàâëÿþò {s2, sz}.Çàäà÷à 16. Äîêàæèòå, ÷òî ñâåðòêà ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà sαβ = sβα ñ àíòèñèììåòðè÷íûì tαβ = −tβα òîæäå-ñòâåííî ðàâíà íóëþ:
sαβt

αβ ≡ 0.Áàçèñ òåíçîðíûõ ïîëåé óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïîëíîãî íàáîðà íàáëþ-äàåìûõ äëÿ ãðóïïû âðàùåíèé:
s2|λs,ms〉 = λs |λs,ms〉, sz|λs,ms〉 = ms|λs,ms〉. (3.25)Áóäåì ñ÷èòàòü ýòîò áàçèñ îðòîíîðìèðîâàííûì.Â ñèëó (3.24) ïîâûøàþùèé è ïîíèæàþùèé ãåíåðàòîðû

s± = sx ± i sy,êîììóòèðóþò ñ êâàäðàòîì ñïèíà:
[s2, s±] = 0, (3.26)è ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çíà÷åíèå λs íå ìåíÿåòñÿ ïðè äåéñòâèè áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ ãåíåðàòî-ðàìè sx,y, íî ïðè äåéñòâèè òåõ æå ïðåîáðàçîâàíèé ìåíÿåòñÿ çíà÷åíèå ms, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,ýòè ãåíåðàòîðû êîììóòèðîâàëè áû ñ sz, ÷òî íåâåðíî. Òàêîå ïîëîæåíèå óêàçûâàåò, ÷òî îäíîìó è òîìóæå çíà÷åíèþ λs îòâå÷àþò íåñêîëüêî çíà÷åíèé ms, ò.å. èìååò ìåñòî âûðîæäåíèå ñïåêòðà ñîáñòâåííûõçíà÷åíèé λs ïî çíà÷åíèÿì ms. Ìåæäó ïðî÷èì, ìû óñòàíîâèëè îáùåå óñëîâèå âûðîæäåííîñòè ñïåêòðàýðìèòîâîé ìàòðèöû A: åñëè ýðìèòîâà ìàòðèöà A êîììóòèðóåò ñ ýðìèòîâûìè ìàòðèöàìè B è C, íî ñàìèìàòðèöû B è C íå êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé, òî ñïåêòð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A âûðîæäåí,íàïðèìåð, ïî ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì â ñîâìåñòíîì áàçèñå ñ ìàòðèöåé B.Íàéäåì äåéñòâèå ïîâûøàþùåãî è ïîíèæàþùåãî ãåíåðàòîðà íà ñîâìåñòíûé áàçèñ |λs,ms〉. Äëÿ ýòîãîñíà÷àëà âû÷èñëèì êîììóòàòîðû

[s±, sz] = [sx, sz] ± i [sy, sz] = −i sy ± i i sx = ∓s±.Òîãäà
szs±|λs,ms〉 = (s±sz ± s±) |λs,ms〉 = (ms ± 1) s±|λs,ms〉.Çíà÷èò, âåêòîð s±|λs,ms〉 èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ sz, ðàâíûå ms ± 1:

s±|λs,ms〉 = N±(λs,ms) |λs,ms ± 1〉 ⇒ (s±|λs,ms〉)† = 〈λs,ms| s∓ = N±(λs,ms) 〈λs,ms|,ãäå ìû çàäàëè êîìïëåêñíóþ ôàçó ñîáñòâåííîãî âåêòîðà |λs,ms〉 òàê, ÷òîáû íîðìèðîâî÷íûé êîýôôè-öèåíò áûë áû âåùåñòâåííûì. Íàéäåì íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò N±(λs,ms). Äëÿ ýòîãî çàìåòèì,÷òî
s2 = s2x + s2y + s2z = s+s− + i [sx, sy] + s2z = s+s− − sz + s2z,è àíàëîãè÷íî
s2 = s2x + s2y + s2z = s−s+ − i [sx, sy] + s2z = s−s+ + sz + s2z.Òîãäà

〈λs,ms| s∓ s±|λs,ms〉 = (s±|λs,ms〉)†s±|λs,ms〉 = N2
±(λs,ms),ò.å.

N2
±(λs,ms) = 〈λs,ms| s∓ s±|λs,ms〉 = 〈λs,ms|(s2 − s2z ∓ sz)|λs,ms〉 = λs −ms(ms ± 1).Ïîñêîëüêó íîðìèðîâêà âåêòîðà íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíîé, N2

±(λs,ms) > 0. Ýòî óñëîâèå ìîæåò áûòüâûïîëíåíî, òîëüêî åñëè â öåïî÷êàõ ìíîãîêðàòíîãî äåéñòâèÿ ïîâûøàþùåãî è ïîíèæàþùåãî îïåðàòîðîâ,âî-ïåðâûõ, çíà÷åíèÿ ms íå ïðîèçâîëüíû, à ïðèíèìàþò òàêèå çíà÷åíèÿ, ÷òîáû
ms(ms ± 1) 6 λs,è âî-âòîðûõ, äîëæíû ñóùåñòâîâàòü ìàêñèìàëüíîå mmax

s è ìèíèìàëüíîå mmin
s çíà÷åíèÿ, êîòîðûå äàþòâ òî÷íîñòè íóëåâûå çíà÷åíèÿ íîðìû âåêòîðà ïîñëå ïîâûøåíèÿ è ïîíèæåíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî, òàê êàê âïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîâûøåíèå è ïîíèæåíèå ïðèâîäèëî áû ê âîçíèêíîâåíèþ âåêòîðîâ ñ îòðèöàòåëüíîéíîðìîé, ÷òî íåäîïóñòèìî, ò.å.

mmax
s (mmax

s + 1) = λs, mmin
s (mmin

s − 1) = λs.



72 Òåìà 3. Ãðóïïà âðàùåíèé è ñïèíÂìåñòå ñ òåì, äåéñòâóÿ ìíîãîêðàòíî íà âåêòîð |λs,mmax
s 〉 ïîíèæàþùèì îïåðàòîðîì n ðàç, ìû ïîëó-÷èì ms = mmax

s − n è â êîíöå êîíöîâ âåêòîð, â òî÷íîñòè ðàâíûé |λs,mmin
s 〉, â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿìèíèìàëüíî äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ ms, ò.å. äëÿ íåêîòîðîãî íåîòðèöàòåëüíîãî öåëîãî çíà÷åíèÿ n âåðíî

mmin
s = mmax

s − n. Òîãäà ñâÿçü ìèíèìàëüíîãî è ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèé ïðîåêöèè ñïèíà íà îñü z ññîáñòâåííûì çíà÷åíèåì êâàäðàòà ñïèíà λs ïðèâîäèò ê åäèíñòâåííîìó ðåøåíèþ â âèäå
mmax

s (mmax
s + 1) −mmin

s (mmin
s − 1) = 0, ⇒ mmax

s (mmax
s + 1) − (mmax

s − n)(mmax
s − n− 1) = 0, ⇒

mmax
s =

n

2
, mmin

s = −n
2
.Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðîåêöèè ñïèíà íà îñü z îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì s, òàê ÷òî

s =
n

2
, (3.27)ò.å. äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ ïðîåêöèè ñïèíà � ýòî ïîëîæèòåëüíûå ïîëóöåëûå è öåëûå çíà÷åíèÿ. Öåëûåçíà÷åíèÿ îòâå÷àþò ïîëÿì, êîòîðûå íàçûâàþò òåíçîðíûìè, à ïîëóöåëûå � ñïèíîðíûì ïîëÿì.Áàçèñ ïîëåé, òàêèì îáðàçîì, îáðàçóþò ñîâìåñòíûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû êâàäðàòà ñïèíà è åãî ïðî-åêöèè íà âûáðàííóþ îñü, òàê ÷òî èçìåíÿÿ îáîçíà÷åíèÿ ïóòåì ïîäñòàíîâêè λs = s(s + 1) 7→ s çàïèøåìåãî â âèäå

|s,ms〉, ms ∈ {−s,−s+ 1, . . . , s− 1, s}. (3.28)Äåéñòâèå ïîâûøàþùåé è ïîíèæàþùåé ìàòðèö ñïèíà íà áàçèñíûå âåêòîðà ñòðîãî îïðåäåëåíî,
s±|s,ms〉 =

√

s(s+ 1) −ms(ms ± 1) |s,ms ± 1〉. (3.29)Â ÷àñòíîì ñëó÷àå s = 1, ìû óáåäèëèñü, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (3.29) ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâàìè ñîãëàñíî ïðîâå-äåííîé íàìè ïðîöåäóðå ïðÿìîãî ïîñòðîåíèÿ ìàòðèö ñïèíà è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ äëÿ ìàòðèöû sz.Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ êâàäðàòà ñïèíà è åãî ïðîåêöèè íà âûáðàííóþ îñüðàâíà îäèí ñòàðøèé âåêòîð ñ ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì ïðîåêöèè è n øàãîâ îò ñòàðøåãî âåêòîðà äîìëàäøåãî, ò.å. âåêòîðà ñ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì ïðîåêöèè, à çíà÷èò,
k = 1 + n = 1 + 2s.Ýòî ÷èñëî êîìïîíåíò íàçûâàþò ìóëüòèïëåòíîñòüþ íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû âðàùåíèé äëÿïîëÿ. Íåïðèâîäèìûì ýòî ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàþò ïîòîìó, ÷òî ïðè âðàùåíèÿõ, ò.å. ïðè äåéñòâèè ãåíåðà-òîðîâ ñïèíà, âåêòîð ñ çàäàííîé ïðîåêöèåé ñïèíà íà îñü z ïåðåìåøèâàåòñÿ ñî âñåìè äðóãèìè âåêòîðàìèáàçèñà ñ òåì æå çíà÷åíèåì êâàäðàòà ñïèíà, ò.å. ïðîñòðàíñòâî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñ çàäàííûì êâàäðà-òîì ñïèíà íå ñîäåðæèò â ñåáå ïîäïðîñòðàíñòâ, âåêòîðà êîòîðûõ íå ñìåøèâàëèñü áû äðóã ñ äðóãîì ïðèäåéñòâèè ãðóïïû âðàùåíèé.Äëÿ ñêàëÿðà s = 0, è ïîëå èìååò îäíó åäèíñòâåííóþ êîìïîíåíòó, ïîýòîìó ñêàëÿð íàçûâàþò ñèíãëåòîìè îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì 1. Ó âåêòîðà s = 1, è ïîëå èìååò òðè êîìïîíåíòû, ýòî � òðèïëåò 3, ó ñïèíîðà

s = 1
2 , è ïîëå èìååò äâå êîìïîíåíòû, ýòî � äóáëåò 2.Íàïîìíèì, ÷òî ïîñòðîåííûé íàìè áàçèñ íàçûâàþò ñòàíäàðòíûì, îí ðåøàåò çàäà÷ó êëàññèôèêàöèèïîëåé ïî áàçèñó ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ãåíåðàòîðîâ ñïèíà.Çàäà÷à 17. Íàéäèòå ïðåîáðàçîâàíèå ìàòðèö ñïèíà âåêòîðíîãî ïîëÿ, êîòîðîå ïåðåâîäèò ýòè ìàòðèöû èç áàçèñàäåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ê ìàòðèöàì â ñòàíäàðòíîì áàçèñå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñ çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè ïðî-åêöèè ñïèíà íà îñü z.18. Òåíçîðíûå ïîëÿÐàññìîòðèì, êàê ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå òåíçîðíîãî ïîëÿ ñâÿçàíî ñ åãî èíäåêñíûì ïðåäñòàâëåíèåìïî êîìïîíåíòàì â äåêàðòîâîì áàçèñå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.Äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ îòâåò ýëåìåíòàðåí, ïîñêîëüêó ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ ñ s = 0 èìååò ëèøü îäíóåäèíñòâåííóþ êîìïîíåíòó, òàê ÷òî 〈Φ|0, 0〉 = Φ(r).Äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ s = 1, è âîïðîñ áûë óæå ðàññìîòðåí íàìè âûøå:

A± = 〈A| ± 1〉 = ∓ 1√
2

(Ax ± iAy), A0 = 〈A|0〉 = Az, (3.21)ïðè÷åì áûëî ðàññìîòðåíî è äåéñòâèå ïîâûøàþùåé è ïîíèæàþùåé ìàòðèö íà ýòè êîìïîíåíòû, êîòîðîåñîãëàñóåòñÿ ñ îáùèì âûðàæåíèåì (3.29),
s+A+ = 0, s+A0 =

√
2A+, s+A− =

√
2A0, (3.30)
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s−A+ =

√
2A0, s−A0 =

√
2A−, s−A− = 0. (3.31)Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ëþáîå òåíçîðíîå ïîëå ñ çàäàííûì çíà÷åíèåì s2 = s(s + 1) ëåãêî ïîñòðîèòü, åñëèíà÷àòü ñî ñòàðøåãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà, äåéñòâóÿ ïîíèæàþùåé ìàòðèöåé.Íàïðèìåð, äëÿ ïîëÿ Tαβ ñ s = 2, ìàòðèöû ñïèíà ÿâëÿþòñÿ ñóììîé äâóõ ìàòðèö ïî êàæäîìó èçèíäåêñîâ, S = s(1) + s(2), à çíà÷èò, ñòàðøèé âåêòîð �

T(+2) = 〈T |2,+2〉 = T++, S+T++ = (s
(1)
+ + s

(2)
+ )T++ = 0, SzT++ = (s(1)z + s(2)z )T++ = 2T++,ò.å., ïðîâîäÿ çàìåíó ïî êàæäîìó èíäåêñó òàêæå, êàê è äëÿ âåêòîðà, íàéäåì

T++ = − 1√
2

(Tx+ + iTy+) = − 1√
2

(

− 1√
2

(Txx + iTxy) − 1√
2

i (Tyx + iTyy)

)

,è ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ
T++ =

1

2
{Txx − Tyy + i (Txy + Tyx)} . (3.32)Çàòåì, ïîñêîëüêó S−|2,+2〉 =

√
2 · 3 − 2 · 1 |2,+1〉 = 2 |2,+1〉,

T(+1) =
1

2
(s

(1)
− + s

(2)
− )T++ =

1

2

(√
2T0+ +

√
2T+0

)

=
1√
2

(Tz+ + T+z) = −1

2
(Tzx + iTzy + Txz + iTyz) ,ò.å.

T(+1) = −1

2
{Tzx + Txz + i (Tzy + Tyz)} . (3.33)Äàëåå, S−|2,+1〉 =

√
2 · 3 − 1 · 0 |2, 0〉 =

√
6 |2, 0〉, à çíà÷èò,

T(0) =
1√
6

(s
(1)
− + s

(2)
− )T(+1) =

1

2
√

3
(s

(1)
− + s

(2)
− ) (T0+ + T+0) =

1

2
√

3
(
√

2(T−+ + T00) +
√

2(T00 + T+−)),÷òî ïîñëå íåñëîæíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé äàåò
T(0) =

1√
6
{2Tzz − Txx − Tyy} . (3.34)Àíàëîãè÷íî íàéäåì, ÷òî

T(−2) = T−− = T ∗
++, T(−1) =

1√
2

(Tz− + T−z) = −T ∗
(+1). (3.35)Èòàê, òåíçîðíîå ïîëå ñ çàäàííûì çíà÷åíèåì ñïèíà s ìîæíî ïîñòðîèòü èç ñòàðøåãî âåêòîðà ïóòåì äåé-ñòâèÿ ïîíèæàþùåé ìàòèðèöû è, ïðè ýòîì, ýòî òåíçîðíîå ïîëå èìååò 2s+ 1 êîïîíåíò.Çàìåòèì, ÷òî òåíçîðíîå ïîëå ñ çàäàííûì ñïèíîì s = 2 îïèñûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì âêëàäîì òåíçîðà

Tαβ, ÷òî ÿñíî óæå èç òîãî, ÷òî ñòàðøèé âåêòîð ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì ïî ïåðåñòàíîâêå èíäåêñîâ, àïîíèæàþùàÿ ìàòðèöà òàêæå ïîñòðîåíà ñèììåòðè÷íî ïî ïåðåñòàíîâêå èíäåêñîâ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òîñïèí s = 2 îòâå÷àåò ñèììåòðè÷íûì òåíçîðàì ðàíãà 2. Ïðè ýòîì ýòîò òåíçîð îáëàäàåò åùå è íóëåâûìñëåäîì, ïîñêîëüêó ñëåä äàåò íóëåâîé âêëàä â êîìïîíåíòû ñòàíäàðòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ òåíçîðíîãîïîëÿ ñ s = 2, ÷òî ñëåäóåò èç ÿâíîãî âèäà ïîñòðîåííûõ íàìè êîìïîíåíò (3.32)�(3.35). Êðîìå òîãî, åñëèïîñ÷èòàòü ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû, ñèììåòðè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà èìååò 6 íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò,ñëåä òåíçîðà ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì è íå ïðåîáðàçóåòñÿ ïðè âðàùåíèÿõ, òàê ÷òî òðåáîâàíèå íóëåâîãîñëåäà ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà êàê ðàç îñòàâëÿåò ïÿòü íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò, êàê ýòî èäîëæíî áûòü ó òåíçîðíîãî ïîëÿ ñî ñïèíîì 2.Â ÷àñòíîñòè, èíâàðèàíòíûé òåíçîð Êðîíåêåðà õîòü è îáëàäàåò ðàíãîì, ðàâíûì 2, äàåò ïðè ïîäñòà-íîâêå â ôîðìóëû (3.32)�(3.35) òåíçîðíîå ïîëå ñïèíà 2, òîæäåñòâåííî ðàâíîå íóëþ, òàê êàê, â ñàìîìäåëå, òåíçîð Êðîíåêåðà íå ïðåîáðàçóåòñÿ ïðè âðàùåíèÿõ. ò.å. âåäåò ñåáÿ êàê èíâàðèàíò. Èíûìè ñëî-âàìè, ñòàðøèé âåêòîð ñòàíäàðòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ δ++ ≡ 0, à çíà÷èò, äåéñòâèåì íà íåãî ïîíèæàþùåéìàòðèöåé ïîëó÷àþòñÿ òîëüêî íóëåâûå âåêòîðà ñïèíà 2.Çàäà÷à 18. Âû÷èñëèòå âñå êîìïîíåíòû ñèìâîëà Êðîíåêåðà â áàçèñå {+,−, 0}. Îòâåò: íåíóëåâûå êîìïîíåíòû
δ00 = −δ+− = −δ−+ = 1.



74 Òåìà 3. Ãðóïïà âðàùåíèé è ñïèíÒåïåðü, ïîñêîëüêó ëþáîé ñèììåòðè÷íûé òåíçîð Tαβγ... ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû òåíçîðà ñíóëåâûì ñëåäîì T̃αβγ... = Tαβγ...− 1
3δαβT

′
γ... è òåíçîðà ìåíüøåãî ðàíãà T ′

γ... = δαβTαβγ..., óìíîæåííîãî íàñèìâîë Êðîíåêåðà: 1
3δαβT

′
γ..., ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íåçàâèñèìî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðè âðàùåíèÿõ áåññëå-äîâûõ òåíçîðîâ ðàíãà s è òåíçîðîâ ñ ðàíãîì íà äâå åäèíèöû ìåíüøå. Ïðè ýòîì, âêëàä òåíçîðà 1

3δαβT
′
γ...â ñòàðøèé âåêòîð ñïèíà s ðàâåí 1

3δ++T
′
+... ≡ 0, à çíà÷èò, îí íå äàåò âêëàäà â ñïèí s. Ñëåäîâàòåëüíî,ñèììåòðè÷íûé òåíçîð ñïèíà s � áåññëåäîâûé.Ðàññìîòðèì ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû òàêîãî ñèììåòðè÷íîãî áåññëåäîâîãî òåíçîðà ìåòîäîì ìàòåìàòè-÷åñêîé èíäóêöèè:

• âåêòîð, ò.å. òåíçîð ðàíãà s = 1, èìååò 3 = 2s+ 1 íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíòû;
• åñëè ñèììåòðè÷íûé áåññëåäîâûé òåíçîð ðàíãà s îáëàäàåò 2s + 1 íåçàâèñèìîé êîìïîíåíòîé, òîäîáàâëåíèå åùå îäíîãî èíäåêñà ê íåìó ýêâèâàëåíòíî äîìíîæåíèþ ýòîãî òåíçîðà íà òðåõìåðíûéâåêòîð, ÷òî äåëàåò åãî òåíçîðîì ðàíãà s+ 1 ñ ÷èñëîì íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò ðàâíûì (2s+ 1) · 3,òàê ÷òî ó ýòîãî òåíçîðà ìîæíî âûäåëèòü âêëàäû, àíòèñèììåòðè÷íûå ïî ïåðåñòàíîâêàì ¾ñòàðûõ¿èíäåêñîâ ñ íîâûì, è êàæäûé òàêîé âêëàä áóäåò èìåòü 3 íåçàâèñèìûõ âåêòîðíûõ êîìïîíåíòû,êàê ó âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, à çíà÷èò, àíòèñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü òåíçîðà áóäåò ñîäåðæàòü 3síåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò, ê òîìó æå ìîæíî âçÿòü ñëåä, ñâîðà÷èâàÿ íîâûé èíäåêñ ñî ¾ñòàðûì¿, ÷òîäàåò s íåçàâèñèìûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû � íåíóëåâûõ çíà÷åíèé ñëåäà, à ñëåäîâàòåëüíî, â èòîãå, óïîñòðîåííîãî òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñ (2s+1) ·3 êîìïîíåíòàìè ìîæíî âûäåëèòü ñèììåòðè÷íóþïî âñåì èíäåêñàì áåññëåäîâóþ ÷àñòü ñ ÷èñëîì êîìïîíåíò, ðàâíûì (2s+ 1) · 3− 3s− s= 2(s+ 1) + 1,÷òî è òðåáîâàëîñü;
• ïî èíäóêöèè çàêëþ÷àåì, ÷òî ñèììåòðè÷íûå áåññëåäîâûå òåíçîðû ðàíãà s èìåþò 2s+1 íåçàâèñèìûõêîìïîíåíò è îòâå÷àþò òåíçîðíûì ïîëÿì ñïèíà s.Íàïðèìåð, åñëè èñõîäíûé òåíçîð áûë ñèìâîëîì Êðîíåêåðà, òî åãî áåññëåäîâàÿ ÷àñòü òîæäåñòâåííîðàâíà íóëþ, ÷òî îòâå÷àåò íóëåâîìó ïîëþ ñî ñïèíîì 2 äëÿ ñèìâîëà Êðîíåêåðà. Òåíçîð Ëåâè-×èâèòûáåññëåäîâûé è èìååò ðàíã, ðàâíûé 3, íî îí àíòèñèììåòðè÷åí, òàê ÷òî åãî ñïèí ðàâåí íóëþ, è ýòî �èíâàðèàíòíûé òåíçîð.Èòàê, òåíçîðíûå ïîëÿ ñ îïðåäåëåííûì çíà÷åíèåì êâàäðàòà ñïèíà s îïèñûâàþòñÿ ñèììåòðè÷íûìèòåíçîðàìè ðàíãà s ñ íóëåâûì ñëåäîì ïî ëþáîé ïàðå èíäåêñîâ. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåïðèâîäèìûåïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû âðàùåíèé ìóëüòèïëåòíîñòüþ 2s+ 1.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, ðàññìîòðèì ñèììåòðè÷íûé áåññëåäîâûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà, ñîñòàâëåííûé èçåäèíè÷íûõ ðàäèóñ-âåêòîðîâ:

Tαβ = nαnβ − 1

3
δαβ .Åãî êîìïîíåíòû

T(±2) =
1

2
sin2 θ e±i2φ, T(±1) = ∓ sin θ cos θ e±iφ, T(0) =

1√
6

(3 cos2 θ − 1),ïðîïîðöèîíàëüíû ñôåðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì Y2,m ∼ T(m), m = {±2,±1, 0}.Ñôåðè÷åñêèå ãàðìîíèêè Yl,m(θ, φ) ñòðîÿòñÿ èç ñòàðøåãî âåêòîðà Yl,l ∼ (n+)l = (−1)l√
2l

sinl θ ei lφ äåé-ñòâèåì ïîíèæàþùåãî îïåðàòîðà. Ïðè ýòîì Yl,−m = (−1)mY∗
l,m. Óñëîâèå íîðìèðîâêè

∫

dΩY∗
l,m(θ, φ)Yl,m′ (θ, φ) = δmm′ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ9

Yl,l(θ, φ) =
1√
4π

√

(2l + 1)!

2l
1

l!
(n+)l.Ìû âèäèì, ÷òî ïðè âðàùåíèÿõ êîìïîíåíòû òåíçîðà ñ çàäàííûì ñïèíîì ïðåîáðàçóþòñÿ äðóã â äðóãà.Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î íåïðèâîäèìîì ïðåäñòàâëåíèè ãðóïïû âðàùåíèé: äëÿ òàêèõ òåíçîðíûõ ïîëåé ñîïðåäåëåííûì çíà÷åíèåì ñïèíà íåâîçìîæíî âûäåëèòü ïîäïðîñòðàíñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî íå ñìåøè-âàþòñÿ ñ ýëåìåíòàìè äðóãèõ ïîäïðîñòðàíñòâ.9Âû÷èñëèòå íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò ñàìîñòîÿòåëüíî.



Ëåêöèÿ � 8 75Ëåêöèÿ � 8Ðàçëîæåíèå òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà â ïðÿìóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ ñëàãàåìûõ ñ s = 0, 1, 2, ñèììåò-ðè÷íûå è àíòèñèììåòðè÷íûå âêëàäû, ñïèíîð è ìàòðèöû Ïàóëè, àíòèêîììóòàòîð, ïðåîáðàçîâàíèåñïèíîðà ïðè âðàùåíèÿõ, ïîâîðîò íà óãîë 2π, ýêâèâàëåíòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû âðàùåíèÿ ñïèíî-ðîâ SU(2), ñîïðÿæåííûé ñïèíîð, áèëèíåéíûé ñïèíîðíûé èíâàðèàíò è ñïèíîðíàÿ ìåòðèêà, èíäåêñûñ òî÷êàìè è áåç òî÷åê, ïðîåêöèè ñïèíà íà îñü âîëíîâîãî âåêòîðà äëÿ ñâîáîäíûõ ïîïåðå÷íûõ ïîëåéñïèíà s = 1 è s = 2.19. Ðàçëîæåíèå ïðèâîäèìûõ òåíçîðîâ íà íåïðèâîäèìûåÐàññìîòðèì òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ a è b, ò.å. òåíçîð ñ êîìïîíåíòàìè
Tαβ = aαbβ.Âûäåëèì â ýòîì òåíçîðå ñèììåòðè÷íûé è àíòèñèììåòðè÷íûé âêëàäû,

Tαβ =
1

2
{aαbβ + aβbα} +

1

2
{aαbβ − aβbα},è çàïèøåì îòäåëüíî áåññëåäîâûé ñèììåòðè÷íûé òåíçîð è åãî ñëåä:

Tαβ =
1

2

{

aαbβ + aβbα − 2

3
δαβ (a · b)

}

+
1

3
δαβ (a · b) +

1

2
{aαbβ − aβbα}.Áåññëåäîâûé ñèììåòðè÷íûé òåíçîð

uαβ =
1

2

{

aαbβ + aβbα − 2

3
δαβ (a · b)

}îòâå÷àåò òåíçîðó ñïèíà s = 2, à çíà÷èò, åãî êîìïîíåíòû ïðè âðàùåíèÿõ ïðåîáðàçóþòñÿ äðóã â äðóãà áåçíàëè÷èÿ èíâàðèàíòíûõ ïîäìíîæåñòâ, ò.å. ýòî íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû âðàùåíèé.Ñêàëÿðíîìó âêëàäó ñïèíà s = 0 îòâå÷àåò ñëàãàåìîå
sαβ =

1

3
δαβ (a · b),òàê êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ � ýòî èíâàðèàíò, òàêæå êàê èíâàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ è ñèìâîëÊðîíåêåðà.Àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð

tαβ =
1

2
{aαbβ − aβbα}êàê ìàòðèöà 3×3 èìååò íà äèàãîíàëè íóëè, íàä äèàãîíàëüþ 3 íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòà, à ïîä äèàãîíàëüþâñå ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ îòðàæåíèåì ýëåìåíòîâ íàä äèàãîíàëüþ ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì, òàê ÷òîýòîò òåíçîð èìååò 3 íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíòû, ïðè÷åì âñå îíè ìîãóò áûòü çàïèñàíû ñ ïîìîùüþ ñèìâîëàËåâè-×èâèòà â âèäå

tαβ = εαβγ(a× b)γ .Çäåñü ñèìâîë Ëåâè-×èâèòà � èíâàðèàíòíûé òåíçîð, à a× b � âåêòîð, ò.å. òåíçîðíîå ïîëå ñïèíà s = 1.Â èòîãå, ñîñòàâíîé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõòåíçîðîâ ñî ñïèíîì s = 1, T = 3 ⊗ 3, ðàçëîæåí â ïðÿìóþ ñóììó òåíçîðîâ ñî ñïèíîì 0, 1 è 2 � ñèíãëåò,òðèïëåò è êâèíòåò:
SO(3) : 3 ⊗ 3 = 1 ⊕ 3 ⊕ 5.Êàæäûé ÷ëåí ýòîé ñóììû � íåïðèâîäèìûé òåíçîð ãðóïïû âðàùåíèé. Òàêèì îáðàçîì, ìû îïèñàëèïðèìåð ðàçëîæåíèÿ ïðèâîäèìîãî òåíçîðà ïî íåïðèâîäèìûì, òàê ÷òî äëÿ òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà ýòîðàçëîæåíèå èìååò âèä

Tαβ =
1

2

{

Tαβ + Tβα − 2

3
δαβTγγ

}

+
1

3
δαβTγγ +

1

2
εαβγεγα′β′Tα′β′ .Èçëîæåííàÿ íàìè â ñëó÷àå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ ñõåìà äåéñòâèé ïðè ðàçëîæåíèè òåíçîðàíà íåïðèâîäèìûå ñëàãàåìûå: âûäåëåíèå ñèììåòðè÷íîé áåññëåäîâîé ÷àñòè, ñëåäà è àíòèñèììåòðè÷íîé÷àñòè, � îñòàåòñÿ â ñèëå è ïðè ðàññìîòðåíèè òåíçîðîâ âûñøèõ ðàíãîâ è ïðè îïèñàíèè ïðÿìîãî ïðîèç-âåäåíèÿ íåïðèâîäèìûõ òåíçîðîâ, ò.å. ïðè ïðîèçâåäåíèè òåíçîðîâ ñ îïðåäåëåííûì ñïèíîì.Çàäà÷à 19. Ïîñòðîéòå â ÿâíîì âèäå ðåçóëüòàò ðàçëîæåíèÿ â ñóììó íåïðèâîäèìûõ ñëàãàåìûõ òåíçîðíîãî ïðî-èçâåäåíèÿ â çàäà÷å SO(3) : 5⊗ 3.



76 Òåìà 3. Ãðóïïà âðàùåíèé è ñïèí20. Ñïèí s = 1

2Ðàññìîòðèì ïîëå ñ ïîëóöåëûì ñïèíîì, s = 1
2 . Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñïèíîâàÿ ìàòðèöà ïðåä-ñòàâëÿåòñÿ â âèäå

s =
1

2
σ, (3.36)ãäå σ � ìàòðèöû Ïàóëè. Íàéäåì ÿâíûé âèä ìàòðèö Ïàóëè, èñïîëüçóÿ îáùèå âûðàæåíèÿ äëÿ äåéñòâèÿìàòðèö ñïèíà íà áàçèñíûå ïîëÿ. Áàçèñ ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷åíèé çàïèñûâàþò êàê

∣

∣

1
2 ,+

1
2

〉

= |+〉,
∣

∣

1
2 ,− 1

2

〉

= |−〉, (3.37)ïðè÷åì ýòî � ñîáñòâåííûå âåêòîðû ïðîåêöèè ñïèíà
sz|+〉 = 1

2 |+〉, sz|−〉 = − 1
2 |−〉. (3.38)Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ìàòðèöà â ðàññìàòðèâàåìîì áàçèñå èìååò äèàãîíàëüíûé âèä

sz =
1

2

(

1 0
0 −1

)

.Ñîãëàñíî (3.29) íåíóëåâûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ïîâûøàþùåãî è ïîíèæàþùåãî îïåðàòîðîâ
〈+| s+ |−〉 =

√

1

2

(

1

2
+ 1

)

− (−1)
1

2

(

−1

2
+ 1

)

= 1, (3.39)
〈−| s− |+〉 = (〈+| s+ |−〉)† = 1, (3.40)îòêóäà

s+ =

(

0 1
0 0

)

, s− =

(

0 0
1 0

)

. (3.41)Òîãäà îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå s± ↔ sx,y äàåò
sx =

1

2
(s+ + s−) =

1

2

(

0 1
1 0

)

, (3.42)è
sy =

1

2i
(s+ − s−) =

1

2

(

0 −i
i 0

)

. (3.43)Ïîýòîìó ñèãìà-ìàòðèöû Ïàóëè � ýòî
σx =

(

0 1
1 0

)

, σy =

(

0 −i
i 0

)

, σz =

(

1 0
0 −1

)

. (3.44)Ïîëå ñî ñïèíîì 1
2 , êîòîðîå íàçûâàþò ñïèíîðîì, îáëàäàåò äâóìÿ ïîëÿðèçàöèÿìè10

θα =

(

|+〉
|−〉

)

, α = {1, 2},ïîëå ñïèíîðà11
〈ψ(r)|θα〉 = ψα(r) (3.45)� ýòî òàê íàçûâàåìûé äâóõêîìïîíåíòíûé ñïèíîð Ïàóëè.Ïðåîáðàçîâàíèÿ ñïèíîðà ïðè âðàùåíèÿõ èìåþò òàêîé æå âèä, êàê è äëÿ òåíçîðîâ:

R(φ) ◦ ψ(r) = S(φ) · ψ(r) ⇔ ψφ(rφ) = S(φ) · ψ(r),10Áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ ñïèíîðíûõ èíäåêñîâ ãðå÷åñêèå áóêâû â íà÷àëå àëôàâèòà: α, β, . . ., � à äëÿ âåêòîðíûõ èíäåêñîâãðå÷åñêèå áóêâû â ñåðåäèíå àëôàâèòà: µ, ν, . . .11Â îòëè÷èå îò âåêòîðîâ, äëÿ êîòîðûõ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ìåòðèêà â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ � åäèíè÷íàÿìàòðèöà, òàê ÷òî ìîæíî íå äåëàòü ðàçëè÷èé ìåæäó âåðõíèìè è íèæíèìè èíäåêñàìè, äëÿ ñïèíîðîâ, êàê áóäåò ÿñíî íèæåâåðõíèå è íèæíèå èíäåêñû íåñóò ðàçíóþ èíôîðìàöèþ: ìåòðèêà äëÿ ñïèíîðîâ îòëè÷àåòñÿ îò åäèíè÷íîé ìàòðèöû.



Ëåêöèÿ � 8 77ãäå φ = φO � âåêòîð ïîâîðîòà íà óãîë φ âîêðóã îñè O, R(φ) îïåðàöèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëÿ ñïèíîðà,à S(φ) ñïèíîâîå ïðåîáðàçîâàíèå êîìïîíåíò ñïèíîðà, êîòîðîå ïðè áåñêîíå÷íî ìàëûõ óãëàõ ðàâíî
S(φ) ≈ − i sγφγ , φ → 0.Ïîñêîëüêó ìàòðèöû ñïèíà íå çàâèñÿò îò óãëà ïîâîðîòà, ìîæíî çàïèñàòü, ÷òî

S(φ + dφ) =
(

− i s · dφ
)

· S(φ),à çíà÷èò, èìååò ìåñòî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
dS(φ)

dφ
= −i s · S(φ), (3.46)êîòîðîå ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ

S(φ) = e−i s·φ. (3.47)Çíà÷èò, ïðè âðàùåíèÿõ ñïèíîð ïðåîáðàçóåòñÿ ñîãëàñíî
ψα
φ(rφ) =

{

e−i s·φ }α
β
ψβ(r), (3.48)ãäå ìû óêàçàëè ìàòðè÷íûå èíäåêñû â ÿâíîì âèäå.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû óñòàíîâèì äâà ôàêòà:1. êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ

[σα, σβ ] = 2 i εαβγ σγ (3.49)ñëåäóþò èç êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ìîìåíòà èìïóëüñà: [ 12σα
, 12σβ

] = i εαβγ
1
2σγ

;2. àíòèêîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ
{σα, σβ} def

= σασβ + σβσα = 2δαβ (3.50)óñòàíàâëèâàþòñÿ ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè ïðîèçâåäåíèé ìàòðèö Ïàóëè (ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîâû-øàþùåé è ïîíèæàþùåé ìàòðèö ñ ó÷åòîì èõ ðàçìåðà 2 × 2).Ïîñêîëüêó
σασβ =

1

2
[σα, σβ ] +

1

2
{σα, σβ},íàõîäèì

σασβ = i εαβγ σγ + δαβ . (3.51)Äîìíîæàÿ ýòî òîæäåñòâî íà âåêòîðû aα è bβ , ïîëó÷àåì
(a · σ) (b · σ) = i (a×b) · σ + a · b, (3.52)ãäå a×b � âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ. Â ÷àñòíîñòè,

(φ · σ)2 = φ2.Òîãäà â ýêñïîíåíòå ìàòðèöû êîíå÷íûõ âðàùåíèé
R̂S = e−i s·φ =

∞
∑

n=0

−in

2nn!
(φ · σ)n÷åòíûå ñòåïåíè ðàçëîæåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíû åäèíè÷íîé ìàòðèöå, à íå÷åòíûå � îïåðàòîðó

(φ · σ) = |φ| (O · σ) = (φ · O) (O · σ),ãäå O � åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü îñè ïîâîðîòà. Òîãäà ñóììèðîâàíèå ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ñòåïåíåé äàåò
R̂S = e−i s·φ = cos

(

1

2
(φ ·O)

)

− i (O · σ) sin

(

1

2
(φ · O)

)

. (3.53)Ïðè ïîâîðîòå âîêðóã îñè íà óãîë 2π = (φ ·O) ïîëó÷àåì rφ = r è
e−i s·φ

∣

∣

∣

2π
= −1. (3.54)Çíà÷èò,

ψα(r)
∣

∣

2π
= −ψα(r), (3.55)ò.å. ïîëå ñïèíîðà ìåíÿåò çíàê ïîñëå ïîâîðîòà íà óãîë 2π. Ýòî ñâîéñòâî, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ îáùèì äëÿâñåõ ÷àñòèö ñ ïîëóöåëûì ñïèíîì, êîòîðûõ íàçûâàþò ôåðìèîíàìè.



78 Òåìà 3. Ãðóïïà âðàùåíèé è ñïèí21. Ñïèíîðíàÿ ìåòðèêàÇàìåòèì, ÷òî ìàòðèöû σx, σz âåùåñòâåííûå, òàê ÷òî
σ∗
x = σtx = σx, σ∗

z = σtz = σz ,à ìàòðèöà σy ÷èñòî ìíèìàÿ, è
σ∗
y = σty = −σy.Äëÿ òîãî ÷òîáû îòëè÷àòü ôèêñèðîâàííûé íàáîð ìàòðèö (3.44) îò ìàòðèö, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïðèïðîåöèðîâàíèè íà ïðîèçâîëüíî çàäàííûå îñè äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò {σx, σy, σz} ÷àñòî äëÿ ìàòðèö Ïàóëèèñïîëüçóþò îáîçíà÷åíèÿ {σ1, σ2, σ3}.Ñ ó÷åòîì àíòèêîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé ýëåìåíòàðíî íàõîäèì

σ2 σ
∗ σ2 = σ2 σ

t σ2 = −σ. (3.56)Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî
σ2
{

e−i s·φ}t σ2 = ei s·φ ⇔ σ2 R̂
t
S σ2 = R̂†

S , (3.57)è ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî
σ2 R̂

∗
S σ2 = R̂S . (3.58)Ãîâîðÿò, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (3.57) è (3.58) óñòàíàâëèâàþò ñîîòâåòñòâåííî ýêâèâàëåíòíîñòü òðàíñïîíèðî-âàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû âðàùåíèÿ ñïèíîðîâ ýðìèòîâî ñîïðÿæåííîìó ïðåäñòàâëåíèþ ýòîé ãðóïïûè ýêâèâàëåíòíîñòü êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èñõîäíîìó ñïèíîðíîìó ïðåäñòàâëåíèþ.Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñïèíîð-ñòîëáåö, ïîñòðîåííûé ïî êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîìóñïèíîðó,

ψc = iσ2 ψ
∗.Ïðè âðàùåíèÿõ îí ïåðåõîäèò â

ψφ
c = iσ2 (R̂S ψ)∗ = σ2 R̂

∗
Sσ2 (iσ2 ψ

∗) = R̂S ψc,ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî σ2
2 = 1 è ñîîòíîøåíèåì (3.58). Çíà÷èò, ýòîò ñïèíîð ïðè âðàùåíèÿõïðåîáðàçóåòñÿ òàêæå, êàê è ñàì ñïèíîð ψ. Ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèå äâóõ ëþáûõ ñïèíîðîâ

ψ†
c χ = ψT (−iσ2)χ = ψα (−iσ2)αβ χ

βÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì, ò.å. èíâàðèàíòîì ãðóïïû âðàùåíèÿ ñïèíîðîâ. Èòàê, ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà îïðåäåëÿåòñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñïèíîðîâ. Ïîýòîìó ñîãëàñíî îáùåìó ïðåäñòàâëåíèþ î ìåòðè÷åñêîì òåíçîðå(êàê î êâàäðàòè÷íîé ëèíåéíîé ôóíêöèè) ââåäåì ìåòðè÷åñêóþ ìàòðèöó äëÿ ñïèíîðîâ
ε̂ = −iσ2 =

(

0 −1
1 0

)

, (3.59)÷òî ÿâëÿåòñÿ íå ÷åì èíûì, êàê ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì âòîðîãî ðàíãà â äâóìåðíîìïðîñòðàíñòâå:
{ε̂}αβ = εαβ = −εβα, ε12 = −1.Â òåðìèíàõ ìåòðèêè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïðîèçâîëüíûõ ñïèíîðîâ ψ è χ

ψ · χ = εαβ ψ
αχβ . (3.60)Ìåòðèêà îïðåäåëÿåò ñïèíîðû ñ íèæíèìè èíäåêñàìè

ψβ = εβα ψ
α,òàê ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

ψ · χ = ψα χα.Îáðàòíàÿ ìåòðèêà εαβ îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî
εαγεγβ = δαβ ,



Ëåêöèÿ � 8 79íî òàê êàê
(iσ2)(−iσ2) = 1,òî, î÷åâèäíî,

εαβ = −εαβ = −εβα, ε12 = 1.Îïðåäåëåííûé âûøå ñïèíîð-ñòîëáåö ψc íàçûâàþò ñîïðÿæåííûì ñïèíîðîì, è åãî îáû÷íî îáîçíà÷àþòñïèíîðîì ñ ÷åðòîé, êîòîðûé èìååò âåðõíèé èíäåêñ ñ òî÷êîé:
ψ̄α̇ = (iσ2 ψ

∗)α̇ = εα̇β̇ (ψβ)∗ = εα̇β̇ ψβ̇ . (3.61)Êàê ìû ïîêàçàëè, ýòîò ñïèíîð ïðè âðàùåíèÿõ ïðåîáðàçóåòñÿ òàêæå, êàê è îáû÷íûé ñïèíîð. Ïîýòîìóñêàëÿðîì áóäåò âåëè÷èíà
χ† · ψc = χ̄α̇ ψ̄

α̇,ãäå ìû ââåëè îáîçíà÷åíèå äëÿ ñïèíîðà-ñòðîêè ñ íèæíèì èíäåêñîì ñ òî÷êîé, êàê ýðìèòîâî ñîïðÿæåííîãîê îáû÷íîìó ñïèíîðó:
χ̄α̇ = (χα)†. (3.62)Ýëåìåíòàðíî

χ† = {χ∗}t = {−iσ2 (iσ2 χ
∗)}t = {−iσ2 χ̄}t.Ïîýòîìó

χ̄ · ψ̄ = εα̇β̇ χ̄
β̇ψ̄α̇, εα̇β̇ = −{iσ2}α̇β̇, ε12 = −1,ò.å. ìåòðèêà εα̇β̇ â ñïèíîðíûõ èíäåêñàõ ñ òî÷êîé ñîâïàäàåò ñ ìåòðèêîé â èíäåêñàõ áåç òî÷åê.Ìåòðèêà îñòàåòñÿ èíâàðèàíòíîé ïðè âðàùåíèÿõ ñïèíîðîâ. Äåéñòâèòåëüíî, îáùèé çàêîí ïðåîáðàçî-âàíèÿ ìåòðèêè äàåò

ε̂S = R̂tS ε̂ R̂S = ε̂
(

ε̂−1 R̂tS ε̂) R̂S = ε̂ R̂†
SR̂S = ε̂,ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òîæäåñòâîì (3.57). Ãðóïïà èíâàðèàíòíîñòè ñïèíîðíîé ìåòðèêè ñ det R̂S = 1íàçûâàåòñÿ ñïåöèàëüíîé óíèòàðíîé ãðóïïîé íà äâóõêîìïîíåíòíûõ ñïèíîðàõ: SU(2). Ýòî òðåõïàðàìåò-ðè÷åñêàÿ ãðóïïà. Ìû èññëåäîâàëè àëãåáðó ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû ïðè ïîñòðîåíèè âðàùåíèé ñïèíîðîâ.Ýòà àëãåáðà ñîâïàäàåò ñ àëãåáðîé ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû âðàùåíèé òðåõìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà

SO(3). Òåì íå ìåíåå, ñàìè ãðóïïû îòëè÷àþòñÿ, òàê êàê â SU(2) äîïóñòèìû è ïîëóöåëûå ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ ãåíåðàòîðà sz, à â SO(3) � òîëüêî öåëûå çíà÷åíèÿ jz. Ýòî îñîáåííî ÿðêî ïðîÿâëÿåòñÿ ïðèïðîâåäåííîì âûøå ðàññìîòðåíèè âðàùåíèÿ íà óãîë 2π: äëÿ ñïèíîðîâ ýòî âðàùåíèå äàåò ôàêòîð −1, àäëÿ áîçîíîâ, ïîëåé ñ öåëûì çíà÷åíèåì ñïèíà, � ôàêòîð +1. Ñóùåñòâîâàíèå ïîëåé ñ ïîëóöåëûì ñïèíîìâîçìîæíî, íî îíî íå ñëåäóåò, âîîáùå ãîâîðÿ, èç ãðóïïû âðàùåíèé åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Ôàêò òàêîãîñóùåñòâîâàíèÿ � ýêñïåðèìåíòàëüíûé.22. Ïîïåðå÷íûå âåêòîðíûå è òåíçîðíûå ïîëÿÂ ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè ïîëÿ ìîãóò âîçíèêàòü îñîáûå óñëîâèÿ, êîãäà íå âñå ïîëÿðèçàöèè ñïèíà ðåà-ëèçóþòñÿ â ïðèðîäå.Íàïðèìåð, äëÿ ñâîáîäíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äàþòdiv E = 0, div H = 0,òàê ÷òî äëÿ ïëîñêîé ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû, ñêàæåì, ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñ âîëíîâûì âåêòîðîì k,
E = E0 e−i(ωt−k·r), ω = c k,íàéäåì, ÷òî

∇ · E = ik · E = 0,ò.å. ïîëå ÿâëÿåòñÿ ïîïåðå÷íûì ïî îòíîøåíèþ ê âîëíîâîìó âåêòîðó â ñèëó óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà. Çíà÷èò,åñëè â êà÷åñòâå îñè z âûáðàòü íàïðàâëåíèå âîëíîâîãî âåêòîðà, òî íóëþ äîëæíà áûòü ðàâíà êîìïîíåíòàâåêòîðà ñ íóëåâîé ïðîåêöèåé ñïèíà íà îñü âîëíîâîãî âåêòîðà, à îòëè÷íûìè îò íóëÿ áóäóò ëèøü äâåêîìïîíåíòû: ñ ïðîåêöèåé ñïèíà íà îñü âîëíîâîãî âåêòîðà, ðàâíîé +1 è −1.Òàêàÿ ñèòóàöèÿ õàðàêòåðíà äëÿ òåîðèé ñ êàëèáðîâî÷íîé èíâàðèàíòíîñòüþ, êîãäà, íàïðèìåð, ýëåê-òðîìàãíèòíîå ïîëå � ýòî êàëèáðîâî÷íîå ïîëå ñ ìàññîé, ðàâíîé íóëþ.Äðóãîé ïðèìåð � ýòî ñâîáîäíîå áåçìàññîâîå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå, êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ ñèììåòðè÷-íûì áåññëåäîâûì òåíçîðîì âòîðîãî ðàíãà hµν . Îíî òîæå ÿâëÿåòñÿ ïîïåðå÷íûì ïî êàæäîìó èç èíäåêñîâ,
∇µh

µν = 0.



80 Òåìà 3. Ãðóïïà âðàùåíèé è ñïèíÇíà÷èò, îïÿòü æå ðàññìàòðèâàÿ ïëîñêóþ ìîíîõðîìàòè÷åñêóþ âîëíó ñ âîëíîâûì âåêòîðîì, íàïðàâëåí-íûì âäîëü îñè z, ìû óñòàíàâëèâàåì, ÷òî ñ ó÷åòîì ñèììåòðè÷íîñòè òåíçîðà
hzz = hzx = hzy = hxz = hyz ≡ 0.Êðîìå òîãî, òåïåðü âñëåäñòâèå áåññëåäîâîñòè

hγγ = hxx + hyy + hzz = 0 ⇒ hxx + hyy = 0.Îòñþäà, ñîãëàñíî îáùèì ôîðìóëàì îïèñàíèÿ òåíçîðà ñïèíà s = 2 â � 18., ñëåäóåò, ÷òî ðàâíû íóëþ âñåêîìïîíåíòû òåíçîðà ñ ïðîåêöèÿìè ñïèíà íà îñü âîëíîâîãî âåêòîðà
h(±1) = h(0) ≡ 0.Òàêèì îáðàçîì, ïîïåðå÷íîå áåçìàññîâîå ñâîáîäíîå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå îòâå÷àåò ïðîåêöèÿì ñïèíà íàîñü âîëíîâîãî âåêòîðà ms = ±2.Â ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè ñâîáîäíûõ ïîëåé äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî áåçìàññîâûå ïîëÿ � ïîïåðå÷íûå, èïîýòîìó äëÿ íèõ ðåàëèçóþòñÿ òîëüêî ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèÿ ïðîåêöèè ñïèíà íà îñüâîëíîâîãî âåêòîðà.



Òåìà 4Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà è òîêËåêöèÿ � 9Òðàíñëÿöèîííàÿ èíâàðèàíòíîñòü â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè, 4-êîâåêòîð ñêîðîñòè, 4-òîê ïëîòíîñòè ìàñ-ñû è çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå, ñîõðàíåíèå òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñàè ôèçè÷åñêèé ñìûñë êîìïîíåíò òåíçîðà: ïëîòíîñòü ýíåðãèè, ïîòîê ýíåðãèè, ïëîòíîñòü èìïóëüñà,äàâëåíèå è íàïðÿæåíèå, âðàùàòåëüíàÿ ñèììåòðèÿ è òåíçîð îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà ÷àñòèö, àíòèñèì-ìåòðè÷íûé òåíçîð óãëîâ âðàùåíèÿ, ñîõðàíåíèå òåíçîðà ìîìåíòà èìïóëüñà êàê ñëåäñòâèå ñèììåò-ðè÷íîñòè òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà, íåðåëÿòèâèñòñêîå ïîëå � àìïëèòóäà âåðîÿòíîñòè òðàåêòîðèè èóðàâíåíèÿ ïîëÿ èç óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà�ßêîáè, óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà èç ïðèíöèïà íàèìåíüøåãîäåéñòâèÿ äëÿ ïîëÿ Ψ, òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà íåðåëÿòèâèñòñêîãî ïîëÿ è åãî êîìïîíåíòû, ñìûñëíîðìèðîâêè ïîëÿ, ãëîáàëüíàÿ êàëèáðîâî÷íàÿ èíâàðèàíòíîñòü è ýëåêòðè÷åñêèé 4-òîê, çàêîí ñîõðàíå-íèÿ âåðîÿòíîñòè, ëîêàëüíàÿ êàëèáðîâî÷íàÿ èíâàðèàíòíîñòü è êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñî ñâÿçíî-ñòüþ, âåêòîðíûé êàëèáðîâî÷íûé áîçîí, äèñêðåòíûå ñèììåòðèè çåðêàëüíîé èíâåðñèè ïðîñòðàíñòâàè îáðàùåíèÿ ñòðåëû âðåìåíè.23. Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà íåðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèöÑîãëàñíî òåîðåìå Í¼òåð ïðîèçâîäíàÿ äåéñòâèÿ ïî ïàðàìåòðó ïðåîáðàçîâàíèÿ ýêñòðåìàëüíîé òðàåêòîðèèâ ýêñòðåìàëüíóþ òðàåêòîðèþ ñ òîé æå ôóíêöèåé Ëàãðàíæà ðàâíà
dS

da
=

∫

dt
d

dt

{

∂L

∂∂tq

(

∂qa
∂a

− ∂ta
∂a

∂tq

)

+ L
∂ta
∂a

}

. (1.17Â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, xµ = {x0, r}, ãäå x0 = ct, à c èìååò ðàçìåðíîñòü ñêîðîñòè, èíâàðèàíòíîñòüäåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ íà÷àëà îòñ÷åòà âðåìåíè è êîîðäèíàò,
xµa = xµ − aµ,îçíà÷àåò, ÷òî dS/daµ = 0 è

∫

dt
d

dt

{

∂L

∂ṙα

(

∂rαa
∂aµ

− ∂x0a
∂aµ

∂0r
α

)

+ L
∂x0a
c∂aµ

}

= 0.Òàê êàê ∂xνa/∂aµ = −δνµ, â ÷àñòíîñòè,
∂rαa
∂aµ

= −δαµ ,
∂x0a
∂aµ

= −δ0µ,à
pα =

∂L

∂ṙα
,

1

c
E =

1

c
{pαvα − L} ,íàéäåì, ÷òî

∫

dt
d

dt

{

1

c
E δ0µ − pα δ

α
µ

}

= 0.Íî ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì Ãàìèëüòîíà�ßêîáè
1

c
E = −∂0S, pα = ∇αS,à äåéñòâèå � ñêàëÿð, òàê ÷òî

∂µS =

(

−1

c
E,p

)ÿâëÿåòñÿ 4-ìåðíûì êîâåêòîðîì, êîòîðûé íàçûâàþò 4-èìïóëüñîì pµ.81



82 Òåìà 4. Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà è òîêÄëÿ ñâîáîäíîé íåðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû
∂µS = m

(

−v2

2c
,v

)

,ãäå ìîæíî ââåñòè 4-êîâåêòîð ñêîðîñòè,
Uµ =

(

−v2

2c
,v

)

,òàê ÷òî 4-èìïóëüñ ñâÿçàí ñ 4-ñêîðîñòüþ pµ = mUµ. Äàëåå,
∫

dtm
d

dt
{−Uµ} = 0.Ðàññìîòðèì 4-ñêîðîñòü êàê ôóíêöèþ âðåìåíè è êîîðäèíàò íà òðàåêòîðèè:

d

dt
Uµ = c∂0Uµ +

dr(t)

dt
· ∇Uµ = c∂0Uµ + v · ∇Uµ.Åñëè â ñèñòåìå ìíîãî ÷àñòèö ñ ïëîòíîñòüþ ìàññû dm/dV = ρ(m), òî

−
∫

dt dV ρ(m) (c∂0Uµ + v · ∇Uµ) = 0.Ââåäåì 4-òîê ïëîòíîñòè ìàññû,
J
µ
(m) =

(

ρ(m)c
ρ(m)v

)

,äëÿ êîòîðîãî èìååò ìåñòî çàêîí ñîõðàíåíèÿ â ïîëíîé àíàëîãèè ñ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà
∂µJ

µ
(m) = 0,â ëþáûõ äåêàðòîâûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà, à çíà÷èò, ïðîèçâåäåíèå 4-êîâåêòîðà∇µ íà 4-òîê ïëîòíîñòè ìàññû

J
µ
(m) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ∇µJ

µ
(m) = inv., îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî J

µ
(m) ÿâëÿåòñÿ 4-âåêòîðîì.Òîãäà çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

−1

c

∫

d4x Jν(m)∂νUµ = 0,íî â ñèëó ñîõðàíåíèÿ òîêà ïëîòíîñòè ìàññû, åãî ìîæíî âíåñòè ïîä çíàê ïðîèçâîäíîé:
∫

d4x∂ν

{

−1

c
Jν(m)Uµ

}

= 0.Ýòî ìîæíî çàïèñàòü, ââåäÿ òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà íåðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö
Tν
µ(part.) = −1

c
Jν(m)Uµ, (4.1)òàê ÷òî

∫

d4x∂νT
ν
µ(part.) = 0. (4.2)Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå è èíòåðâàë âðåìåíè ìîæíî ñ÷èòàòü ïðî-èçâîëüíûì, èìååò ìåñòî ëîêàëüíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà:

∂νT
ν
µ(part.) = 0. (4.3)



Ëåêöèÿ � 9 8323.1. Áàëàíñ ýíåðãèèÂ (4.2) ïðè µ 7→ 0 ïîëó÷àåì áàëàíñ ýíåðãèè,
∫

d3r T0
0

∣

∣

∣

t

t0
+

∫

d4x∇αT
α
0 (part.) = 0,èëè

d

dt

∫

d3r T0
0 + c

∫

d3r∇αT
α
0 (part.) = 0.Çäåñü

cT0
0 =

1

2
ρ(m)v

2 = εÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè, à ïîñêîëüêó ïî òåîðåìå Ãàóññà
∫

V

d3r∇αT
α
0 (part.) =

∮

∂V

d2σα Tα
0 (part.),êîìïîíåíòû

Sα = c2Tα
0 = vα

1

2
ρ(m)v

2ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âåêòîð ïîòîêà ïëîòíîñòè ýíåðãèè S,
d

dt

∫

d3r ε+

∮

∂V

d2σ · S = 0, (4.4)÷òî åñòü, êîíå÷íî, çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.23.2. Áàëàíñ èìïóëüñàÂ (4.2) ïðè µ 7→ α = {1, 3} ïîëó÷àåì áàëàíñ èìïóëüñà,
d

dt

∫

d3r T0
α + c

∫

d3r∇βT
β
α(part.) = 0.Ââåäåì ïëîòíîñòü èìïóëüñà

Pα = −T0
α = ρ(m) vα,à ïîñêîëüêó ïî òåîðåìå Ãàóññà

∫

V

d3r∇βT
β
α(part.) =

∮

∂V

d2σβ T
β
α(part.),íàéäåì

d

dt

∫

d3r Pα =

∮

∂V

d2σβ cT
β
α(part.),êîìïîíåíòû ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà

cTβ
α(part.) = −ρ(m)vαv

βïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîâåðõíîñòíóþ ïëîòíîñòü ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ÷àñòèöû íà ãðàíèöå îáúåìà V . Â÷àñòíîñòè, äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû � ýòî ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü ñèë, íàïðàâëåííûõ ïî íîðìàëè êîðèåíòèðîâàííîé ïëîùàäè, ò.å. äàâëåíèå íà ÷àñòèöû íà ãðàíèöå îáúåìà, à ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêóäåéñòâèå ðàâíî ïðîòèâîäåéñòâèþ, äàâëåíèå ñàìèõ ÷àñòèö p íà ñòåíêè îáúåìà �
px = −cTx

x, py = −cTy
y , pz = −cTz

z .à çíà÷èò, âîîáùå ãîâîðÿ, äàâëåíèå â ñèñòåìå ÷àñòèö íå ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíûì. Íàïðèìåð, â ñðåäíåì çàèíòåðâàë âðåìåíè,
px = ρ(m)〈v2x〉, py = ρ(m)〈v2y〉, pz = ρ(m)〈v2z〉,



84 Òåìà 4. Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà è òîêè åñëè ñèñòåìà áîëüøîãî ÷èñëà ÷àñòèö (áåç ñòðóêòóðû, ò.å. â ñëó÷àå îäíîàòîìíûõ ÷àñòèö) â ñðåäíåìèçîòðîïíà, òî äàâëåíèå
p =

1

3
ρ(m)〈v2〉.Êîìïîíåíòû Tx

y è Tx
z ñîçäàþò óñèëèå íà ïëîùàäêó ñ íîðìàëüþ, íàïðàâëåííîé ïî îñè x, â íàïðàâëåíèèîñåé y è z, ñîîòâåòñòâåííî, ò.å. ïî îáðàçóþùèì ãðàíÿì ïëîùàäêè. Ïîýòîìó cTβ

α íàçûâàþò òåíçîðîìíàïðÿæåíèé.Èòàê, ìû óñòàíîâèëè ôèçè÷åñêèé ñìûñë êîìïîíåíò òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà:
• ïëîòíîñòü ýíåðãèè ε = cT0

0 ,
• ïëîòíîñòü èìïóëüñà Pα = −T0

α,
• ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè Sα = c2Tα

0 ,
• äàâëåíèå â ñèñòåìå p ïî îñÿì � ýòî âçÿòûå ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòûñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà íàïðÿæåíèé cTβ

α.Ïîä÷åðêíåì, ÷òî äëÿ íåðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö ïàðàìåòð ñêîðîñòè c â îïðåäåëåíèè íóëåâîé êîîðäè-íàòû 4-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà x0 = ct íå âõîäèò â ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà.24. Òåíçîð îðáèòàëüíîãî ìîìåíòàÏðè âðàùåíèÿõ íà áåñêîíå÷íî ìàëûé óãîë φ = φO êîîðäèíàòû ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó
δr = φ× r, δrα = εαβγφβrγ .Âìåñòî âåêòîðà óãëà âäîëü îñè âðàùåíèÿ φγ îáû÷íî ââîäÿò òàêæå àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð âòîðîãîðàíãà � óãîë âðàùåíèÿ â ïëîñêîñòè ωαβ = −ωβα, íàïðèìåð, âðàùåíèå íà óãîë φz âîêðóã îñè z åñòüâðàùåíèå â ïëîñêîñòè (x, y) íà óãîë ωxy = φz , òàê ÷òî

ωαβ = εαβγφγ , φγ =
1

2
εαβγωαβ , δrα =

1

2
{ωβα − ωαβ}rβ.Ïîñêîëüêó âðåìÿ ïðè âðàùåíèÿõ íå èçìåíÿåòñÿ òåîðåìà Í¼òåð ïðèâîäèò ê ïðîèçâîäíîé äåéñòâèÿ íàýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèÿõ

dS

dωαβ
=

∫

dt
d

dt

{

pγ
∂rγ

∂ωαβ

}

.Ïðîèçâîäíàÿ
∂rγ

∂ωαβ
=

1

2

∂

∂ωαβ
{ωλγ − ωγλ}rλ =

1

2
{δλαδγβ − δλβδγα}rλ,ãäå ìû àêêóðàòíî ïðîñëåäèëè çà òåì, ÷òîáû ñîõðàíÿëàñü àíòèñèììåòðèÿ ïî ïåðåñòàíîâêå èíäåêñîâ

α↔ β. Çíà÷èò,
2

dS

dωαβ
=

∫

dt
d

dt
{rαpβ − rβpα} .Ïðè íàëè÷èè âðàùàòåëüíîé ñèììåòðèè, êîãäà ïðîèçâîäíàÿ äåéñòâèÿ ïî ïàðàìåòðàì ωαβ îáðàùàåòñÿ âíóëü, ìû ïîëó÷àåì òåíçîðíûé âèä çàêîíà ñîõðàíåíèÿ îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà:

d

dt
{rαpβ − rβpα} = 0,òàê ÷òî ñîõðàíÿåòñÿ òåíçîð
lαβ = rαpβ − rβpγ , (4.5)êîòîðûé ñâÿçàí ñ âåêòîðîì îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà

`γ =
1

2
εγαβlαβ = (r × p)γ .Òàêæå, êàê è â ñëó÷àå ðàññìîòðåíèÿ òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà äëÿ íåðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö ñ ïëîò-íîñòüþ ìàññû ρ(m) = dm/dV ââåäåì 4-âåêòîð ïëîòíîñòè ïîòîêà ìàññû Jν(m) è 4-ñêîðîñòü Uµ. Òîãäàóñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé ïðèìåò âèä

∂ν
{

rαT
ν
β − rβT

ν
α

}

= 0, (4.6)
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Mν

αβ = rαT
ν
β − rβT

ν
α. (4.7)Äëÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû òåíçîð ìîìåíòà èìïóëüñà ñîõðàíÿåòñÿ: ∂νTν

µ = 0, òàê ÷òî ìîæíî ðàñïèñàòüçàêîí ñîõðàíåíèÿ òåíçîðà îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Tν
β∂νrα − Tν

α∂νrβ = Tν
βδνα − Tν

αδνβ = Tα
β − Tβ

α = 0.Òàêèì îáðàçîì, çàêîí ñîõðàíåíèÿ òåíçîðà îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà ñëåäóåò èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ òåíçîðàýíåðãèè-èìïóëüñà â òîì ñëó÷àå, åñëè ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüüñà ÿâëÿåòñÿ ñèì-ìåòðè÷íûì òåíçîðîì. Ýòî óñëîâèå ñèììåòðè÷íîñòè âûïîëíÿåòñÿ äëÿ òåíçîðà íåðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö.25. Cêàëÿðíîå ïîëå àìïëèòóäû âåðîÿòíîñòè òðàåêòîðèèÂ òåîðèè ïîëÿ îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò òîëüêî ðåëÿòèâèñòñêèå ïîëÿ. Íî åñòü îäíî èñêëþ÷åíèå.Äåéñòâèå íåðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì ñêàëÿðîì, êîòîðûé çàâèñèò îò êîîð-äèíàò òî÷êè íà êîíöå òðàåêòîðèè S = S(t, r). Ýòî äåéñòâèå ýêñòðåìàëüíî íà òðàåêòîðèè êëàññè÷åñêîé÷àñòèöû. Íà âñåõ òðàåêòîðèÿõ â èõ ìàëûõ îêðåñòíîñòÿõ äåéñòâèå îïðåäåëÿåò àìïëèòóäó âåðîÿòíîñòèòðàåêòîðèè
Ψ(t, r) = eiS/~,è ñëåäîâàòåëüíî, àìïëèòóäà ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì ïîëåì. Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè äëÿ äåéñòâèÿ

∇S = p, −∂tS = H(r,p, t),äëÿ àìïëèòóäû âåðîÿòíîñòè Ψ çàïèøóòñÿ â âèäå
− i~∇Ψ = pΨ, i~∂tΨ = H(r,−i~∇, t)Ψ. (4.8)Ýòè óðàâíåíèÿ: îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà èìïóëüñà è óðàâíåíèå ýâîëþöèè àìïëèòóäû âåðîÿòíîñòè ñî âðå-ìåíåì, � îñíîâíûå óðàâíåíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè, à óðàâíåíèå ýâîëþöèè íîñèò èìÿ Øðåäèíãåðà,êîòîðûé ñôîðìóëèðîâàë ýòè óðàâíåíèÿ èìåííî â òàêîì âèäå. Çàäà÷à ýâîëþöèè äëÿ ïîëÿ àìïëèòóäûîòëè÷àåòñÿ îò çàäà÷è â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå è ñòàâèòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

• ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t = t0 àìïëèòóäà çàäàåò ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè íàéòè ÷àñòèöó âîçëåòî÷êè r: dW (t0, r)/d3r = |Ψ(t0, r)|2,
• ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ýâîëþöèè îïðåäåëèò àìïëèòóäó âñåõ òðàåêòîðèé â ìîìåíò âðåìåíè t = t′, êî-òîðûå çàäàäóò ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè îáíàðóæèòü ÷àñòèöó âáëèçè òî÷êè r′: dW (t′, r′)/d3r′ =

|Ψ(t′, r′)|2.Êàê âèäèì, ïîëå Ψ çäåñü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó àìïëèòóä äîñòîâåðíîñòè âñåõ òðàåêòîðèé ñ çàäàííîéêîíå÷íîé òî÷êîé òðàåêòîðèè, â òî âðåìÿ êàê íà÷àëüíàÿ òî÷êà ìîæåò áûòü ðàñïðåäåëåíà â ïðîñòðàíñòâåñ íåêîòîðîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè.Â ïðåäåëå áåñêîíå÷íî ìàëîé êâàíòîâîé íåîïðåäåëåííîñòè, ò.å. ôîðìàëüíî ïðè ~ → 0, óðàâíåíèÿ (4.8)äàþò êëàññè÷åñêèé ïðåäåë: àìïëèòóäà âåðîÿòíîñòè â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ýêñïîíåíòîé îò ôàçû â âèäåäåéñòâèÿ êëàññè÷åñêîé ÷àñòèöû íà ýêñòðåìàëüíîé òðàåêòîðèè. Íî ýòîò âîïðîñ ïîäðîáíî ðàññìàòðèâà-åòñÿ â êóðñàõ êâàíòîâîé ìåõàíèêè (ñì. [2]). Ìû æå ñôîêóñèðóåì ñâî¼ âíèìàíèå íà òåîðèè ñêàëÿðíîãîíåðåëÿòèâèñòñêîãî ïîëÿ ñ ìàññîé m áåç âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ, ò.å. ïðè
H =

p2

2m
= − ~2

2m
4.Óðàâíåíèå íà ïîëå

i~∂tΨ = − ~2

2m
4Ψ,ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà äëÿ äåéñòâèÿ ñàìîãî ïîëÿ S[Ψ,Ψ∗], ò.å. â âèäå óðàâ-íåíèé Ýéëåðà�Ëàãðàíæà

∂µ
∂L
∂∂µΦ

=
∂L
∂Φ

.Â ñàìîì äåëå, çàïèøåì äåéñòâèå
S[Ψ,Ψ∗] =

1

c

∫

d4xΨ∗
{

i~∂t +
~2

2m
4
}

Ψ, (4.9)



86 Òåìà 4. Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà è òîêè òîãäà äëÿ ïîëÿ Ψ∗ íàéäåì
∂L

∂∂µΨ∗ = 0,
∂L
∂Ψ∗ = i~∂tΨ +

~2

2m
4Ψ,è ìû ïðèõîäèì ê çàäàííîìó óðàâíåíèþ ïîëÿ.Äåéñòâèå (4.9) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê, ÷òîáû â íåì áûëè òîëüêî ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà, èñ-ïîëüçóÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì:

S[Ψ,Ψ∗] =
1

c

∫

d4x

{

1

2
(Ψ∗i~∂tΨ − i~Ψ∂tΨ

∗) − ~2

2m
(∇Ψ∗) · (∇Ψ)

}

. (4.10)Â òàêîé çàïèñè ïðè âàðèàöèè ïî Ψ∗ âîñïðîèçâîäèòñÿ òî æå óðàâíåíèå äëÿ ïîëÿ Ψ, à óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà äëÿ ïîëÿ Ψ

∂µ
∂L
∂∂µΨ

=
∂L
∂Ψ

,äàþò óðàâíåíèå äëÿ Ψ∗,
i~∂tΨ

∗ − ~2

2m
4Ψ∗ = 0,êîòîðîå ìîæíî, êîíå÷íî, ïîëó÷èòü èç óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ Ψ ïóòåì êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ.25.1. Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñàÊàíîíè÷åñêèé òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ïîëÿ ïîëó÷àåòñÿ èç òåîðåìû Í¼òåð äëÿ ïîëÿ:

dS

da
=

1

c

∫

d4x∂ν

{

∂L
∂∂νΦ

(

∂Φa

∂a
− ∂xλ

∂a
∂λΦ

)

+ L∂x
ν

∂a

}

, (1.19)åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî èìåþòñÿ äâà ïîëÿ Φ = (Ψ,Ψ∗), è ïðîèçâåñòè ñäâèã â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè:
xµa = xµ − aµ,

∂xλ

∂aµ
= −δλµ,ñ ó÷åòîì, ÷òî ñêàëÿðíîå ïîëå íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñäâèãàõ:

Φa(xa) = Φ(x),
∂Φa

∂aµ
≡ 0,òàê ÷òî

dS

daµ
=

1

c

∫

d4x∂ν











∑

Φ=(Ψ,Ψ∗)

∂L
∂∂νΦ

∂µΦ



− L δνµ







=

∫

d4x∂ν T
ν
µ[Ψ,Ψ∗],îòêóäà òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà êîìïëåêñíîãî ñêàëÿðíîãî íåðåëÿòèâèñòñêîãî ïîëÿ

cTν
µ[Ψ,Ψ∗] =

1

2
δν0 i~ c (Ψ∗∂µΨ − Ψ∂µΨ∗)

− ~2

2m
δνα(∇αΨ∗)(∂µΨ) − ~2

2m
δνα(∂µΨ∗)(∇αΨ)

−δνµ
{

1

2
(Ψ∗i~∂tΨ − i~Ψ∂tΨ

∗) − ~2

2m
(∇Ψ∗) · (∇Ψ)

}

.Ïëîòíîñòü ýíåðãèè ïîëÿ �
ε = cT0

0 =
~2

2m
(∇Ψ∗) · (∇Ψ),ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè ïîëÿ �

Sα = c2 Tα
0 = − ~2

2m
{(∇αΨ∗)(∂tΨ) + (∂tΨ

∗)(∇αΨ)} ,ïëîòíîñòü èìïóëüñà ïîëÿ �
Pα = −T0

α = − i~

2
(Ψ∗∇αΨ − Ψ∇αΨ∗) ,
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cTβ

α = − ~2

2m
{(∇αΨ∗)(∇βΨ) + (∇βΨ∗)(∇αΨ)} − δβα

{

1

2
(Ψ∗i~∂tΨ − i~Ψ∂tΨ

∗) − ~2

2m
(∇Ψ∗) · (∇Ψ)

}ÿâëÿåêòñÿ ñèììåòðè÷íûì, è ñëåäîâàòåëüíî, îí ïðèâîäèò ê àâòîìàòè÷åñêîìó ñîõðàíåíèþ òåíçîðà îðáè-òàëüíîãî ìîìåíòà. Êðîìå òîãî, äàâëåíèå, íàïðèìåð, ïî îñè x
px =

1

2
(Ψ∗i~∂tΨ − i~Ψ∂tΨ

∗) − ~2

2m
(∇Ψ∗) · (∇Ψ) +

~2

m
(∇xΨ∗)(∇xΨ).Åñëè â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà âçÿòü ïëîñêóþ âîëíó

Ψ = Ψ0e−i(Et−p·r)/~, p = mv, E =
1

2
mv2,è îòíîðìèðîâàòü åå â êîíå÷íîì îáúåìå V

∫

V

d3rΨ∗Ψ = N, |Ψ0)|2 =
N

V
,òî êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ïðèìóò çíà÷åíèÿ

ε =
mN

V

1

2
v2, S =

mN

V
v2 v, P =

mN

V
v, Tβ

α = −mN
V

vβvα,îòêóäà âèäíî, ÷òî òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ýòîãî ïîëÿ â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ òåíçîðîì ýíåðãèè-èìïóëüñà íåðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö ñ ïëîòíîñòüþ ìàññû
ρ(m) =

mN

V
.Çíà÷èò, N � ýòî ÷èñëî ÷àñòèö â ñèñòåìå.25.2. Ãëîáàëüíàÿ êàëèáðîâî÷íàÿ èíâàðèàíòíîñòüÂåðîÿòíîñòü òðàåêòîðèè W = |Ψ|2 íå ìåíÿåòñÿ, åñëè ïðîèçâåñòè ïðåîáðàçîâàíèå àìïëèòóäû â âèäåèçìåíåíèÿ åå êîìïëåêñíîé ôàçû:

Ψu(t, r) = e−iu
e
~c Ψ(t, r). (4.11)Ýòî êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå íàçûâàþò ãëîáàëüíûì, åñëè ïàðàìåòð u íå çàâèñèò íè îò âðåìåíè,íè îò êîîðäèíàò: ∂µu ≡ 0, µ = {0, 3}.Äåéñòâèå (4.10) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ãëîáàëüíûõ êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé, òàê ÷òî ïîòåîðåìå Í¼òåð ñîõðàíÿåòñÿ òîê

1

c
jµ =

∂L
∂∂µΨ

∂Ψu

∂u
+

∂L
∂∂µΨ∗

∂Ψ∗
u

∂u
, (4.12)êîòîðûé èìååò êîìïîíåíòû

j0 = e cΨ∗Ψ, j = −e i~

2m
{Ψ∗(∇Ψ) − Ψ(∇Ψ∗)} . (4.13)Äëÿ íîðìèðîâàííîé â îáúåìå V ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû

j0 = e
N

V
c, j = e

N

V
v,÷òî â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ýëåêòðè÷åñêèì 4-òîêîì, åñëè ââåñòè ïëîòíîñòü çàðÿäà

ρ = e |Ψ|2 = e
N

V
.Çàêîí ñîõðàíåíèÿ 1

e∂µj
µ = 0 â âèäå

∂t|Ψ|2 + div jW = 0,



88 Òåìà 4. Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà è òîêíàçûâàþò çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñ ïîòîêîì âåðîÿòíîñòè
jW = − i~

2m
{Ψ∗(∇Ψ) − Ψ(∇Ψ∗)} ,ïîñêîëüêó |Ψ|2 ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè íàéòè ÷àñòèöó â îáúåìå V , åñëè N = 1. Çàðÿä ïîëåâîéêîíôèãóðàöèè â îáùåì ñëó÷àå

Q =

∫

d3r j0 = e

∫

d3r |Ψ|2.25.3. Ëîêàëüíàÿ êàëèáðîâî÷íàÿ èíâàðèàíòíîñòü è âåêòîðíûé áîçîíÅñëè ôàçà â êàëèáðîâî÷íîì ïðåîáðàçîâàíèè (4.11) çàâèñèò îò âðåìåíè èëè êîîðäèíàò, òî ýòî � ëîêàëü-íîå ïðåîáðàçîâàíèå. Äåéñòâèå (4.10) íå ÿâëÿåòñÿ êàëèáðîâî÷íî èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíûõïðåîáðàçîâàíèé, òàê êàê
∂µΨu = e−iu

e
~c

(

∂µ − ie

~c
∂µu

)

Ψ.Çíà÷èò, ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîëÿ ñòàíîâèòñÿ, êàê ãîâîðÿò, êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé1
Dµ = ∂µ − ie

~c
Aµ, (4.14)ãäå 4-âåêòîðíîå ïîëå Aµ íàçûâàþò êàëèáðîâî÷íûì âåêòîðíûì ïîëåì èëè ñâÿçíîñòüþ [5], êîòîðàÿ çàâè-ñèò îò êàëèáðîâî÷íîãî ïàðàìåòðà u è ïðåîáðàçóåòñÿ ïî çàêîíó:

Au
µ = Aµ − ∂µu. (4.15)Ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè

Du
µΨu = e−iu

e
~c DµΨ,ò.å. êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïðåîáðàçóåòñÿ òàêæå, êàê è ïîëå Ψ: ïóòåì ââåäåíèÿ ìíîæèòåëÿ êîìïëåêñ-íîé ôàçû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äåéñòâèå ïîëÿ, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ãëîáàëüíûõ êàëèáðîâî÷íûõïðåîáðàçîâàíèé, áóäåò èíâàðèàíòíî è îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíûõ êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé, åñëè âíåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå çàìåíèòü íà êîâàðèàíòíûå:

S[Ψ,Ψ∗,Aµ] =
1

c

∫

d4x

{

1

2
(Ψ∗i~DtΨ − i~Ψ(DtΨ)∗) − ~2

2m
(DΨ)∗ · (DΨ)

}

. (4.16)Ýòî äåéñòâèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äåéñòâèÿ ñâîáîäíîãî ïîëÿ è äåéñòâèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ
S[Ψ,Ψ∗,Aµ] = S[Ψ,Ψ∗] + Sint,ãäå

Sint = − 1

c2

∫

d4x jµAµ − e

2mc4

∫

d4x j0 A2.Ïåðâîå ñëàãàåìîå íàçûâàþò âçàèìîäåéñòâèåì òèïà ¾òîê-ïîëå¿, à âòîðîå � êâàäðàòè÷íûé êîíòàêòíûé÷ëåí, êîòîðûé õàðàêòåðåí äëÿ òåíçîðíûõ ïîëåé.Ñâÿçíîñòü Aµ ìîæåò áûòü ÷èñòîé êàëèáðîâêîé, ò.å. Aµ = ∂µu. Òîãäà ñ ïîìîùüþ êàëèáðîâî÷íîãîïðåîáðàçîâàíèÿ åå ìîæíî ñäåëàòü ðàâíîé íóëþ âî âñåõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿòîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè ñâÿçíîñòü òðèâèàëüíîé èëè íåò, íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü òåíçîð
Fµν = ∂µAν − ∂νAµ,êîòîðûé íàçûâàþò òåíçîðîì íàïðÿæåííîñòè âåêòîðíîãî ïîëÿ. Åñëè òåíçîð íàïðÿæåííîñòè òîæäåñòâåí-íî îáðàùàåòñÿ â íóëü, òî ñâÿçíîñòü òðèâèàëüíà. Åñëè æå òåíçîð íàïðÿæåííîñòè íå ðàâåí íóëþ, òî èìååòìåñòî âçàèìîäåéñòâèå çàðÿæåííîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ êàëèáðîâî÷íûì âåêòîðíûì ïîëåì Aµ. Ýòî âåêòîð-íîå ïîëå ìîæåò áûòü âíåøíèì, ò.å. çàäàííûì óñëîâèåì çàäà÷è, èëè äèíàìè÷åñêèì, ò.å. ñàìî âîçíèêàòü è1Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ àìïëèòóäû âåðîÿòíîñòè òðàåêòîðèè Ψ = exp{iS/~} îáîáùåííûé èìïóëüñ pµΨ = −i~∂µΨ, òàê ÷òî

−i~DµΨ =
(

pµ −
e

c
Aµ

)

Ψ,à çíà÷èò, −i~Dµ îòâå÷àåò êèíåòè÷åñêîìó èìïóëüñó muµ.



Ëåêöèÿ � 9 89ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ âñëåäñòâèå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ çàðÿæåííûìè èñòî÷íèêàìè. Òàêàÿ äèíàìè÷åñêàÿ òåîðèÿïîëÿ � ýëåêòðîäèíàìèêà [11, 12, 13, 14].Îïèñàííûé ñïîñîá ââåäåíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ êàëèáðîâî÷íûì ïîëåì ïóòåì çàìåíû ÷àñòíîé ïðîèç-âîäíîé íà êîâàðèàíòíóþ íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì. Íåìèíèìàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå ñòðîèòñÿ â âèäåäîïîëíèòåëüíûõ, êàëèáðîâî÷íî èíâàðèàíòíûõ ñëàãàåìûõ â äåéñòâèè. Íàïðèìåð, íåìèíèìàëüíûì ÿâ-ëÿåòñÿ âçàèìîäåéñòâèå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òåíçîðà íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ Fµν ñ òåíçîðîì ñïèíà âèäà
sαβ = εαβγs

γ , îíî îòíîñèòñÿ ê àíîìàëüíîìó ìàãíèòíîìó ìîìåíòó ïîëÿ.25.4. Äèñêðåòíûå ñèììåòðèè P è TÐàññìîòðèì äèñêðåòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñâîáîäíîãî ïîëÿ.Ïðåîáðàçîâàíèå t 7→ tT = −t ñîâìåñòíî ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïîëÿ
Ψ(t, r) 7→ ΨT (tT , r) = Ψ∗(t, r) (4.17)ñîõðàíÿåò íåèçìåííûì äåéñòâèå è ïðèâîäèò ê ïîëþ, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ, àòàêæå äàåò äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà

T0
0 7→ T0

0 , Tα
0 7→ −Tα

0 , T0
α 7→ −T0

α, Tβ
α 7→ Tβ

α, (4.18)ò.å. ïðèâîäèò ê äâèæåíèþ ñ òîé æå ýíåðãèåé, íî â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. Ïðè ýòîì,
j0 7→ j0, jα 7→ −jα. (4.19)Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïîëÿ îòâå÷àåò, òàêèì îáðàçîì, îáðàùåíèþ ñòðåëû âðåìåíè: t 7→ −t.Ïðåîáðàçîâàíèå r 7→ rP = −r ñîâìåñòíî ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïîëÿ

Ψ(t, r) 7→ ΨP (t, rP ) = Ψ(t, r) (4.20)ñîõðàíÿåò íåèçìåííûì äåéñòâèå è ïðèâîäèò ê ïîëþ, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ, àòàêæå äàåò äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà
T0
0 7→ T0

0 , Tα
0 7→ −Tα

0 , T0
α 7→ −T0

α, Tβ
α 7→ Tβ

α, (4.21)ò.å. ïðèâîäèò ê äâèæåíèþ ñ òîé æå ýíåðãèåé, íî â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. Ïðè ýòîì,
j0 7→ j0, jα 7→ −jα. (4.22)Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïîëÿ îòâå÷àåò, òàêèì îáðàçîì, çåðêàëüíîé èíâåðñèè ïðîñòðàíñòâà: r 7→ −r.



Òåìà 5Ñèììåòðèè è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ â ñëó÷àÿõ âûðîæäåíèÿäâèæåíèÿËåêöèÿ � 10Ñîõðàíÿþùèéñÿ âåêòîð îò öåíòðà êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà äî âòîðîãî ôîêóñà ýëëèïñà ôèíèòíîéîðáèòû, ñâÿçü ãåíåðàòîðîâ ñèììåòðèè ñî ñêîáêàìè Ïóàññîíà ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, îòâå÷àþùèõ ñîá-ñòâåííûì çíà÷åíèÿì ýòèõ ãåíåðàòîðîâ íà ïîëÿõ àìïëèòóäû âåðîÿòíîñòè òðàåêòîðèè, ïðèìåð ñêîáîêÏóàññîíà äëÿ ìîìåíòà èìïóëüñà, ñêîáêè Ïóàññîíà âåêòîðà Ðóíãå�Ëåíöà�Ëàïëàñà è SO(4) ñèììåò-ðèÿ ôèíèòíûõ êóëîíîâñêèõ îðáèò, ýâîëþöèÿ èçîòðîïíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà â òåðìèíàõêîìïëåêñíûõ âåêòîðîâ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ãðóïïà SU(3) êàê ìàòðè÷íàÿ ãðóïïà èíâàðèàíòíî-ñòè ýâîëþöèè òðåõìåðíûõ ôàçîâûõ âåêòîðîâ, ìàòðèöû Ãåëë-Ìàííà, ñîõðàíåíèå ïîëóîñåé ýëëèïñà èòåíçîð âòîðîãî ðàíãà, ðàçëîæåíèå òåíçîðà íà ñèíãëåò, âåêòîð è êâèíòåò ïî ãðóïïå âðàùåíèé, ðàç-ëîæåíèå òåíçîðà íà ñèíãëåò è îêòåò ïî ãðóïïå SU(3), àäèàáàòè÷åñêèé èíâàðèàíò ïåðèîäè÷åñêîãîäâèæåíèÿ, èíâàðèàíò äëÿ ÷àñòèöû â ïîñòîÿííîì ìàãíèòíîì ïîëå, ïîòîê ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïëîùàäèçàìêíóòîé îðáèòû, òî÷íîñòü ñîõðàíåíèÿ àäèàáàòè÷åñêîãî èíâàðèàíòà ïðè ââåäåíèè ìàëûõ ïîïðàâîê,íàðóøàþùèõ ïåðèîäè÷íîñòü.Ê ÷èñëó ñèñòåì, îáëàäàþùèõ, íàðÿäó ñ ôèçè÷åñêîé ðåàëèñòè÷íîñòüþ, äîïîëíèòåëüíûìè îñîáûìèñâîéñòâàìè, ñëåäóåò îòíåñòè äâèæåíèå ÷àñòèö â ïîòåíöèàëàõ, äëÿ êîòîðûõ âñå ôèíèòíûå òðàåêòîðèèçàìêíóòû, à òàêæå ïåðèîäè÷åñêîå èëè ìàëî îòëè÷àþùååñÿ îò ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèå.26. Âåêòîð Ðóíãå�Ëåíöà�ËàïëàñàÄëÿ êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà ïðèòÿæåíèÿ èëè â çàäà÷å Êåïëåðà äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ïî ýëëèïñó, âîäíîì èç ôîêóñîâ êîòîðîãî íàõîäèòñÿ öåíòð ïîòåíöèàëà. Îðáèòà çàìêíóòà, à çíà÷èò, ýëëèïñ ñîõðàíÿåòñâîå ïîëîæåíèå ñî âðåìåíåì. Ýòî ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì, ïîñêîëüêó îíî ïîçâîëÿåò âîñïîëü-çîâàòüñÿ ñâîéñòâàìè ýëëèïñà è ïîñòðîèòü äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë äâèæåíèÿ.Â ñàìîì äåëå, èñïîëüçóåì òîò ôàêò, ÷òî ëþáîé ëó÷, ïîñëàííûé èç ôîêóñà ýëëèïñà, ïîñëå çåðêàëüíîãîîòðàæåíèÿ îò êðèâîé ýëëèïñà ïðîéäåò ÷åðåç âòîðîé ôîêóñ è ñóììà äëèí ëó÷à îò ôîêóñà äî êðèâîéýëëèïñà r äî îòðàæåíèÿ è îò êðèâîé äî âòîðîãî ôîêóñà r′ ïîñëå îòðàæåíèÿ � ýòî ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà
r + r′ = 2a, ãäå a � äëèíà òîé ïîëóîñè ýëëèïñà, íà ëèíèè êîòîðîãî ðàñïîëîæåíû ôîêóñû (ñì. �8.1.).Ïîñêîëüêó îïðåäåëÿþùàÿ ëèíèþ çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ êàñàòåëüíàÿ ê ýëëèïñó â òî÷êå òðàåêòîðèèïàðàëëåëüíà èìïóëüñó, ðàçëîæèì ðàäèóñ-âåêòîð ÷àñòèöû íà îðòîãîíàëüíóþ ê èìïóëüñó ÷àñòü r⊥ èïàðàëëåëüíûé åìó âêëàä r‖:

r⊥ = r − p (p · r)

p2
, r‖ = r − r⊥.Ïîñëå çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ ïîïåðå÷íàÿ ÷àñòü ñìåíèò çíàê, à ïðîäîëüíûé âêëàä íå èçìåíèòñÿ, ò.å. ìûïîëó÷èì âåêòîð òîé æå äëèíû r

r′′ = −r⊥ + r‖ = r − 2r⊥.Çíà÷èò, ñîãëàñíî óïîìÿíóòîìó âûøå ñâîéñòâó ýëëèïñà âåêòîð
r′ =

2a− r

r
(r − 2r⊥)â òî÷íîñòè ñîåäèíÿåò òî÷êó íà òðàåêòîðèè ñî âòîðûì ôîêóñîì ýëëèïñà, è ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð

r + r′ = r
2a

r
+ 2r⊥

(

1 − 2a

r

) (5.1)èìååò äëèíó 2a è ñîåäèíÿåò ôîêóñû ýëëèïñà. Áåçðàçìåðíûé âåêòîð
B =

1

2a
(r + r′) =

r

r
+

r⊥
a

(

1 − 2a

r

) (5.2)íàçûâàþò âåêòîðîì Ðóíãå�Ëåíöà�Ëàïëàñà. Îí ñîõðàíÿåòñÿ ïðè äâèæåíèè â ïîëå ïðèòÿæåíèÿ êóëîíîâ-ñêîãî òèïà. 90



Ëåêöèÿ � 10 91Ïðîâåäåì ïðåîáðàçîâàíèÿ, çàìåòèâ, ÷òî
p× ` = p× (r × p) = p2r − p (p · r) = p2r⊥.Êðîìå òîãî, â êóëîíîâñêîì ïîëå ïðèòÿæåíèÿ ñ çàðÿäðîì Q = −|Z|e

E =
p2

2m
− |Z|e2

r
⇒ p2 = −2m|E|

(

1 − |Z|e2
|E|r

)

,òàê êàê E = −|E| < 0, è ïîëóîñü
a =

|Z|e2
2|E| .Îòñþäà

r⊥ = −p× `
a

|Z|e2m

(

1 − 2a

r

)−1

.Â èòîãå, ñîõðàíÿþùèéñÿ âåêòîð Ðóíãå�Ëåíöà�Ëàïëàñà ïðèíèìàåò ñòàíäàðòíûé âèä
B =

r

r
− p× `

1

|Z|e2m. (5.3)26.1. Ñêîáêè Ïóàññîíà è ñèììåòðèÿ SO(4)Êàê áûëî ñêàçàíî ðàíüøå, ãåíåðàòîðû ãðóïïû òðàíñëÿöèé k̂ = −i∇ è âðàùåíèé l̂ = −ir ×∇, äåéñòâó-þùèå íà ïîëÿ, ñâÿçàíû ñ èìïóëüñîì è ìîìåíòîì èìïóëüñà:
~ k̂ = −i~∇ 7→ p, ~ l̂ = −i~ r ×∇ 7→ `,ñ ïîìîùüþ ïîñòîÿííîé Ïëàíêà ñ ÷åðòîé. Â ÷àñòíîñòè, äåéñòâèå ýòèõ îïåðàòîðîâ íà àìïëèòóäó âåðî-ÿòíîñòè òðàåêòîðèè ñ çàäàííûì èìïóëüñîì èëè îðáèòàëüíûì ìîìåíòîì äàþò êàê ðàç çíà÷åíèÿ ýòèõâåëè÷èí:
−i~∇Ψp = pΨp, −i~ r ×∇Ψp = `Ψp,â ñèëó óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà�ßêîáè è ñâÿçè àìïëèòóäû ñ äåéñòâèåì

S = − 1

i~
ln Ψ.Äèðàê îáðàòèë âíèìàíèå íà òî, ÷òî ñêîáêè Ïóàññîíàôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí F ,G ñâÿçàíû ñ êîììóòàòîðàìèãåíåðàòîðîâ f̂ , ĝ ïðîñòûì ñîîòíîøåíèåì

i~ {F,G}P = [F̂ , Ĝ], åñëè ~f̂ 7→ F, ~ ĝ 7→ G. (5.4)Â ñàìîì äåëå, äîáàâëÿÿ ñþäà åùå è ñîîòâåòñòâèå äëÿ êîîðäèíàò r̂ 7→ r, íàéäåì, ÷òî
{rα, pβ}P = δαβ , [r̂α,−i∇β] Ψ = iδαβ Ψ, ∀Ψ.Äëÿ ìîìåíòà èìïóëüñà ñêîáêè Ïóàññîíà

{`α, `β}P = {εαµνrµpν , εβµ′ν′rµ′pν′}P = εαµνεβµ′ν′{rµpν , rµ′pν′}P

= εαµνεβµ′ν′rµ′

{

∂rµpν
∂rγ

∂rµ′pν′

∂pγ
− ∂rµpν

∂pγ

∂rµ′pν′

∂rγ

}

= εαµνεβµ′ν′ {δµγpν rµ′δν′γ − rµδνγ δµ′γpν′}
= εαγνεβµ′γpν rµ′ − εαµγεβγν′rµδνγ δµ′γpν′

= −δαβ(p · r) + rαpβ + δαβ(p · r) − rβpα = εαβγεγα′β′rα′pβ′ = εαβγ (r × p)γ = εαβγ `γ ,

(5.5)÷òî ìîæíî ñðàâíèòü ñ êîììóòàòîðîì ãåíåðàòîðîâ âðàùåíèÿ íà ïîëÿõ
[l̂α, l̂β ] = i εαβγ l̂γ .



92 Òåìà 5. Ñèììåòðèè è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ â ñëó÷àÿõ âûðîæäåíèÿ äâèæåíèÿÄðóãèìè ñëîâàìè, âû÷èñëÿÿ ñêîáêè Ïóàññîíà ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, ìû îïðåäåëÿåì êîììóòàöèîííûåñîîòíîøåíèÿ äëÿ ãåíåðàòîðîâ ñèììåòðèè, ñâÿçàííûõ ñ ýòèìè íàáëþäàåìûìè, íà ïîëÿõ àìïëèòóä âåðî-ÿòíîñòè òðàåêòîðèé, â òî âðåìÿ êàê êîììóòàòîðû ãåíåðàòîðîâ çàäàþò ãðóïïó íåïðåðûâíûõ ñèììåòðèéâ ñèñòåìå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ðàññìàòðèâàòü ñîõðàíÿþùèåñÿ âåëè÷èíû â êà÷åñòâå ãåíåðàòîðîâ áåñ-êîíå÷íî ìàëûõ êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, òî ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ îòâå÷àþò ñèììåòðèè ñèñòåìû (ñì.ðàçäåë 6.4.).Íàïðèìåð, â öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íîì ïîòåíöèàëå ñîõðàíÿåòñÿ ìîìåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ `, àñêîáêè Ïóàññîíà êîìïîíåíò âåêòîðà l îòâå÷àþò êîììóòàòîðàì ãðóïïû âðàøåíèé, ò.å. ãðóïïà ãåíåðàòîðîâÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ñèììåòðèè ñèñòåìû, åñëè íàáëþäàåìûå, îòâå÷àþùèå ýòèì ãåíåðàòîðàì, ñîõðàíÿþòñÿ.Íàéäåì ñêîáêè Ïàóññîíà äëÿ ñîõðàíÿþùèõñÿ âåêòîðîâ â êóëîíîâñêîì ïîëå ïðèòÿæåíèÿ, ò.å. äëÿìîìåíòà èìïóëüñà è âåêòîðà Ðóíãå�Ëåíöà�Ëàïëàñà. Ýòè ñêîáêè áóäóò îïðåäåëÿòü àëãåáðó ãåíåðàòîðîâãðóïïû ñèììåòðèè ýòîé ñèñòåìû. Âåêòîð Ðóíãå�Ëåíöà�Ëàïëàñà ïåðåïèøåì â âèäå, ñèììåòðèçîâàííîìîòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê ìåñòàìè ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, ñêîáêè Ïóàññîíà êîòîðûõ íå ðàâíû íóëþ:
B =

r

r
− 1

2
(p× `− `× p)

1

|Z|e2m, (5.6)ïîñêîëüêó
{pα, `β}P = εαβγpγ .Òîãäà
{Bα, `β}P = εαβγBγ , (5.7)òàê êàê B � âåêòîð, è ïðè âðàùåíèÿõ îí èìååò ñòàíäàðòíûé êîììóòàòîð ñ ãåíåðàòîðàìè ïîâîðîòîâ.Ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ óñòàíàâëèâàþò, ÷òî

{Bα,Bβ}P = −2εαβγ`γ
E

|Z|2e4m, (5.8)ãäå
E =

p2

2m
− |Z|e2

r
= const.â ñèëó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Çíà÷èò, åñëè ââåñòè âåêòîðû

u = B
√

ma|Z|e2, (5.9)òî èõ ñêîáêè Ïóàññîíà
{uα, uβ}P = εαβγ`γ , {uα, `β}P = εαβγuγ . (5.10)Ââåäåì âåêòîðà

j(±) =
1

2
(`± u),äëÿ êîòîðûõ èìåþò ìåñòî ñêîáêè Ïóàññîíà

{j(+)
α , j

(+)
β }P = εαβγj

(+)
γ , {j(−)

α , j
(−)
β }P = εαβγj

(−)
γ , {j(+)

α , j
(−)
β }P = 0. (5.11)Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå èì ãåíåðàòîðû ðåàëèçóþò àëãåáðó ñèììåòðèè so(3) ⊕ so(3).Ïîêàæåì, ÷òî àëãåáðà ãåíåðàòîðîâ îòâå÷àåò àëãåáðå ãðóïïû âðàùåíèé 4-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðî-ñòðàíñòâà SO(4). Äëÿ ýòî îáðàòèìñÿ ê àëãåáðå âðàùåíèé â 3-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðóþñôîðìóëèðóåì â òåðìèíàõ òåíçîðà âðàùåíèé (ñì. (4.5) è ðàçäåë 24.)

lαβ = rαpβ − rβpα, lαβ = εαβγ`γ , {α, β, γ} ∈ {1, 3}. (4.5)Ñêîáêà Ïóàññîíà ãåíåðàòîðîâ lαβ ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ
{lαβ, lα′β′}P = gαα′ lββ′ + gββ′lαα′ − gαβ′ lβα′ − gβα′ lαβ′ , (5.12)ãäå gαβ = δαβ � ìåòðèêà åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ. Ñêîáêè Ïóàññîíà â âèäå(5.12), êîíå÷íî, àáñîëþòíî ýêâèâàëåíòíû ñòàíäàðòíûì ñêîáêàì Ïóàññîíà îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà ` [ñì.(5.5)]. Òåïåðü ëåãêî çàïèñàòü îáîáùåíèå íà ñëó÷àé 4-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà:

lµν = rµpν − rνpµ, {µ, ν} ∈ {1, 4}, (5.13)



Ëåêöèÿ � 10 93ñ òàêèìè æå ñêîáêàìè Ïóàññîíà:
{lµν , lµ′ν′}P = gµµ′ lνν′ + gνν′ lµµ′ − gµν′ lνµ′ − gνµ′ lµν′ . (5.14)Åñëè ââåñòè â òðåõìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå òå æå âåëè÷èíû lαβ è `γ , è â äîïîëíåíèå ê íèì òðåõìåðíûéâåêòîð uα = lα4, òî èç (5.14) íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñêîáêè Ïóàññîíà â âèäå

{uα, uβ}P = εαβγ`γ , {`α, uβ}P = εαβγuγ , {`α, `β}P = εαβγ`γ , (5.15)à çíà÷èò, ïîñòðîåííàÿ àëãåáðà ãåíåðàòîðîâ ñèììåòðèè â çàäà÷å î ñïåêòðå ôèíèòíûõ òðàåêòîðèé â êóëî-íîâñêîì ïîëå ïðèòÿæåíèÿ � ýòî àëãåáðà ãðóïïû SO(4), ãðóïïû âðàøåíèé â øåñòè ïëîñêîñòÿõ 4-ìåðíîãîåâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.Ïðè ýòîì, òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ðåàëèçóþò íå âñå ïðåäñòàâëåíèÿ ýòîé ãðóïïû, à òîëüêî òå èç íèõ,÷òî îòâå÷àþò (j(+))2 = (j(−))2, ïîñêîëüêó äâèæåíèå � ïëîñêîå, à çíà÷èò, ` · u = 0 è (l ± u)2 = l
2 + u2.Èòàê, âûðîæäåíèå ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ â êóëîíîâñêîì ïîòåíöèàëå â âèäå çàìêíóòîñòè îðáèòû îò-âå÷àåò ãðóïïå ñèììåòðèè SO(4).27. Òåíçîð Ôðàäêèíà27.1. Ãðóïïà SU(3)Ïðè ðàññìîòðåíèè èçîòðîïíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω óäîáíî ââåñòèêîìïëåêñíûå âåêòîðû

A = mω r + ip. (5.16)Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ýòèõ âåêòîðîâ ñ ó÷åòîì ñèëû F = −∇(mω2r2/2) ïðèíèìàþò âèä
dA

dt
= mω

p

m
− imω2r = −iωA,è ëåãêî èíòåãðèðóþòñÿ

A(t) = e−iωtA0. (5.17)Ïðè ýòîì ãàìèëüòîíèàí çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
H =

1

2m
A† ·A, (5.18)îòêóäà ñðàçó âèäíî, ÷òî îí èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ìàòðè÷íîé ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé òðåõìåðíûõêîìïëåêñíûõ âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ, êîòîðûå ñîõðàíÿþò äëèíó âåêòîðà:

A′ = U ·A, (A′)† ·A′ = A† U † · U A = A† ·A, (5.19)îòêóäà
U † · U = . (5.20)Òàêèå ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ óíèòàðíûìè. Âçÿâ äåòåðìèíàíò (5.20), íàéäåì, ÷òî

(detU)∗ detU = 1.Ñðåäè ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî âûäåëèòü ýëåìåíòàðíûé ñäâèã ôàçû âñåõ êîìïîíåíò âåêòîðà A,÷òî, ñîãëàñíî (5.17), îòâå÷àåò ïðîñòî ñìåíå íà÷àëà îòñ÷åòà âðåìåíè, à çíà÷èò, ñîîòâåòñòâóåò ñäâèãó ïîâðåìåíè è çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Ïîýòîìó, åñëè íàñ èíòåðåñóåò äîïîëíèòåëüíàÿ ñèììåòðèÿ, ìûìîæåì èñêëþ÷èòü èçìåíåíèå ýòîé îáùåé ôàçû â ìàòðèöå U , ïîòðåáîâàâ
detU = 1. (5.21)Èòàê, ìû èìååì ñèììåòðèþ óíèòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé òðåõìåðíûõ êîìïëåêñíûõ âåêòîðîâ ñî ñïåöè-àëüíûì óñëîâèåì åäèíè÷íîãî äåòåðìèíàíòà ìàòðèö, ÷òî îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì ãðóïïû SU(3).Ýëåìåíòû ãðóïïû SU(2) ïðè äåéñòâèè â ïðîñòðàíñòâå äâóìåðíûõ ñïèíîðîâ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

g = exp

{

− i

2
σ · φ

}

,



94 Òåìà 5. Ñèììåòðèè è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ â ñëó÷àÿõ âûðîæäåíèÿ äâèæåíèÿãäå σ � ìàòðèöû Ïàóëè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ýðìèòîâûìè è áåññëåäîâûìè, à φ � âåùåñòâåííûå ïàðàìåò-ðû ãðóïïû, óãëû ïîâîðîòà. Ýðìèòîâîñòü ìàòðèö Ïàóëè ñëåäóåò èç òðåáîâàíèÿ óíèòàðíîñòè g† · g = .Áåññëåäîâîñòü ìàòðèö Ïàóëè ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñïåöèàëüíîãî óñëîâèÿ
det g = exp

{

− i

2
tr σ · φ

}

= 1.×èñëî ïàðàìåòðîâ ãðóïïû SU(3), ua, â ïîëíîé àíàëîãèè îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì ýðìèòîâûõ, áåññëåäî-âûõ ìàòðèö 3 × 3, êîòîðîå ðàâíî 8. Áàçèñ òàêèõ ìàòðèö ïðèíÿòî, íàïðèìåð, âûáèðàòü â âèäå ìàòðèöÃåëë-Ìàííà λa, a = {1, 8}, òàê ÷òî
U = exp

{

− i

2
λ · u

}

,ïðè÷åì tr λaλb = 2δab, (5.22)òàêæå êàê ó ìàòðèö Ïàóëè.Â ÿâíîì âèäå ìàòðèöû Ãåëë-Ìàííà âêëþ÷àþò â ñåáÿ ïðÿìûå àíàëîãè íåäèàãîíàëüíûõ ìàòðèö σ1 è
σ2 ïî ïàðàì èíäåêñîâ 3-ìåðíîãî âåêòîðà Aα:ïî èíäåêñàì 1 è 2

λ1 =





0 1 0
1 0 0
0 0 0



 , λ2 =





0 −i 0
i 0 0
0 0 0



 ,ïî èíäåêñàì 1 è 3

λ4 =





0 0 1
0 0 0
1 0 0



 , λ5 =





0 0 −i
0 0 0
i 0 0



 ,ïî èíäåêñàì 2 è 3

λ6 =





0 0 0
0 0 1
0 1 0



 , λ7 =





0 0 0
0 0 −i
0 i 0



 ,à òàêæå äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû:àíàëîã σ3 â èíäåêñàõ 1 è 2

λ3 =





1 0 0
0 −1 0
0 0 0



 ,âìåñòî àíàëîãà σ3 â èíäåêñàõ 2 è 3 íåîáõîäèìî ââåñòè äèàãîíàëüíóþ ýðìèòîâó ìàòðèöó ñ íóëåâûìñëåäîì, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îðòîíîðìèðîâàííîñòè (5.22), òàê ÷òî åäèíñòâåííûì ðåøåíèåìòàêîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà
λ8 =

1√
3





1 0 0
0 1 0
0 0 −2



 .Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ëèøü äâå ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ äèàãîíàëüíûìè, ò.å. èìåþò ñîâìåñòíûé áàçèññîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, òàê ÷òî ðàíã ãðóïïû SU(3) ðàâåí äâóì, à çíà÷èò, ñòàðøèé âåêòîð âñÿêîãî íåïðè-âîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ÷èñëàìè, êîòîðûå, ñòàëî áûòü, îïðåäå-ëÿþò è äâà íåçàâèñèìûõ îïåðàòîðà Êàçèìèðà: îäíîðîäíûõ ïîëèíîìà ïî ãåíåðàòîðàì, ýòè ïîëèíîìûêîììóòèðóþò ñî âñåìè ãåíåðàòîðàìè ãðóïïû. Ñïåêòð ýòèõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì è äèñêðåòíûì äëÿêàæäîãî êîíå÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû, íî ìû çäåñü íå áóäåì èçó÷àòü ïðåäñòàâëåíèÿ ýòîé ãðóïïû.Îòìåòèì ëèøü, ÷òî ïî àíàëîãèè ñ ìàòðèöàìè ñïèíà èç íåäèàãîíàëüíûõ ìàòðèö Ãåëë-Ìàííà ìîæíîïîñòðîèòü òðè ïîâûøàþùèõ è òðè ýðìèòîâî ñîïðÿæåííûõ ê ïîâûøàþùèì ïîíèæàþùèõ ìàòðèöû.Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû SU(3) ìîæíî ïîëó÷èòü, âû÷èñëèâ ñòðóêòóð-íûå êîíñòàíòû â âûðàæåíèÿõ
[

1
2 λ

a, 12 λ
b
]

= i fabc 1
2 λ

c. (5.23)Êîíñòàíòû fabc ïðèâîäÿòñÿ â ñïðàâî÷íèêàõ.Èòàê, ïðåîáðàçîâàíèå ñèììåòðèè èçîòðîïíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà â òåðìèíàõ âåêòîðîâ A:
A′α = Uα

β A
α, U ∈ SU(3).



Ëåêöèÿ � 10 9527.2. Äîïîëíèòåëüíûå èíòåãðàëû äâèæåíèÿÂñå ôèíèòíûå òðàåêòîðèè èçîòðîïíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà çàìêíóòû. Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ� ýëëèïñ, íî â îòëè÷èå îò êóëîíîâñêîãî ñëó÷àÿ, öåíòð ïðèòÿæåíèÿ íàõîäèòñÿ íå â ôîêóñå, à â öåíòðåýëëèïñà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñ ïîìîùüþ ðàäèóñ-âåêòîðà è èìïóëüñà íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü õàðàêòåðíûéäëÿ ýëëèïñà âåêòîð, íàïðèìåð, ñîåäèíÿþùèé ôîêóñ ñ ôîêóñîì, òàê êàê ïîëîæåíèå îáîèõ ôîêóñîâ îòöåíòðà çåðêàëüíî ñèììåòðè÷íî. Ýòîò ýëëèïñ ìîæíî îïèñàòü íàïðàâëåíèÿìè è äëèíàìè åãî ïîëóîñåé.Îäíàêî, îïÿòü æå, íàïðàâëåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê öåíòðó ïðèòÿæåíèÿ ìîæíî ìåíÿòü íà ïðîòèâîïîëîæ-íûå, îò ýòîãî ýëëèïñ íå èçìåíèòñÿ. Èòàê ó íàñ åñòü ïàðà õàðàêòåðíûõ âåêòîðîâ ïîëóîñåé íà ïëîñêîñòè,îðòîãîíàëüíîé ìîìåíòó èìïóëüñà, íî íàïðàâëåíèÿ ýòèõ âåêòîðîâ ìîæíî ìåíÿòü íà ïðîòèâîïîëîæíûåïî îòíîøåíèþ ê öåíòðó. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ñ âîçìîæíîñòüþ ñìåíû íàïðàâëåíèÿ âåêòîðîâ èìååò ìåñòî,åñëè ýòè âåêòîðû ñîáñòâåííûå äëÿ íåêîòîðîé ìàòðèöû. Ïîñêîëüêó ýòè ñîáñòâåííûå âåêòîðû äîëæíûñîõðàíÿòüñÿ ïðè äâèæåíèè, äîëæíà ñîõðàíÿòüñÿ è ñàìà ìàòðèöà. Çíà÷èò, íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü íå ñî-õðàíÿþùèéñÿ âåêòîð, à ñîõðàíÿþùèéñÿ òåíçîð âòîðîãî ðàíãà.Ýòî ìîæíî ëåãêî ñäåëàòü â òåðìèíàõ âåêòîðîâ A:
Fαβ = A∗

αAβÿâëÿåòñÿ ñîõðàíÿþùèìñÿ òåíçîðîì. Ñëåä òåíçîðàtr F = Fαα = 2mE.Ðàñïèøåì Fαβ , âûäåëèâ àíòèñèììåòðè÷íûé âêëàä
aαβ = −aβα =

1

2
{Fαβ − Fβα} = imω{rαpβ − rβpα} = imω εαβγ`γ ,è ñèììåòðè÷íûé áåññëåäîâûé âêëàä � òåíçîð Ôðàäêèíà:

sαβ = sβα =
1

2
{Fαβ + Fβα} −

1

3
δαβ 2mE = pαpβ +m2ω2rαrβ − 1

3
δαβ 2mE,òàê ÷òî

Fαβ =
1

3
δαβ 2mE + aαβ + sαβ ,è ìû ïîëó÷èëè ðàçëîæåíèå òåíçîðà ïî íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèÿì ãðóïïû âðàùåíèé SO(3):

SO(3) : 3 ⊗ 3 = 1 ⊕ 3 ⊕ 5,ãäå óêàçàíû ðàçìåðíîñòè áàçèñà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ äëÿ êàæäîãî íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Âýòîì ðàçëîæåíèè íà íåïðèâîäèìûå òåíçîðû ñèíãëåò îòâå÷àåò ñîõðàíÿþùåéñÿ ýíåðãèè, òðèïëåò � ñîõðà-íÿþùåìóñÿ âåêòîðó ìîìåíòà èìïóëüñà. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîÿñíèòü ôèçè÷åñêèé ñìûñë êâèíòåòà, íàéäåìñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà Ôðàäêèíà
Sαβ = pαpβ +m2ω2rαrβ .Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî ïîñêîëüêó äâèæåíèå ïëîñêîå

Sαβ`β = 0,ò.å. òåíçîð ÿâëÿåòñÿ ïîïåðå÷íûì. Âûáåðåì íàïðàâëåíèå ìîìåíòà èìïóëüñà â êà÷åñòâå îñè z: ` ‖ z.Òîãäà òåíçîð Ôðàäêèíà âûðîæäàåòñÿ â òåíçîð íà ïëîñêîñòè (x, y): âñå åãî êîìïîíåíòû ñ èíäåêñîì zîáðàùàþòñÿ â íóëü,
Sαβ 7→ Σ =

(

pxpx +m2ω2x2 pypx +m2ω2xy
pypx +m2ω2xy pypy +m2ω2y2

)

.Ïîñêîëüêó
det(Σ − λ) = λ2 − λ(p2 +m2ω2r2) +m2ω2(xpy − ypx)2 = λ2 − 2mEλ+m2ω2`2 = 0,ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòîé ìàòðèöû

λ± = mE

(

1 ±
√

1 − ω2`2

E2

)

⇒ λ+ =
`2

a2
, λ− =

`2

b2
,



96 Òåìà 5. Ñèììåòðèè è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ â ñëó÷àÿõ âûðîæäåíèÿ äâèæåíèÿãäå a è b � ïîëóîñè ýëëèïñà ïî íàïðàâëåíèÿì x è y, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìîæíîíàéòè, èñïîëüçóÿ ñîõðàíåíèå ìàòðèöû Σ ïî âðåìåíè. À èìåííî, åñëè âûáðàòü ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà
y = 0, px = 0, py = p, x = a, ` = ap, òî

Σ =

(

m2ω2a2 0
0 p2

)

⇒

Σ − λ+ =

(

m2ω2a2 − `2

a2 0

0 `2

a2 − `2

a2

)

=

(

m2ω2a2 − `2

a2 0
0 0

)

,à òàêæå â ñèëó ` = abmω

Σ − λ− =

(

m2ω2a2 − `2

b2 0

0 `2

a2 − `2

b2

)

=

(

0 0

0 `2

a2 − `2

b2

)

,îòêóäà
e+ =

(

0
1

)

, e− =

(

1
0

)

.Â èòîãå, ñîáñòâåííûå âåêòîðû òåíçîðà Ôðàäêèíà íàïðàâëåíû ïî ïîëóîñÿì òðàåêòîðèè âðàùåíèÿ � ýë-ëèïñà, à èõ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäàþò îáðàòíûå êâàäðàòû äëèí ïîëóîñåé.Òåïåðü ðàññìîòðèì òåíçîð F â îòíîøåíèè íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû SU(3). Âåêòîð Aαðåàëèçóåò 3-ìåðíîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå, íî, â îòëè÷èå îò ãðóïïû SO(3) èëè SU(2), äëÿ êî-òîðûõ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ ýêâèâàëåíòíû: (2s + 1)∗ ∼= ((2s + 1), � â ãðóïïå SU(3)êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ íå âñåãäà ýêâèâàëåíòíû èñõîäíîìó, íàïðèìåð, 3∗ = 3̄ � 3, ò.å.âåêòîð A∗
β ðåàëèçóåò íåçàâèñèìîå ïðåäñòàâëåíèå. Ïðè ýòîì ðàçëîæåíèå ïî íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëå-íèÿì âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

SU(3) : 3̄ ⊗ 3 = 1 ⊕ 8,ò.å. òåíçîð F ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ñèíãëåò è îêòåò îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé ãðóïïû SU(3). Î÷åâèäíî,÷òî ñèíãëåò, ò.å. èíâàðèàíò, ïðîïîðöèîíàëåí åäèíè÷íîé ìàòðèöå è ýòî � ñëåä òåíçîðà, ò.å. ôàêòè÷åñêèýíåðãèÿ. ×òî æå êàñàåòñÿ îêòåòà, òî åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 8-ìåðíîãî âåêòîðà â ïðîñòðàíñòâåïàðàìåòðîâ ãðóïïû:
F a =

1

4mω
λaαβFαβ . (5.24)Ïîñêîëüêó ìàòðèöû Ãåëë-Ìàííà áåññëåäîâûå, ñëåä òåíçîðà F íå äàåò âêëàäà â âåêòîð F a. Ââåäåííûéâåêòîð èìååò ðàçìåðíîñòü ìîìåíòà èìïóëüñà, ò.å. äåéñòâèÿ.Âû÷èñëåíèå ñêîáîê Ïóàññîíà äàåò

{F a, F b}P = fabc F c, (5.25)à çíà÷èò, ñîõðàíÿþùèåñÿ ãåíåðàòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå F a, äåéñòâèòåëüíî ðåàëèçóþò îêòåòíîå ïðåä-ñòàâëåíèå ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû SU(3).Íå âñå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû SU(3) ðåàëèçóþòñÿ òðàåêòîðèÿìè äâèæåíèÿ, ïîñêîëüêó òðàåêòîðèÿÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé: `αsαβ ≡ 0. Ýòî óñëîâèå îòâå÷àåò, êàê ìîæíî ïîêàçàòü â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû
SU(3), ñòàðøåìó âåêòîðó, îäíî èç êâàíòîâûõ ÷èñåë êîòîðîãî â òåðìèíàõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äâóõäèàãîíàëüíûõ ãåíåðàòîðîâ ðàâíî íóëþ.Èòàê, âûðîæäåíèå ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ èçîòðîïíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà â âèäå çàìêíóòî-ñòè îðáèòû îòâå÷àåò ãðóïïå ñèììåòðèè SU(3).28. Êâàçèïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå â ìàãíèòíîì ïîëåÂ îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå äâèæåíèå ÷àñòèöû ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì â ïîïåðå÷íîé ïëîñêîñòè êìàãíèòíîìó ïîëþ, òàê êàê ìàãíèòíîå ïîëå íå ñîâåðøàåò ðàáîòû, à óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

mv̇ =
e

c
v ×Hèìåþò ðåøåíèå â âèäå v = v⊥ + v‖, ãäå ñîõðàíÿþùàÿñÿ ïðîäîëüíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè v‖ = h(v · h)íàïðàâëåíà âäîëü åäèíè÷íîãî âåêòîðà h = H/H, à ïîïåðå÷íàÿ êîìïîíåíòà v⊥ = v − v‖ ïîëó÷àåòñÿïðÿìûì èíòåãðèðîâàíèåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

v⊥ = ωr⊥ × h, ω =
eH
mc

. (5.26)



Ëåêöèÿ � 10 97Ëåãêî ñâÿçàòü ðàäèóñ îðáèòû ñ ïîïåðå÷íûì èìïóëüñîì, ïîñêîëüêó ïåðèîä äâèæåíèÿ
T =

2π

ω
=

2πr⊥
v⊥

,òàê ÷òî
p⊥ = mv⊥ =

e

c
Hr⊥. (5.27)Â ñëàáîíåîäíîðîäíîì ïîëå, íàïðèìåð, ðàäèóñ îáðàùåíèÿ r⊥ ìíîãî ìåíüøå õàðàêòåðíîãî ðàññòîÿíèÿ,íà êîòîðîì ïîëå ìåíÿåòñÿ ñóùåñòâåííî, ò.å. íà âåëè÷èíó, ïîðÿäêà ñàìîãî ïîëÿ. Ïîýòîìó âîçíèêàåò ìàëûéïàðàìåòð îòíîøåíèÿ ðàäèóñà r⊥ ê äëèíå íåîäíîðîäíîñòè, è òðàåêòîðèÿ ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà ñíà÷àëàâ âåäóùåì ïðèáëèæåíèè êàê ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïîñëåäóþùèì ó÷åòîì ïîïðàâîê ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè.Ñëåäîâàòåëüíî, áûëî áû àêòóàëüíî ðàññìîòðåòü õàðàêòåðíûå ñâîéñòâà êàê ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ,òàê è ïîïðàâîê ê íåìó.28.1. Ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèåÐàññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïóñòü T � ïåðèîä äâèæåíèÿ, òîãäà ïåðè-îäè÷íîñòü äèíàìè÷åñêîé ïåðåìåííîé q(t) è ñîïðÿæåííîãî ê íåé èìïóëüñà p îçíà÷àåò, ÷òî

q(t+ T ) = q(t), p(t+ T ) = p(t). (5.28)Îïðåäåëèì íîâóþ ïåðåìåííóþ, çàâèñÿùóþ îò ïàðàìåòðà a:
qa(t, a) = q(t+ aT ).Òîãäà âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ

∆S =

1
∫

0

da
dS

da
= S(1) − S(0),íî â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè äâèæåíèÿ (5.28)

qa(t, 0) = qa(t, 1) = q(t),òàê ÷òî äåéñòâèå ïðè a = 1 è a = 0 âû÷èñëÿåòñÿ íà îäíîé è òîé æå òðàåêòîðèè, è
∆S ≡ 0.Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ñîãëàñíî òåîðåìå Í¼òåð ïðîèçâîäíàÿ äåéñòâèÿ ïî ïàðàìåòðó èìååò âèä

dS

da
=

∫

dt
d

dt

(

p
∂q

∂a
−H

∂t

da

)

,íî, ïîñêîëüêó â äàííîì ñëó÷àå âðåìÿ íå ïðåîáðàçóåòñÿ
∂ta
∂a

= 0,âàðèàöèÿ ðàâíà
∆S =

1
∫

0

da
dS

da
=

1
∫

0

da

∫

dt
d

dt
p
∂q

∂a
=

∫

dt
d

dt

1
∫

0

p
∂q

∂a
da,â òî âðåìÿ êàê èíòåãðàë

I =

1
∫

0

p
∂q

∂a
da =

T
∫

0

p
dq

dτ
dτ, τ = aT,ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì ïî ïåðèîäó

I =

∮

p dq,à íóëåâîå çíà÷åíèå èçìåíåíèÿ äåéñòâèÿ
∆S =

∫

dt
d

dt
I = 0
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I =

∮

p dq � èíâàðèàíò.Ýòîò èíâàðèàíò íàçûâàåòñÿ àäèàáàòè÷åñêèì, òàê êàê åãî ñîõðàíåíèå ñâÿçàíî ñ íåèçìåííîñòüþ ôàçîâî-ãî îáúåìà ÷àñòèöû, îïðåäåëÿþùåãî ýíòðîïèþ ñèñòåìû, è êîëü ñêîðî îíà ñîõðàíÿåòñÿ, òî è âàðèàöèÿïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ àäèàáàòè÷åñêîé.Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì ñëó÷àé îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ1 è ââåäåì äëÿ ïåðåìåííûõ ôàçîâîãî îáúåìàáîëåå ïðèâû÷íûå îáîçíà÷åíèÿ (òîëüêî â ýòîì ðàçäåëå!):
(p, q) ≡ (x, y),è ëèíåéíûé ýëåìåíò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé òðàåêòîðèè
dC = (dx, dy).Òîãäà äëÿ âåêòîðà F ñ êîìïîíåíòàìè
F = (Fx, Fy)èìååò ìåñòî òåîðåìà Ñòîêñà:

∮

F dC =

∫

dxdy

(

∂Fy

∂x
− ∂Fx

∂y

)

, (5.29)ãäå èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî ïîâåðõíîñòè, îãðàíè÷åííîé çàìêíóòîé êðèâîé. Â íàøåì ñëó÷àå, î÷åâèäíî,
F = (Fx, Fy) = (0, p), ⇒ ∂Fy

∂x
=
∂p

∂p
= 1,è

I =

∫

dp dq,ò.å., äåéñòâèòåëüíî, èíâàðèàíò � ôàçîâûé îáúåì ñèñòåìû, à åãî ëîãàðèôì çàäàåò ýíòðîïèþ, è ñîõðàíåíèåýòîãî èíâàðèàíòà îçíà÷àåò �àäèàáàòè÷íîñòü� ïðîöåññà.Âû÷èñëèì àäèàáàòè÷åñêèé èíâàðèàíò ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â ïîñòîÿííîì ìàãíèòíîìïîëå:
I =

∮

P dr,ãäå P � ñîïðÿæåííûé ê êîîðäèíàòå èìïóëüñ, ò.å. îáîáùåííûé èìïóëüñ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ïîëå A:
P = p +

e

c
A,ãäå p = m v � èìïóëüñ ÷àñòèöû. Ïîäñòàâëÿÿ

dr = v⊥ dt =
1

m
p⊥dt,âî-ïåðâûõ, äëÿ êèíåòè÷åñêîãî âêëàäà c ñîõðàíÿþùèìñÿ ïîïåðå÷íûì èìïóëüñîì íàéäåì

I1 =

∮

p dr = p2⊥
T

m
,ãäå ïåðèîä

T =
2π

ω
=

2πmc

eH ,òàê ÷òî
I1 = 2π

cp2⊥
eH .Âî-âòîðûõ, âêëàä ïîëÿ

I2 =
e

c

∮

A dr =
e

c

∫ rotA ds,1Åñëè äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ áîëüøå, òî ðåøåíèå ïðîáëåìû ôîðìóëèðóåòñÿ ñîâåðøåííî òåì æå ñïîñîáîì, ñ òîéëèøü ðàçíèöåé, ÷òî ìîæíî ïðîâåñòè ñóììèðîâàíèå ïî âñåì äèíàìè÷åñêèì ïåðåìåííûì è ñîïðÿæåííûì ê íèì èìïóëüñàì,÷òîáû ïîëó÷èòü ñóììó èíâàðèàíòîâ, êîòîðàÿ îáû÷íî èìååò îïðåäåëåííûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Îáùèé æå ôàçîâûé îáúåìâû÷èñëÿåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå ôàçîâûõ îáúåìîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êàæäîé äèíàìè÷åñêîé ïåðåìåííîé.



Ëåêöèÿ � 10 99ãäå ýëåìåíò ïëîùàäè çàäàåòñÿ ïëîùàäüþ òðåóãîëüíèêà, çàìåòàåìîãî ÷àñòèöåé ïðè äâèæåíèè ïî îêðóæ-íîñòè:
ds =

1

2
r⊥ × v⊥ dt = −1

2
h r⊥ v⊥ dt,è ñ ó÷åòîì rotA = H,íàéäåì âêëàä, îáóñëîâëåííûé ïîëåì, à èìåííî, ïîòîê ìàãíèòíîãî ïîëÿ ÷åðåç ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷åí-íóþ îðáèòîé ÷àñòèöû,

I2 = − e

2c
H r⊥ v⊥ T,è ïîäñòàâëÿÿ

r⊥ =
cp⊥
eH ,ïîëó÷àåì

I2 = − e

2c
H cp⊥
eH

p⊥
m

2πmc

eH = −π cp
2
⊥

eH = −1

2
I1.Ñóììèðóÿ,

I = π
cp2⊥
eH .Òàêèì îáðàçîì, àäèàáàòè÷åñêèé èíâàðèàíò ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â ïëîñêîñòè, ïåðïåí-äèêóëÿðíîé ïîñòîÿííîìó ìàãíèòíîìó ïîëþ, îïðåäåëÿåòñÿ êîìáèíàöèåé p2⊥/H.Çàìåòèì, ÷òî àäèàáàòè÷åñêèé èíâàðèàíò ðàâåí âçÿòîìó ñ îáðàòíûì çíàêîì ïîòîêó ìàãíèòíîãî ïîëÿ÷åðåç ïëîùàäü âíóòðè îïèñûâàåìîé çàðÿäîì îêðóæíîñòè

I = −e
c

∫

H ds,òàê ÷òî óñèëåíèå ïîëÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîòîêà ÷åðåç åäèíè÷íóþ ïëîùàäü ïðèâîäèò, â ñèëó ñîõðàíåíèÿèíâàðèàíòà, ê óìåíüøåíèþ ïëîùàäè êðóãà, ò.å. ê óìåíüøåíèþ ðàäèóñà îðáèòû.28.2. Òåîðåìà Àäåìîëëî�ÃàòòîÐàññìîòðèì âîïðîñ î òîì, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ àäèàáàòè÷åñêèì èíâàðèàíòîì ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ,åñëè ýòà ïåðèîäè÷íîñòü ñëàáî íàðóøàåòñÿ ìàëûì âîçìóùåíèåì ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Çíà÷åíèå òåðìèíà¾ñëàáî¿ ôèçè÷åñêè îïðåäåëÿåòñÿ ïðèáëèæåíèåì, â êîòîðîì ïàðàìåòð çà âðåìÿ ïåðèîäà äâèæåíèÿ ìîæíîñ÷èòàòü ïîñòîÿííûì, íî îí âñå æå ñóùåñòâåííî èçìåíÿåòñÿ çà èíòåðâàë âðåìåíè, ìíîãî áîëüøèé ïåðèîäà.Îòâåòîì íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ ñëóæèò òåîðåìà Àäåìîëëî�Ãàòòî, êîòîðàÿ ïðèìåíèìà íå òîëüêîê àäèàáàòè÷åñêîìó èíâàðèàíòó ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ, íî è, âîîáùå, ê èíâàðèàíòàì, ïîñòðîåííûìïðè âàðèàöèè äåéñòâèÿ ïî ïàðàìåòðó èñõîäíîé ñèììåòðèè ñèñòåìû, òàê ÷òî ïðîâåäåííîå íèæå ðàññìîò-ðåíèå ìîæíî äîñëîâíî ïîâòîðèòü è äëÿ óïîìÿíóòûõ èíâàðèàíòîâ, çàìåíÿÿ òåðìèí ¾ïåðèîäè÷åñêèé¿ íà¾èíâàðèàíòíûé¿.Òåîðåìà Àäåìîëëî�Ãàòòî. Åñëè ê èñõîäíîìó äåéñòâèþ S0, ïðèâîäÿùåìó ê ïåðèîäè÷åñêîìó äâè-æåíèþ è, ñëåäîâàòåëüíî, ê àäèàáàòè÷åñêîìó èíâàðèàíòó I, äîáàâëåíî âîçìóùåíèå ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì
λ, òàê ÷òî ïîëíîå äåéñòâèå

S = S0 + λ

∫

V (q, q̇) dt,òî èíâàðèàíò, ïî-ïðåæíåìó, ñîõðàíÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî λ:
dI
dt

= O(λ2).Õîä ìûñëè. Â ñàìîì äåëå, ðàçëîæèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ âîçìóùåíèåì λV ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó
λ ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè:

q(t, λ) ≈ q0(t) + λ δq̄0(t) + O(λ2),ãäå
q0(t) = q(t, 0), δq̄0(t) =

∂q(t, λ)

∂λ

∣

∣

∣

λ=0

,



100 Òåìà 5. Ñèììåòðèè è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ â ñëó÷àÿõ âûðîæäåíèÿ äâèæåíèÿè ãëàâíûé âêëàä q0(t) áåðåòñÿ ïðè λ = 0, ò.å. îí ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì, â îòëè÷èå îò δq̄0(t), êîòîðûéóæå ìîæåò íàðóøàòü ïåðèîäè÷íîñòü. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîñòóïèòü è ñ âîçìóùåíèåì
λV = λV0 + O(λ2),òàê ÷òî V0 çàâèñèò òîëüêî îò ãëàâíîãî âêëàäà q0(t), ò.å. ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé. Ââîäÿ, êàê èâ ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ïàðàìåòð a íà ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè q0 íàéäåì, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîââòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè äåéñòâèå

S = S0
∣

∣

∣

λ=0

+

∫

δS0

δq

∣

∣

∣

λ=0

λ δq̄0 dt+ λ

∫

V0 dt+ O(λ2).Ïåðâîå ñëàãàåìîå â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì äëÿ äåéñòâèÿ áåç âîçìóùåíèÿ, è îíî çàâèñèòòîëüêî îò ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé. Âòîðîå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ â ñèëó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïðè λ = 0(âàðèàöèîííûé ïðèíöèï):
δS0

δq

∣

∣

∣

λ=0

= 0.Òðåòüå ñëàãàåìîå � òàêæå ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïî a ñ ïåðèîäîì 1. Ïîýòîìó ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîââòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî λ
1
∫

0

da
dS

da
= O(λ2).Ïîâòîðÿÿ âûâîä äëÿ àäèàáàòè÷åñêîãî èíâàðèàíòà, òåïåðü çàêëþ÷àåì, ÷òî îí ñîõðàíÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþäî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè âîçìóùåíèÿ.

�Èç ïðèâåäåííîãî ðàññóæäåíèÿ ÿñíî, ÷òî ïðè ââåäåíèè âîçìóùåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, è äèíàìè÷åñêàÿïåðåìåííàÿ è ñîïðÿæåííûé åé èìïóëüñ ñòàíîâÿòñÿ ôóíêöèÿìè, çàâèñÿùèìè îò ïàðàìåòðà âîçìóùåíèÿ λ,íî ïîñòðîåííûé èç íèõ èíâàðèàíò � ôàçîâûé îáúåì � îñòàåòñÿ ñîõðàíÿþùåéñÿ âåëè÷èíîé ñ òî÷íîñòüþäî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, â ñëàáîíåîäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå ïðè äâèæåíèè ÷àñòèöû âäîëü ñèëîâîéëèíèè, åñëè ýòè ëèíèè ñãóùàþòñÿ è, ñòàëî áûòü, ïîëå óâåëè÷èâàåòñÿ, ñîõðàíåíèå èíâàðèàíòà p2⊥/Hîçíà÷àåò, ÷òî óâåëè÷èâàåòñÿ ïîïåðå÷íûé ê ïîëþ èìïóëüñ, à ðàäèóñ îðáèòû óìåíüøàåòñÿ, òàê êàê ñîõðà-íÿåòñÿ ïîòîê ìàãíèòíîãî ïîëÿ ÷åðåç ïëîùàäü êðóãà îðáèòû. Ïðè ýòîì èìïóëüñ ÷àñòèöû â ïîñòîÿííîìïî âðåìåíè ìàãíèòíîì ïîëå ñîõðàíÿåòñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, íàñòóïàåò ìîìåíò, êîãäà ïðîäîëüíàÿ ïî ïîëþêîìïîíåíòà èìïóëüñà ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé íóëþ: ÷àñòèöà íå ïðîíèêàåò â îáëàñòü ñèëüíîãî ïîëÿ. Áîëååòîãî, â êóðñàõ ýëåêòðîäèíàìèêè ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÷àñòèöà îòðàæàåòñÿ îò îáëàñòè ñèëüíîãî ìàãíèò-íîãî ïîëÿ, ò.å. ìåíÿåò íàïðàâëåíèå ïðîäîëüíîé êîìïîíåíòû èìïóëüñà â ýòîé òî÷êå îòðàæåíèÿ. Ýòîòýôôåêò íàçûâàåòñÿ ¾ìàíèòíûì çåðêàëîì¿. Íàðÿäó ñ ýòèì, â ñëàáîíåîäíîðîäíîì ïîëå ÷àñòèöà èñïû-òûâàåò äðåéô â íàïðàâëåíèè, îðòîãîíàëüíîì êàê ê ñèëîâîé ëèíèè, òàê è ê íîðìàëè, íàïðàâëåííîé êöåíòðó êðèâèçíû ñèëîâîé ëèíèè.



Òåìà 6Ðàññåÿíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëíËåêöèÿ � 11Îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí, ìåòîä ïðåîáðàçîâàíèÿÔóðüå äëÿ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà è îáðàòíîå ïðåîáðàçî-âàíèå Ôóðüå, ðàññåÿíèå ôîòîíîâ íà çàðÿæåííîì ãàðìîíè÷åñêîì îñöèëëÿòîðå ñ çàòóõàíèåì, ñïåêòð èèíòåíñèâíîñòü âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé, ëèíåéíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ, òåíçîð ïîëÿðèçàöèè åñòåñòâåííîãîñâåòà, óñðåäíåíèå åäèíè÷íîãî âåêòîðà íà îêðóæíîñòè, óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå ðàññåÿííûõ ýëåêòðî-ìàãíèòíûõ âîëí, ñå÷åíèå Òîìñîíà, êëàññè÷åñêèé ðàäèóñ ýëåêòðîíà, ðýëååâñêîå ðàññåÿíèå.Ïëîñêàÿ âîëíà ýëåêòðîìàãíèòíûõ êîëåáàíèé, ïàäàÿ íà ïîêîÿùèéñÿ çàðÿä, âûçûâàåò åãî âûíóæäåí-íûå êîëåáàíèÿ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî îí íà÷èíàåò èçëó÷àòü (ñì. ðèñ. 6.1).

Ðèñ. 6.1: Ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ âîëíà, ïàäàþùàÿ íà ìèøåíü, è ðàññåÿííàÿ âîëíà èç-çà âûíóæäåííûõêîëåáàíèé çàðÿäîâ ìèøåíè.Òîãäà äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòíîøåíèå èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ âîëíâûíóæäåííûõ êîëåáàíèé, ïðîõîäÿùèõ ïëîùàäü ñ çàäàííûì òåëåñíûì óãëîì, ê ïîòîêó ýíåðãèè, ïàäàþ-ùåé íà çàðÿä â ñðåäíåì çà ïåðèîä êîëåáàíèé:
dσ ≡ 1

〈S0〉
dI, (6.1)ãäå ìû ââåëè ïîòîê ýíåðãèè ïàäàþùåé âîëíû, âåêòîð Óìîâà�Ïîéíòèíãà,

〈S0〉 =
c

4π
〈E0 ×H0〉.Ðàçìåðíîñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî ñå÷åíèÿ ëåãêî îïðåäåëèòü, åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî èíòåíñèâ-íîñòü � ýòî ýíåðãèÿ â åäèíèöó âðåìåíè, à ïàäàþùèé ïîòîê � ýòî ýíåðãèÿ â åäèíèöó âðåìåíè íà åäè-íè÷íóþ ïëîùàäü:

[σ] =
[E]

[t]

/

[E]

[t][r]2
= [r]2,ò.å. ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ èìååò ðàçìåðíîñòü ïëîùàäè.101



102 Òåìà 6. Ðàññåÿíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí29. Êâàçèóïðóãèé äèïîëüÐàññìîòðèì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñâîáîäíîãî ïîêîÿùåãîñÿ çàðÿäà ïîä âîçäåéñòâèåì ïîëÿ ýëåêòðîìàã-íèòíîé âîëíû
dp

dt
= eE0 +

e

c
v ×H0,êîòîðîå ïðè v � c ñâîäèòñÿ ê

m r̈ = eE0,òàê ÷òî íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ â âîëíå îäèíàêîâû ïî ìîäóëþ, ìîæíîïðåíåáðå÷ü âêëàäîì ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ïðîâîäèòü íåðåëÿòèâèñòñêîå ðàññìîòðåíèå.Åñëè çàðÿä çàêðåïèòü ñ ïîìîùüþ ñèë óïðóãîñòè, òî â ñâîáîäíîì âèäå îí áóäåò ñîâåðøàòü êîëåáàíèÿñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0:
r̈ + ω2

0 r = 0.Â ñàìîì äåëå, âåëè÷èíà
F elastic = −mω2

0 råñòü íå ÷òî èíîå êàê ñèëà óïðóãîñòè, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ñìåùåíèþ.Åñëè åñòü äèññèïàöèÿ, ò.å. ñèëà òðåíèÿ1, òî ñêîðîñòü ÷àñòèöû áóäåò ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàòü:
r̈ + γ ṙ = 0, ⇒ v(t) = v0 e

−γ t,ãäå êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ γ > 0 èìååò ðàçìåðíîñòü îáðàòíîãî âðåìåíè, ò.å. ÷àñòîòû.Â èòîãå, óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñ ó÷åòîì ñèëû óïðóãîñòè, ñèëû òðåíèÿ è âíåøíåé ñèëû ýëåêòðè÷åñêîãîïîëÿ ïðèìåò âèä
r̈ + γ ṙ + ω2

0 r =
e

m
E0,÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå äëÿ êâàçèóïðóãîãî äèïîëÿ, åñëè ïîìåñòèòü íåïîäâèæíûé çàðÿä −e âíà÷àëî êîîðäèíàò2.Íåîäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñ èñòî÷íèêîì ïðîñòî ðåøàåòñÿ, åñëè èñïîëü-çîâàòü ìåòîä ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.29.1. Ìåòîä ïðåîáðàçîâàíèÿ ÔóðüåÎïðåäåëèì Ôóðüå-îáðàç ôóíêöèè F (t)

F(ω) = lim
α→+0

+∞
∫

−∞

dt F (t) eiωt−α2t2 . (6.2)Äëÿ ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà ôóíêöèÿ F (T ) íå äîëæíà ðàñòè áûñòðåå, ÷åì
e+α2t2

∣

∣

∣

α→+0
→ const.Âû÷èñëèì Ôóðüå-îáðàç åäèíèöû

+∞
∫

−∞

dt eiωt−α2t2 =

+∞
∫

−∞

dt e−α2(t− 1
2 iω/α2)2− 1

4ω
2/α2

.Çäåñü ãàóññîâ èíòåãðàë ïî ïåðåìåííîé z = t− 1
2 iω/α2 ìîæåò áûòü âû÷èñëåí, åñëè ñìåñòèòü êîíòóð èíòå-ãðèðîâàíèÿ íà âåùåñòâåííóþ îñü, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü, ïîñêîëüêó íà ïóòè ñìåøåíèÿ ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿíåò îñîáåííîñòåé è áåñêîíå÷íûõ âêëàäîâ, òàê ÷òî èíòåãðàëû ñîâïàäóò, à çíà÷èò,

+∞
∫

−∞

dz e−α2z2

=







+∞
∫

−∞

dz1 e−α2z2
1

+∞
∫

−∞

dz2 e−α2z2
2







1
2

=







2π
∫

0

dφ

+∞
∫

0

rdr e−α2r2







1
2

,1Ó íàñ ñèëà òðåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè.2Äðóãèìè ñëîâàìè r � îòíîñèòåëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó çàðÿäàìè. Îäíàêî ïðè ýòîì, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî âíóòðè ñèñòåìûäâèæåíèå çàðÿäà ïî-ïðåæíåìó îïðåäåëÿåòñÿ ñèëîé óïðóãîñòè, à ñèëà êóëîíîâñêîãî ïðèòÿæåíèÿ ¾êîìïåíñèðóåòñÿ¿.



Ëåêöèÿ � 11 103ãäå ìû ïåðåøëè ê èíòåãðèðîâàíèþ íà ïëîñêîñòè {z1, z2} îò äåêàðòîâûõ ïåðåìåííûõ ê ïîëÿðíûì z1 =
r cosφ, z2 = r sinφ, òàê ÷òî

+∞
∫

−∞

dz e−α2z2

=

{

2π
1

2

1

α2

}
1
2

=

√
π

α
.Â èòîãå, Ôóðüå-îáðàç åäèíèöû

I(ω) = lim
α→+0

√
π

α
e−

1
4ω

2/α2

. (6.3)Ýòî � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ îò ÷àñòîòû, êîòîðàÿ âñþäó ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, êðîìå òî÷êè ω = 0, ãäå îíà ñòðå-ìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Îäíàêî ïðè áåñêîíå÷íî ìàëîì α → +0 Ôóðüå-îáðàç åäèíèöû âïîëíå îïðåäåëåí.Îñíîâíûì ñâîéñòâîì Ôóðüå-îáðàçà åäèíèöû ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå èíòåãðàëà ýòîãî Ôóðüå îáðàçà ñôóíêöèåé îò ÷àñòîòû, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ðÿä âîçëå òî÷êè ω = 0,
+∞
∫

−∞

dω I(ω) f(ω) = lim
α→+0

+∞
∫

−∞

dω f(ω)

√
π

α
e−

1
4ω

2/α4

= lim
α→+0

+∞
∫

−∞

dω {f(0) + f ′(0)ω + . . .}
√
π

α
e−

1
4ω

2/α4

= lim
α→+0

√
π

α

+∞
∫

−∞

dω f(0) e−
1
4ω

2/α4

= f(0) lim
α→+0

√
π

α

√
4π α = 2π f(0). (6.4)Îïðåäåëèì äåëüòà-ôóíêöèþ Äèðàêà ÷åðåç Ôóðüå-îáðàç åäèíèöû

2π δ(ω) = I(ω) = lim
α→+0

+∞
∫

−∞

dt eiωt−α2t2 . (6.5)Ìû óñòàíîâèëè, ÷òî
+∞
∫

−∞

dω δ(ω) f(ω) = f(0), (6.6)äëÿ äîñòàòî÷íî ¾õîðîøåé¿ ôóíêöèè f(ω). Â äàëüíåéøåì, ñîãëàñíî îáùåé äîãîâîðåííîñòè, ïðèíÿòî, ÷òîïèñàòü âñÿêèé ðàç ãðîìîçäêîå âûðàæåíèå ñ ïðåäåëîì α → +0 â ÿâíîì âèäå ïðè èñïîëüçîâàíèè äåëüòà-ôóíêöèè Äèðàêà íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ óäîáíûì, íî ýòîò ïðåäåë áåçóñëîâíî íåîáõîäèìî èìåòü â âèäó äëÿïðèäàíèÿ ñòðîãîñòè ìàòåìàòè÷åñêîìó ôîðìàëèçìó âûêëàäîê ñ ñèìâîëîì δ(ω).Òîãäà îñíîâíàÿ ôîðìóëà ìåòîäà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ:
+∞
∫

−∞

dω

2π
F(ω) e−iωt =

+∞
∫

−∞

dω

2π
e−iωt

+∞
∫

−∞

dt′ F(t′) eiωt′ =

+∞
∫

−∞

dt′ F(t′)

+∞
∫

−∞

dω

2π
e−iω(t−t′)

=

+∞
∫

−∞

dt′ F(t′) δ(t− t′) = F (t).Òàêèì îáðàçîì, Ôóðüå-îáðàç ôóíêöèè ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü ñàìó ôóíêöèþ ñ ïîìîùüþ îáðàòíîãîïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.Ê îñíîâíûì ñâîéñòâàì äåëüòà-ôóíêöèè Äèðàêà îòíîñÿò
• ñìåíó ìàñøòàáà:

δ(ax) =
1

|a| δ(x),êàê ñëåäñòâèå ÷åòíîñòè äåëüòà-ôóíêöèè ñ ó÷åòîì ýëåìåíòàðíîé çàìåíû ïåðåìåííûõ â èíòåãðàëå ñäåëüòà-ôóíêöèåé dx = 1
|a| d(|a|x),

• âû÷èñëåíèå Ôóðüå-îáðàç ïðîèçâîäíîé Ḟ (t) 7→ −iωF(ω), â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì(êîíå÷íûå ÷ëåíû íà ãðàíèöàõ èíòåãðàëà ðàâíû íóëþ èç-çà íàëè÷èÿ e−α2t2) èëè ïðîñòî èç çàïèñèïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè äëÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå:
Ḟ (t) =

d

dt

+∞
∫

−∞

dω

2π
F(ω) e−iωt =

+∞
∫

−∞

dω

2π
(−iω)F(ω) e−iωt.



104 Òåìà 6. Ðàññåÿíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëíÎòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèè ñâîäÿòñÿ ê àëãåáðå äëÿ Ôóðüå-îáðàçà ýòîé ôóíêöèè.29.2. Ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíûÏðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â çàäà÷å î êâàçèóïðóãîì äèïîëå â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå.
r(t) =

∫

dω

2π
e−iωt

r(ω), r
∗(ω) = r(−ω).Òîãäà äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñòàíîâèòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, ïîñêîëüêó

ṙ(t) −→ −iω r(ω),òàê ÷òî
[

(−iω)2 − iω γ + ω2
0

]

r(ω) =
e

m
E0(ω).Ðåøåíèå

r(ω) =
e

m
E0(ω)

1

ω2
0 − ω2 − iγωóäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ âåùåñòâåííîñòè. Ôóðüå-îáðàç âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè äèïîëüíîãî ìî-ìåíòà ðàâåí

d̈(t) = e r̈(t) −→ −e
2

m
E0(ω)

ω2

ω2
0 − ω2 − iγω

.Îòñþäà, ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé â âîëíîâîé çîíå
|E| = |H| =

1

c2r
|d̈× n| =

1

c2r
|d̈| sinψè ïîòîêà ýíåðãèè â ðàññåÿííîé âîëíå

|S| =
c

4π
|E|2,ïîëó÷àåì èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ d2I = |S|r2 dΩ:

d2I(ω) =
c

4π

e4

m2c4
E
2
0(ω)

ω4

(ω2
0 − ω2)2 + γ2ω2

sin2 ψ d cos θ dφ.Çäåñü ψ � óãîë ìåæäó âåêòîðîì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è âîëíîâûì âåêòîðîì èçëó÷åííîé âîëíû, à θ è φ� ñòàíäàðòíûå óãëû â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ äëÿ âîëíîâîãî âåêòîðà óõîäÿùåé âîëíû.
y

x, E

z

φ

θ

ψ

n

Ðèñ. 6.2: Îáîçíà÷åíèÿ óãëîâ â ñëó÷àå ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû.



Ëåêöèÿ � 11 105ßñíî, ÷òî òàêàÿ ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà, òîëüêî åñëè âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ îðèåíòèðîâàí âäîëüîïðåäåëåííîé îñè (íà ðèñ. 6.2 âîëíîâîé âåêòîð ïàäàþùåé âîëíû íàïðàâëåí âäîëü îñè z, ýëåêòðè÷åñêîåïîëå � âäîëü îñè x), ò.å. êîãäà ïàäàþùàÿ âîëíà ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàíà.Òîãäà
sin2 ψ = 1 − cos2 ψ,ïðè÷åì cosψ çàäàåò ïðîåêöèþ âîëíîâîãî âåêòîðà ðàññåÿííîé âîëíû íà îñü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ:
cosψ = sin θ cosφ,òàê ÷òî ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ ïî óãëàì �

d2I(ω) =
1

4π

e4

m2c3
E
2
0(ω)

ω4

(ω2
0 − ω2)2 + γ2ω2

×

(1 − sin2 θ cos2 φ) d cos θ dφ. (6.7)Ïîòîê ýíåðãèè â ïàäàþùåé âîëíå
S0 =

c

4π
E
2
0(ω),è, â èòîãå, äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íàêâàçèóïðóãîì äèïîëå

d2σ

d cos θ dφ
=

e4

m2c4
ω4

(ω2
0 − ω2)2 + γ2ω2

(1 − sin2 θ cos2 φ). (6.8)Âåëè÷èíà
re ≡

e2

mc2èìååò ðàçìåðíîñòü äëèíû è íàçûâàåòñÿ ýëåêòðîìàãíèòíûì ðàäèóñîì. Â ñàìîì äåëå, îïðåäåëåíèå ìîæíîïåðåïèñàòü â âèäå
e2

re
= mc2,ò.å. ýëåêòðîìàãíèòíûé ðàäèóñ ÷àñòèöû � ýòî òàêîé ðàäèóñ, íà êîòîðîì ýëåêòðîñòàòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ÷àñòèöû ðàâíà åå ìàññå ïîêîÿ. Äëÿ ýëåêòðîíà re ≈ 2.8 · 10−13 ñì.Èíòåãðèðóÿ (6.8) ïî óãëó φ, ïîëó÷àåì

dσ

d cos θ
= 2π r2e

ω4

(ω2
0 − ω2)2 + γ2ω2

(

1 − 1

2
sin2 θ

)

= π r2e
ω4

(ω2
0 − ω2)2 + γ2ω2

(

1 + cos2 θ
)

.È íàêîíåö, ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî cos θ íàõîäèì ïîëíîå ñå÷åíèå:
σ =

8π

3
r2e

ω4

(ω2
0 − ω2)2 + γ2ω2

. (6.9)Äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû, ò.å. êîãäà äèññèïàöèÿ è ñèëà óïðóãîñòè ðàâíû íóëþ, γ = ω0 = 0, ïîëíîåñå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì, íåçàâèñÿùèì îò ÷àñòîòû ïàäàþùåé âîëíû:
σfree =

8π

3
r2e (6.10)åñòü ñå÷åíèå Òîìñîíà.Â îáùåì ñëó÷àå ïîâåäåíèå ïîëíîãî ñå÷åíèÿ èìååò õàðàêòåðíûé ïðîôèëü (ñì. ðèñ. 6.3):

• íà ÷àñòîòàõ, ìíîãî áîëüøèõ ω0, ñå÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê ñå÷åíèþ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû,
• íà ÷àñòîòàõ, áëèçêèõ ê íóëþ, ñå÷åíèå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ:

σ ≈ σfree

(

ω

ω0

)4

,ðýëååâñêîå ðàññåÿíèå (�ñèíèé� êðàé ñïåêòðà ðàññåèâàåòñÿ ñóùåñòâåííî ñèëüíåå �êðàñíîãî�, òàê ÷òîíåáî èìååò ãîëóáîé öâåò ðàññåÿííîãî â àòìîñôåðå ñîëíå÷íîãî ñâåòà),
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0 1 2 3 4 5
0

1

2

3

4

5

6

ω/ω0

σ/σfree

γ/ω0 = 0.4

Ðèñ. 6.3: Ïðèìåð ïîâåäåíèÿ ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ñâåòà íà êâàçèóïðóãîì äèïîëå âçàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû ïàäàþùåé âîëíû ω. Ïàðàìåòð çàòóõàíèÿ êâàçèóïðóãîãî äèïîëÿ ïðîïîðöèîíàëåí÷àñòîòå ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ω0: γ = 0.4ω0.
• ïðè ÷àñòîòàõ, áëèçêèõ ê ω0, ñå÷åíèå èìååò ðåçîíàíñíûé õàðàêòåð ñ øèðèíîé, îïðåäåëÿåìîé ïàðà-ìåòðîì äèññèïàöèè.Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ïîëÿðèçàöèè ñâåòà óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå çàäàåòñÿ óãëîâîé çàâèñèìîñòüþâåëè÷èíû

H
2 ∼ (n× d̈)2 ∼ (n× E0)2 ∼ (n× ε⊥)2,ãäå âåêòîð ïîïåðå÷íîé ïîëÿðèçàöèè ñâÿçàí ñ âåêòîðîì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ:

E ∼ ε⊥.Äëÿ ïðîñòîòû ñðàâíåíèÿ ñî ñëó÷àåì ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè áóäåì ñ÷èòàòü âåêòîð ïîëÿðèçàöèè åäè-íè÷íûì. Ðàññìîòðèì åñòåñòâåííî ïîëÿðèçîâàííûé ñâåò. Âûáèðàÿ îñü z âäîëü âîëíîâîãî âåêòîðà ïà-äàþùåé âîëíû k0, ïåðå÷èñëèì ñâîéñòâà âåêòîðà ïîëÿðèçàöèè äëÿ åñòåñòâåííîãî ñâåòà:1. åäèíè÷íàÿ íîðìèðîâêà:
ε⊥ = ax e1 + ay e2, |ax|2 + |ay|2 = 1,2. ïîïåðå÷íîñòü:

ε⊥ · k0 = 0,3. åñòåñòâåííîñòü, ò.å. ðàâíîâåðîÿòíîñòü îáåèõ ïîïåðå÷íûõ ïîëÿðèçàöèé:
〈|ax|2〉 =

1

2
, 〈|ay|2〉 =

1

2
, 〈axay〉 = 0.Ýòè ñâîéñòâà ïîçâîëÿþò íàì âû÷èñëèòü òåíçîð ïîëÿðèçàöèè åñòåñòâåííîãî ñâåòà

Παβ = 〈εα⊥ ε∗β⊥ 〉 =
1

2
(eα1 e

β
1 + eα2 e

β
2 ).Èñõîäÿ èç ýòîãî âûðàæåíèÿ, òåíçîð ïîëÿðèçàöèè ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå, ñâîáîäíîì îò âûáîðà áàçèñà:

Παβ =
1

2
(δαβ − qαqβ), q =

k0

k0
. (6.11)Îòìåòèì, ÷òî òàêîå æå âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà ïîëÿðèçàöèé ôîòîíà ïîëó÷àåòñÿ óñðåäíåíèåì ïî äâóìïîïåðå÷íûì ïîëÿðèçàöèÿì ôîòîíà, çàïèñàííûì â âèäå

Παβ =
1

2

2
∑

λ=1

εαλ ε
∗β
λ ,



Ëåêöèÿ � 11 107åñëè ó÷åñòü óñëîâèÿ íîðìèðîâêè è ïîïåðå÷íîñòè
Παα =

1

2

2
∑

λ=1

ελ · ε∗λ = 1, Παβq
α = 0,÷òî, ïî ñâîåìó ñìûñëó, îòâå÷àåò óñðåäíåíèþ åäèíè÷íîãî âåêòîðà íà îêðóæíîñòè.Òîãäà

〈(n× ε⊥)2〉 = εµνα nν εµν′β nν′ Παβ =

(δνν′δαβ − δνβδαν′)nν nν′ Παβ = n2 Παα − nα nβ Παβ .Äàëåå
n2 = 1, Παα =

1

2
(3 − 1) = 1,è

nα nβ Παβ = nα nβ
1

2
(δαβ − qαqβ) =

1

2
(n2 − (n · q)2),òàê ÷òî

〈(n × ε⊥)2〉 =
1

2
(1 + (n · q)2) =

1

2
(1 + cos2 θ), (6.12)ãäå ìû ââåëè óãîë θ ìåæäó âîëíîâûìè âåêòîðàìè ïàäàþùåé è ðàññåÿííîé âîëí.Ôîðìóëà (6.12) ðåøàåò çàäà÷ó îá óãëîâîé çàâèñèìîñòè ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ åñòåñòâåííîãî ñâåòà íà êâà-çèóïðóãîì äèïîëå. ×òî êàñàåòñÿ ïîëíîãî ñå÷åíèÿ, òî äëÿ ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííîãî ñâåòà ìû óñðåäíèëèïî óãëó φ âåëè÷èíó

sin2 ψ = 1 − sin2 θ cos2 φ → 1 − 1

2
sin2 θ =

1

2
(1 + cos2 θ),÷òî â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ôîðìîé ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîëó÷åííîé äëÿ åñòåñòâåííî ïîëÿðèçîâàííîãî ñâåòà,è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëíûå ñå÷åíèÿ äëÿ ðàññåÿíèÿ ëèíåéíî è åñòåñòâåííî ïîëÿðèçîâàííîãî ñâåòà ñîâïà-äàþò.30. Ôóíêöèÿ Ãðèíà êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðàÐàññìîòðèì îáùèé ìåòîä ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîìôóíêöèé Ãðèíà íà ïðèìåðå îñöèëëÿòîðà ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíåé ñèëû â ïîëíîé àíàëîãèè ñ êâàçèó-ïðóãèì äèïîëåì:

(∂2t + ω2
0 + γ ∂t)q(t) = f(t), γ → +0.Ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó îáùåãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ q0(t), ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé,è ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ q̃(t), âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé,

q(t) = q0(t) + q̃(t), (∂2t + ω2
0)q0(t) = 0,Ïðè ýòîì, ñâîáîäà âûáîðà îáùåãî ðåøåíèÿ ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿåò óäîâëåòâîðèòüíà÷àëüíûì óñëîâèÿì çàäà÷è, îãðàíè÷èâ ýòó ñâîáîäó íàëîæåíèåì ïîäõîäÿùèõ ãðàíè÷íûõ äàííûõ â çà-âèñèìîñòè îò îïðåäåëåíèÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå,

Q0(ω) =

∫

dt eiωt q0(t),íàéäåì äëÿ ñâîáîäíîãî ðåøåíèÿ
Q0(ω)(ω2

0 − ω2) = 0 ⇒ Q0(ω) = c+δ(ω − ω0) + c−δ(ω + ω0).Êîýôôèöèåíòû ïîëîæèòåëüíî- è îòðèöàòåëüíî-÷àñòîòíûõ ìîä êîëåáàíèé c± îïðåäåëÿþòñÿ èç ãðàíè÷-íûõ óñëîâèé çàäà÷è:
q0(t) =

∫

dω

2π
e−iωt Q0(ω) = c+e−iω0t + c−eiω0t.Àíàëîãè÷íî äëÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé

Q̃(ω) =
F(ω)

ω2
0 − ω2 − iωγ

, γ → +0, (6.13)



108 Òåìà 6. Ðàññåÿíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëíãäå F(ω) � Ôóðüå-îáðàç âíåøíåé ñèëû f(t).Âû÷èñëèì â îáùåì âèäå îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ Ôóðüå-îáðàçîâ:
∫

dω

2π
e−iωtF1(ω)F2(ω) =

∫

dω

2π
e−iωt

∫

dt1 eiωt1 F1(t1)

∫

dt2 eiωt2 F2(t2).Èíòåãðèðîâàíèå ïî ω äàåò
∫

dω

2π
e−iωt eiωt1 eiωt2 = δ(t1 + t2 − t),òàê ÷òî èíòåãðàë ïî t1 ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó:

∫

dω

2π
e−iωtF1(ω)F2(ω) =

∫

dt2 F1(t− t2)F2(t2),ò.å. îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâåäåíèÿ Ôóðüå-îáðàçîâ F1(t) è F2(t) äàåò, êàê ãîâîðÿò, ñâåðòêó ýòèõôóíêöèé.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî, ñîãëàñíî (6.13), âûíóæäåííîå êîëåáàíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
q̃(t) =

∫

dt′ G(t− t′) f(t′), (6.14)ãäå ôóíêöèÿ Ãðèíà
G(t) =

∫

dω

2π
e−iωt 1

ω2
0 − ω2 − iωγ

, γ → +0. (6.15)Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà � ýòî ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ïðè
F(ω) 7→ 1, ò.å. ïðè f(t) 7→ δ(t):

(∂2t + ω2
0 + γ ∂t)G(t)(t) = δ(t), γ → +0. (6.16)Èíòåãðàë â (6.15) ëåãêî âçÿòü, åñëè ðàçëîæèòü äðîáü

1

ω2
0 − ω2 − iωγ

=
1

2ω0

{

1

ω0 − ω − i0
+

1

ω0 + ω + i0

}

.Òîãäà èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòîòå âäîëü ëèíèè îò −∞ äî +∞ ìîæíî çàìêíóòü ïðè t > 0 ïî ïîëóîêðóæíî-ñòè â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ω (ñì. ðèñ. 6.4), ïîñêîëüêó â ýòîé ïîëóïëîñêîñòè
=mω < 0, à çíà÷èò, âêëàä ïî ïîëóîêðóæíîñòè áåñêîíå÷íî ìàë èç-çà çàòóõàíèÿ ýêñïîíåíòû

e−iωt 7→ e+t=mω e−i t<eω → 0, t > 0.Ïðè t < 0 êîíòóð çàìûêàåòñÿ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, ãäå íåò ïîëþñîâ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæå-íèÿ, òàê ÷òî ïî òåîðåìå Êîøè G(t < 0) = 0. Ïðè ïîëîæèòåëüíûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè òà æå òåîðåìàÊîøè ñ ó÷åòîì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå äàåò
G(t) = −ϑ(t)

i

2ω0

{

−e−iω0t + eiω0t
}

= ϑ(t)
1

ω0
sin(ω0t), (6.17)ãäå ϑ(t) � ñòóïåíüêà Õåâèñàéäà:

ϑ(t) =

{

1, t > 0,
0, t < 0.Â ñàìîì äåëå, äèôôåðåíöèðîâàíèå äàåò

∂tϑ(t) = δ(t), ∂2t ϑ(t) = δ′(t),ãäå ïðîèçâîäíàÿ ÷åòíîé äåëüòà-ôóíêöèè Äèðàêà äàåò íå÷åòíóþ ôóíêöèþ, òàê ÷òî δ′(t) sin(ω0t) = 0, àçíà÷èò,
∂2t G(t) =

1

2ω0

{

−ω2
0 sin(ω0t)ϑ(t) + 2δ(t)ω0 cos(ω0t) + δ′(t) sin(ω0t)

}

= −ω2
0G(t) + δ(t),êàê è äîëæíî áûòü äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà.
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t > 0

−ω0 − i0 ω0 − i0

Ðèñ. 6.4: Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòîòå ω ïðè ïîëîæèòåëüíîì âðåìåíè äëÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèéñ çàïàçäûâàþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.Âûáðàííûé ïîðÿäîê îáõîäà ïîëþñîâ ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåíèþ çàïàçäûâàþùåé ôóíêöèè Ãðèíà,ðàâíîé íóëþ â ïðîøëîì. Äðóãèå ñïîñîáû îáõîäà ïîëþñîâ ïðèâåäóò ê èíûì ôóíêöèÿì Ãðèíà è èíûì÷àñòíûì ðåøåíèÿì äëÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé. Íàðÿäó ñ ïîëó÷åííûì íàìè çàïàçäûâàþùèì ðåøå-íèåì ââîäÿò ïðè÷èííóþ ôóíêöèþ Ãðèíà3, ïîëþñà êîòîðîé ðàñïîëîæåíû â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè äëÿïîëîæèòåëüíî-÷àñòîòíîãî ðåøåíèÿ è â âåðõíåé äëÿ îòðèöàòåëüíî-÷àñòîòíîãî:
Gc(t) =

∫

dω

2π
e−iωt 1

ω2
0 − ω2 − i 0

=
i

2ω0
e−iω0|t|. (6.18)Òîãäà ðàçíîñòü äâóõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé

q̃(t) − q̃c(t) =

∫

dt′ G(t− t′) f(t′) −
∫

dt′ Gc(t− t′) f(t′), (6.19)óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ äëÿ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé
(∂2t + ω2

0)
{

q̃(t) − q̃c(t)
}

= 0,à çíà÷èò, ðåøåíèÿ ñ ðàçëè÷íûìè ôóíêöèÿìè Ãðèíà îòëè÷àþòñÿ ëèøü íà ðåøåíèå â âèäå ñâîáîäíûõêîëåáàíèé, õîòÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ïîëîæèòåëüíî- è îòðèöàòåëüíî-÷àñòîòíûõ ìîäàõ ìîãóò áûòü è êîì-ïëåêñíîçíà÷íûìè. Ýòîò ôàêò íèñêîëüêî íå èçìåíèò âèä ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî çàäàííûì â çàäà÷åãðàíè÷íûì óñëîâèÿì: ôóíêöèþ Ãðèíà ìîæíî âûáðàòü ëþáîé, âàæíî ïîäîáðàòü çàòåì ïîäõîäÿùåå ðåøå-íèå ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé äëÿ çàäàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé � íà÷àëüíûõ äàííûõ. Â êâàíòîâîé òåîðèèïîëÿ èñïîëüçóþò ïðè÷èííóþ ôóíêöèþ Ãðèíà, ïîñêîëüêó îíà çàäàåò âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, èíâàðè-àíòíûå îòíîñèòåëüíî îáðàùåíèÿ ñòðåëû âðåìåíè. Â êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ ñ çàäà÷àìè íà èçëó÷åíèå,êîãäà â ïðîøëîì íåò ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé, áîëåå óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ çàïàçäûâàþùåé ôóíêöèåé Ãðè-íà, òàê êàê òîãäà äîïîëíèòåëüíûé âêëàä â ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèé â âèäå ñâîáîäíûõ êîëåáàíèéòðèâèàëåí, îí ðàâåí íóëþ.
3Âû÷èñëèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.
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